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Seiner  Excellenz 


dem  Hochgebornen  Herrn 


Leo  Grafen  von 

THÜN-HOHENSTEm, 

k.  k.  wirUidram  geheimen  Bath  und  Kimmerer,  k.  k.  Minister  dee  Cnltna 
und  Unterrichtes ,  Ehrendirector  der  k.  k.  UniverBit&t  in  Lembei^g,  Ehren- 
mitgiied  der  kOaigL  böhmiedien  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  der  ge- 
lehrten GeaeUschaft  in  Krakan«  Ehrenmitglied  des  Tauhstommen  -  Instituts, 
wirkendem  Hitglied  der  Gesellschaft  des  yaterl&ndischen  Mnsenms,  stiften- 
dem nnd  beitragendem  Mitglied  der  Gesellschaft  patriotischer  Kunstfreunde, 
Vorsteher  and  wirklichem  Mitglied  des  Vereines  zum  Wohle  entlassener 
Zflchtünge,  stiftendem  Mitglied  des  Ven'ines  zum  Wohle  hilfsbedflrftjger 
Kinder  in  Frag,  Mitglied  des  Schutsvereines  fdr  aus  Straf-  nnd 
Verwahnmgsorten  entlassener  Personen  in  Wien  &c. 


in  aller  Ehrfurcht 


gewidmet 


vom  Verfasser, 


Euer  Excellenz! 


▼  ▼  enn  ich  mir  erlaabe,  Ew.  Excellenz  das 
vorliegende  Lehrbuch,  welches  besonders  fiir 
höhere  technische  Lehranstalten  bestimmt,  und 
dafür  auch  als  vollkommen  geeignet  bereits  an- 
erkannt ist,  in  dieser  neuen,  vermehrten  und 
verbesserten  Auflage  ehrfurchtsvoll  zuzueignen ; 
so  geschieht  diess  einzig,  um  Ew.  Excellenz  die 
Dankbarkeit  und  Verehrung,  welche  ich  mit 
allen  jenen  theile,  denen  die  grosse  Lebensfrage 
unseres  neu  constituirten  Kaiserstaates:  Volks- 
unterricht und  höhere  Ausbüdung,  warm  und 
lebhaft  am  Herzen  liegt,  und  deren  schwieriger 


Lösung  sich  Ew.  Excellenz  mit  unermüdeter  und 
bewunderungswürdiger  Thätigkeit  so  erfolgreich 
hingeben,  auch  öffentlich  aussprachen  und  an 
den  Tag  legen  zu  können. 

Der  ich  in  aller  Ehrfurcht  verharre  als 


Euer  Excellenz 


gehorsamster  Diener 

A.  R«  V.  Borg« 


Vorrede. 


^chon  bei    der  Ausarbeitung  meines   grossem 
Lehrbuches    (,,  Ausführliches    Lehrbuch   der    hohem 
Mathematik.**  Wien    1833,  in  drei  B&nden^    beschäf- 
tigte mich  die  Frage:  ob   es   nicht  vielleicht   zweck- 
mässig  w&re,    meinen  Schülern  auch   einen   kurzen 
und    gedrängten  Abriss,   d.  h.    ein  Compendium 
der  hohem  Mathematik,   dieses  aber  streng  nur  so 
weit  ausgedehnt  in  die  Hand  zu  geben,  als  es  gerade 
ftbr  meine  Vortrage,   welche   binnen  eines  Schuljah- 
res   beendet   sein    müssen,    mit  Voraussetzung   der 
Elemente  und  mit  Rücksicht  auf  die  Anforderungen 
von  Seite  meiner  Herren  Collegen^  denen  ich  vor-  und 
in  die  H&nde  arbeiten  soll,  nothwendig  ist  Ich  würde 
mich  aber  schwerlich  jetzt  schon  dieser  keines weges 
ganz  leichten  Aufgabe  unterzogen,  und  die  Vorarbei- 
ten zur  Herausgabe  des  (im  oben  angezogenen  Wer- 
ke^ versprochenen  Lehrbuches   der  Mechanik   ausge- 
setzt und  unterbrochen  haben,  wenn  ich  nicht  von 
mehreren  achtbaren  Männern  hiezu  wiederholt  w&re 
angefordert  worden.     Ob  ich  jedoch  hierin  den  Er^ 
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Wartungen,  die  man  vielleicht  zu  hegen  berechtigt 
ist  9  entsprochen  9  und  die  Absicht  —  das  Studium 
der  nun  zum  Grundpfeiler  aller  Naturwissenschaften 
gewordenen  hohem  Mathematik  noch  mehr  zu  er- 
leichtem ,  durch  Bearbeitung  dieses  Compendiums  er- 
reicht habe  —  muss  ich  dem  billigen  Urtheile  der 
Sachverständigen  und  vorzüglich  denjenigen  über- 
lassen,  welche  sich  desselben  als  Leitfaden  bei  öffent- 
lichen Vorlesungen  bedienen  wollen.  So  viel  darf 
ich  indess  jetzt  schon  sagen,  dass  ich  es  an  red- 
lichem Fleisse  und  der  nöthigen  Aufmerksamkeit, 
dieses  Buch  filr  den  beabsichtigten  Zweck  so  nützlich 
und  brauchbar  als  möglich  einzurichten,  durchaus 
nicht  habe  fehlen  lassen. 

Obschon  ich  femer  bei  der  Ausarbeitung  dieses 
Leitfadens  durchgehends  das  oben  genannte  grössere 
Werk  zum  Grunde  gelegt  und  mich  überall  dort,  wo 
es  sich  um  eine  weitere  Ausführung  oder  Anwendung 
der  vorgetragenen  Sätze,  oder  um  eine  fernere  Er- 
läuterung derselben  durch  noch  mehrere  Beispiele 
handelt,  auf  dasselbe  bezogen  habe,  um  denjenigen, 
welche  Zeit  und  Lust  besitzen,  sich  in  dieser  Wis- 
senschaft weiter  auszubilden  oder  später  noch  meh- 
reres,  nachholen  wollen,  dazu  die  Gelegenheit  zu 
verschaffen;  so  wird  man  dennoch  bei  einer  nähern 
Vergleichung  finden,  dass  ich  mich  nicht  bloss  wie- 
derholt oder  ausgeschrieben,  sondern  den  Vortrag 
hin  und  wieder  durch  Einführung  von  deutlicheren 
und  bündigeren  Beweisen  und  Substituirung  anderer 
Entwickelungen  geändert,  und  mich  dadurch  hoffent- 
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lieh  dem  vorgesteckten  Ziele  —  in  diesen  die  grösst- 
mögliche  Klarheit  und  Deutlichkeit  zu  bringen  — 
wieder  um  Einen  Schritt  genähert  habe.  Unter  meh- 
reren Fallen  der  Art  erlaube  ich  mir  hier  bloss  auf 
den  neuen  Beweis  ftlr  die  Existenz  der  Wurzeln  ei- 
ner hohem  Gleichung  in  §.  154  und  auf  die  conse- 
quentere  und  deutlichere  Entwickelung  der  Berüh- 
rungen der  Curven  von  doppelter  Krümmung  in  den 
§$.  746  bis  749  hinzuweisen.  In  Beziehung  auf  die  Be- 
handlung die  krummen  Linien  muss  ich  bedauern, 
dass  der  Druck  dieses  Lehrbuches  bereits  zu  weit 
vorgerückt  war,  um  die  beiden  kürzlich  erschienenen 
originellen  und  sehr  beachtenswerthen  Werke:  ^j No- 
vae theoriae  linearum  curvarum  originariae  et  vere 
scieni^ae  specimina  quinque  primaJ*  Auetore  Carolo 
Chr.  Fried.  Krause.  Edidit:  Professor  H.  Schröder 
Monachii  anno  MDCCCXXXV.  und  jjNeue  Curven- 
lehre  von  Adolf  Peters^^^  Dresden  1835,  hier  noch, 
wie  ich  gewünscht  hätte,  mit  benützen  zu  können. 

Auch  in  der  Trigonometrie,  deren  Elemente  ich 
hier  mit  au&ehmen  musste,  weil  mein  Vortrag  damit 
beginnen  soll,  imd  in  welcher  ich  mich  hinsichtlich 
der  weitem  Ausffthrung,  der  Ableitung  und  Zusam- 
menstellung der  Formeln  auf  das  im  Jahre  1826  her- 
ausgegebene „Handbuch  der  geradlinigen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie"  in  der  Voraussetzung  beziehe, 
dadurch  zum  Selbststudium  der  übrigen,  ausser  dem 
Bereich  dieser  Elemente  liegenden  Sätze,  die  aber 
eben  so  interessant  als  wichtig  und  leicht  sind,  anzu- 
eifern,  habe  ich  hoffentlich  zum  Nutzen  dieser  Wis- 


senschaft  den  Vortrag  hin  und  wieder  ebenfalls  nicht 
unbedeutend  verändert 

Noch  muss  ich  die  Bemerkung  beifügen ,   dass 
ich  hier  in  der  Bezeichnung  der  Potenzen  der  Sinus, 
Cosinus  9  Logarithmen  u.  s.  w.  von  jener  in  meinen 
frühem  Werken  abgewichen,  und  statt  sir/'Xj  cosTxj 
log^x  u-   s.  w.   sofort    sinaf^   cosaf^,    logaf  u.    s.   f. 
schreibe.    So  sdbwer  mir  auch  die  Aenderung  dieser 
zur  Gewohnheit  gewordenen  alteren  Schreibart  wurde, 
so  glaubte  ich  dennoch  der  Consequenz  diese  Opfer 
schuldig  zu  sein,   und  diess  um  so   mehr,    als  ich 
mich  überzeugte,  dass  unter  dieser  letztem  Schreib- 
art  die  Deutlichkeit  keinesweges  zu  leiden  brauche; 
denn   soll  z.  B.  —  was   übrigens  fast  niemals   vor- 
kommt —  vom  Winkel  ^  der  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w. 
genommen  werden,  so  kann  man  diesen  Winkel  ein- 
klammem   und   schreiben:  8in{sf)y  C08(af)   u.   s.   w. 
Auf  dieselbe  Weise  schreibe  ich  nun  auch,  in  üeber- 
einstimmung  mit  der  Bezeichnung  der  Potenzen ,  bei 
den  übrigen  Grössen   logaf^  für  die   n^  Potenz  von 
logx.  und  log{af)  fQr    den  Logarithmus  von  af ;    ob- 
gleich man  dann  genöthigt  ist,  um  z.  B.  die  n**  Potenz 
von  log{a'\-h)  auszudrücken,  zu  schreiben:  [fo5^(ö-j-6)]*. 
Immer  scheint  es  aber  so  besser  und  folgerichtiger  als 
log\a-\-h)  zu  setzen,  indem  nach  der  in  der  Differen- 
lialrechnung  üblichen  Bezeichnungsart  z.  B.  Zo^^^  nicht 
(log  x)^y  sondern  log  logx  bedeuten  müsste*    Zugleich 
spricht    auch  noch,   obschon    diese  Eigenschaft   nur 
eine  untergeordnete  ist,  die  typographische  Schönheit 
filr  diese   letztere  hier   gewählte  Bezeichnungsweise, 
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indem  es  gewiss  ein  Uebelstand  ist,  wenn  man  z.  R 
filr  9in  oT^  schreibt:  swT^  a?,  und  dadurch  den  Win- 
kel X  so  weit  von  der  Sylbe  ein  trennet  Endlich  ist 
diese  hi^  eingeführte  Bezeichnungsart  in  der  That 
nicht  mehr  ganz  neu,  und  wird  diese  von  mehreren 
sowohl  deutschen  als  französischen  und  englischen 
Geometem  bereits  angewendet,  obschon  auch  in  eben 
so  vielen  der  neuesten  Werke,  wie  z.  B.  in  Poissona 
Mechanik,  noch  die  ältere  Schreibart  beibehalten  ist 

Da  diess  in  der  hOhern  Mathematik,  welcher  die 
formelle  Bildung  durch  das  Studium  der  Elementar- 
mathematik vorausgegangen  seyn  soll,  gestattet  ist; 
so  habe  ich  nur  im  Anfange,  oder  wo  es  mir  am 
dienlichsten  schien,  nach  der  Eiiclicü sehen  Methode 
den  Satz  vorausgeschickt  und  dann  den  Beweis  dafür 
folgen  lassen,  wahrend  ich  im  üebrigen  nach  der  weit 
angenehmeren,  lehrreicheren  und  schneller  zum  Ziele 
lUhrenden  Erfindungsmethode  der  Neuem  verfuhr. 

Das  Volumen  dieses  Buches  betreflfend ,  so  würde 
die  gleich  Anfangs  beabsichtigte  Bogenzahl  30  wohl 
nicht  überschritten  worden  sein,  wenn  man  das  For- 
mat desselben  nur  unbedeutend  breiter  und  die  Zwi- 
schenräume von  einem  Paragraphe  zum  andern,  wo- 
durch aber  die  nun  bestehende  Bequemlichkeit  und 
Deutlichkeit  im  Nachschlagen  sehr  verloren  haben 
würde ,  etwas  enger  hätte  machen  wollen ;  dabei  wäre 
überdiess  der  Gewinn  zu  Gunsten  eines  noch  dünnem 
Buches  nur  scheinbar  gewesen. 

Ich  schliesse  endlich  mit  dem  innigsten  Wunsche, 
dass  dieses  Compendium  mit  demselben  Beifalle  unr' 
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der  gleichen  Nachsicht,  welche  sich  das  mehr  genannte 
grössere  Lehrbuch  zu  erfreuen  hatte,  aufgenommen 
werden,  und  den  durch  die  Herausgabe  desselben 
beabsichtigten  Nutzen  im  vollsten  Masse  herbeiführen 
möge. 

Wien,  den  15.  Mftrz  1836- 


Der  Verfasser. 


Vorrede 

sur  sweiten  Auflage« 


fVenn  sich  der  Verfasser  in  Folge  der  über  die- 
ses Lehrbuch  erschienenen  günstigen  Recensionen,  noch 
mehr  aber  durch  den  Umstand,  dass  dasselbe  in  meh- 
reren öffentlichen  Lehranstalten  des  Li-  und  Auslandes 
als  Leitfaden  benützt  wird,  zu  der  Annahme  berech- 
tigt hielt,  dass  dieses  Compendium  eben  in  der  Aus- 
dehnung, der  eigenthttmlichen  Aneinanderreihung  der 
Lehrsätze  und  ihrer  Fassung,  einem  wirklichen  Bedürf- 
nisse in  dem  Studium  der  hohem  Mathematik  an  ho- 
hem Gewerbschulen  und  technischen  Lehranstalten 
entgegenkomme:  so  durfte  er  sich  auch  bei  dieser  neuen 
Auflage  keine  wesentUchen  Abweichungen  von  diesem 
durch  die  Erfahrung  bewährten  Systeme  erlauben.  So 
sehr  daher  der  Verfasser  bei  dieser  neuen  Ausgabe 
auch  bemüht  war,  den  Fortschritten  der  neuesten  Zeit 
Rectmung  zu  tragen  und  die  Wünsche  mehrerer  höchst 
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achtbaren  Schulmänner,  welche  sieh  dieses  Compen- 
diums  bei  ihren  Vorträgen  bedienen,  dabei  zu  berück- 
sichtigen: so  war  es  ihm  gleichwohl  nicht  möglich, 
allen  diesen  Anforderungen  zu  genügen ,  indem  sonst 
das  Buch  eine  solche  Ausdehnung  erhalten  hätte,  dass 
es  dadurch  den  Charakter  eines  Compendiums,  worin 
gerade  mit  ein  Hauptvorzug  desselben  liegt,  gänzlich 
verloren  haben  würde. 

Nichts  destoweniger  fühlt  sich  der  Verfasser  ver- 
pflichtet, allen  diesen  Freunden  und  Förderern  der  ma- 
thematischen Wissenschaften,  welche  ihm  ihre  wohl- 
gemeinten, schätzenswerthen  Bemerkungen  auf  die 
freundlichste  Weise  mittheilten,  seinen  Dank  hiefür 
öffentlich  auszusprechen. 

Eine  sorgfältige  Vergleichung  dieser  neuen  mit 
der  ersten  Auflage  wird  dieselben  überzeugen,  dass 
er  diese  Bemerkungen  möglichst  berücksichtigt  und 
ihrem  Wunsche  nach  Erweiterung  einzelner  Capitel 
auch  theilweise  entsprochen  habe.  So  finden  sich  — >  um 
nur  auf  das  Wesentlichste  hinzudeuten  —  gleich  im 
1.  Abschnitte  beinahe  in  allen  Capiteln,  welche  von 
den  goniometrischen  Linien  und  der  Auflösung  der 
Dreiecke  handeln,  solche  Zusätze;  im  2.  Abschnitte 
wurden  im  3.  Capitel,  in  Notenform,  die  Hauptsätze 
der  sogenannten  Grenzrechnung,  so  wie  im  4.  Capitel, 
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welches  die  Theorie  der  hohem  Gleichungen  behan- 
delt, die  Homerische  Methode  zur  n&herungsweisen 
Beredmung  der  reellen  Wurzeln,  so  wie  das  von  Sturm 
angegebene  allgemeine  Verfahren  zur  AufBndung  der 
reellen  Wurzeln  und  ihrer  Grenzen,  mit  erl&utemden 
Beispielen  angenommen.  Dagegen  hat  der  Verfasser 
den  fi*Qlier  von  ihm  aufgestellten  Beweis  Ober  die  Exi- 
stenz der  Wurzeln,  da  ihn  dieser  nun  nicht  mehr  be- 
friedigt, so  wie  Oberhaupt  auch  jeden  andern  Beweis 
hierOber  in  diesem  Abschnitte  weggelassen  und  sich 
auf  den  ganz  einfachen  und  kurzen  Beweis  in  der  Dif- 
ferentialrechnung bezogen,  welchen  er  dort  nach  Ohm's 
Verfahren  eingeschaltet  hat  Im  5.  Abschnitte  wurde 
im  3.  Capitel  das  Wichtigste  Ober  die  Fl&chen  der 
zweiten  Ordnung,  so  wie  im  6.  Abschnitte  nebst  meh- 
reren Zusätzen,  im  9.  Capitel  noch  ein  Paragraph  Ober 
die  ErOmmungsebene  einer  gegebenen  Curve  aufge- 
nommen. Auch  hat  das  Capitel  Ober  bestimmte  Inte- 
grale eine  Erweiterung  erhalten,  so  wie  endlich  dieser 
Ausgabe  noch  ein  Anhang  Ober  die  Elemente  der  Va- 
riationsrechnung beigegeben  wurde. 

Mit  dieaen  Erweiterungen  und  Verbesserungen 
glaubt  der  Verfasser  hoffen  zu  dOrfen ,  allen  billigen 
Anforderungen  entsprochen,  und  dieser  neuen,  auch 
in  typographischer  Beziehung  reichlicher  ausgestatte- 
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ten  Ausgabe  wenigstens  dieselbe  freundliche  Aufiialime 
gesichert  zu  haben,  welche  diesem  Lehrbuche  gleich 
bei  dem  ersten  Erscheinen  in  so  hohem  Masse  zu 
Theil  wurde. 

Wien,  8.  April  1851. 


Der  Verfasser. 
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Erster  Abschnitt. 


Die 

Elemente  der  geradlinigen  und  sphärischen 

Trigonometrie. 


Bttrg:*s  Compendinm  d.  hSh.  Math. 


Erstes  Capitel. 

Von  den  goniometrischen  Linien. 


Einleitung. 

§.  1.  JJie  Trigonometrie  (Dreieckmesskunst)  lehrt 
aus  drei  in  Zahlen  gegebenen  Bestinunungsstücken  eines  Drei- 
eckes die  übrigen  durch  Rechnung  finden.  Sie  zerfällt,  je 
nachdem  die  betreffenden  Dreiecke  in  einer  Ebene ,  auf  einer 
Kugel  oder  auf  einem  elliptischen  Sphäroide  liegen,  in  die 
ebene,  sphärische  und  sphäroidische  Trigonometrie. 
Die  letztere  bleibt  von  unserem  Vortrage  ausgeschlossen. 

§.  2.  Die  zur  Berechnung  der  Dreiecke  oder  Vielecke 
überhaupt  nöthigen  Hilfslinien  und  Sätze,  mittelst  denen  es 
möglich  wird,  die  Winkel  sowohl  unter  einander  als  auch 
mit  den  Seiten  zu  vergleichen,  bilden  zusammen  die  Go* 
niometrie.  Nach  dem  gewöhnlichen,  auch  hier  so  ge- 
nonunenen,  weitem  Sinne  umfasst  die  Trigonometrie  zu- 
gleich auch  die  Lehre  dieser  Hilfslinien  (Kreisfunctionen) 
oder  die  Ooniometrie. 

Die  trigonometrischen  oder  goniometrischen 

Linien. 

§.  S.  Erklärung.  Schneidet  man  auf  dem,  mit  irgend 
einem  Halbmesser  CA=^t  beschriebenen  Kreis  AABBA 
(Fig.  1)  von  A  aus ,  als  Anfangspunct ,  einen  beliebigen  n*.  l 
Bogen  ^  Jf  ab,  zieht  die  Halbmesser  CA^  CM^  femer  aus 
A  und  M  auf  ^C  die  Perpendikel  AE,  MD,  ersteres  bis 
zum   Durchschnitte  E  des  verlängerten    Halbmessers   CM; 

1* 


80  heissen  die  Linien  MD  der  Sinus,  AE  die  Tangeijte, 
CE  die  Secante  und  AD  der  Sinusversus  des  Bogeos 
-4  Jf  oder  Winkels  ACM=^aL  fär  den  Halbmesser  r. 

§•  4.  Der  Sinus  eines  Bogens  ist  also  das  aus  dem 
Endpuncte  dieses  Bogens  auf  den  durch  seinen  Anfangs- 
punct  gezogenen  Halbmesser  gefällte  Perpendikel. 

Die  trigonometrische  Tangente  eines  Bogens  ist  je- 
nes Stück  der  im  Anfangspuncte  desselben  errichteten  Tan- 
gente, welches  zwischen  diesem  Anfangs-  und  Durchschnitts- 
puncte  des  durch  den  Endpunct  des  Bogens  verlängerten 
Halbmessers  liegt. 

Die  Secante  eines  Bogens  Ist  der  durch  dessen  End- 
punct bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Tangente  verlängerte 
Halbmesser. 

Der  Sinusversus  (auch  Qu  er  sin  us)  eines  Bogens 
ist  jenes  Stück  des  durch  den  Anfangspunct  gezogenen  Halb- 
messers, zwischen  diesem  Anfangs-  und  Fusspunot  des  Sinus 
dieses  Bogens. 

§.  5.  Er  kl.  Ergänzt  der  Bogen  AM  den  vorigen 
AM  zvi  einem  Quadranten,  oder  ist  W.  ACM'=^tk  der 
Complementswinkel  zu  a  (folglich  nach  unserer  Sexagesimal- 
theilung  a'  =  90^ — a);  so  werden  Sinus,  Tangente,  Se- 
cante und  Sinusversus  dieses  Bogens  AM  oder  Winkels  a', 
d.  i.  die  Linien  MB,  AE,  CE,  AD'  {A  als  Anfangs- 
punct des  Bogens  AM  genommen)  beziehungsweise:  Co- 
sinus (Complementi  Sinus,  Co,  Sinus),  Cotangente,  Co- 
secante  und  Cosinusversus  des  ursprünglichen  Bogens 
-4-äf  oder  W.  a  genannt. 

Zusatz.  Wegen  MD'  =  CD  nimmt  man  gewöhnlich 
dieses  zwischen  dem  Mittelpunct  C  und  Fusspunct  D  des 
Sinus  liegende  Stück  des  durch  den  Anfangspunct  A  ge- 
zogenen Halbmessers  für  den  Cosinus  des  Bogens. 

Anmerkung.  Mit  Bücksicht  darauf,  dass  ein  stumpfer  Winkel  ein 
negatives  Complement  hat ,  gelten  die  in  diesen  beiden  §§• 
aufgestellten  Erkl&nmgen  ganz  allgemein  iBtr  jeden  Bogen  oder 
Winkel  a. 


Die  Conf  tmetkm  dieser  genannten  8  trigonometriachen  Hilfidinien 
ftr  Bögen,  deren  Endpnncte  rM  beziehnngsweise  im  1.,  S-y  3.  und  4. 
Quadranten  liegen,  ist  eine  dem  Anfänger  lehr  sn  empfehlende 
Cebnng. 

§.  6.  Die  genannten  goniometrischen  Linien  werden 
kurz  auf  folgende  Weise  bezeichnet:  3fi?==Stna,  AE^= 
Tafig%,  CE=Secat^  AD  =  Sinvfx,  CZ?  =  Co«a,  A'E=^Cot7»f 
CE'=  Cosee  o^  AD^=^  Cosinva;  dabei  kann  noch,  wenn  man 
es  für  nöthig  hält,  durch  das  Darüber-  oder  Daruntersetzen 
Ton  r,  der  Halbmesser  angedeutet  werden,  auf  welchen  sich 
diese  Linien  beziehen.  Da  wir  zur  grisseren  Einfachheit 
diesen  Halbmesser  durchaus ,  wenn  nicht  ausdrücklich  das 
G^ntheil  bemerkt  wird ,  zur  Einheit  nehmen  oder  gleich  1 
setzen;  so  soll  dieses  durch  die  Anwendung  kleiner  An- 
fangsbuchstaben, d.i.  dadurch  angedeutet  werden ,  dass  wir 
schreiben:  «ma,  cosaj  tangtij  u.  s.  w. 

An  merk.  Man  kann  diese  Annahme,  nach  welcher  der  Halbmesser 
snr  Einheit  genommen  wird  und  wodurch  die  Fonneln  in  der  Begol 
ein£urher  ansfallen,  am  so  eher  machen,  als  weiter  nnten  (§.  33.) 
ohnehin  ein  einfaches  Verfahren  angegeben  wird ,  nach  welchem  alle 
auf  den  Halbmesser  1  sich  beziehenden  Formeln  umgewandelt  wer- 
den können,  denen  irgend  ein  anderer  Halbmesser  r  zum  Grunde  liegt 

§.  T.  Damit  die  Relationen  zwischen  den  goniometri- 
schen Linien  9  wie  diese  im  1.  Quadranten  oder  für  einen 
spitzen  Winkel  a  aufgefunden  werden ,  auch  für  jeden 
andern  Werth  von  a  gelten  können,  ist  es  nöthig,  diese 
Linien,  wie  es  überhaupt  in  der  analytischen  Geometrie  ge- 
schieht,  mit  gewissen  Vorzeichen  behaftet  anzunehmen.  So 
ist,  um  ein  einfaches  Beispiel  anzuführen,  für  a=-4C-äf<  90^, 
wegen  AD^=^AC —  Co,  sofort  sinv  a  =  1  —  co«  a,  und  für 
ti  =  ACM'  >  90«  (wegen  Ad  =  AC+C(I) :  sinva  =  l+co8aL. 
Soll  nun  für  beide  Fälle  die  erstere  Relation  oder  der  Satz 
gelten,  dass  der  Sinusversus  gleich  ist  dem  Unterschiede 
aus  dem  Halbmesser  und  dem  Cosinus,  d.  h.  will  man 
beide  Fälle  in  einer  und  derselben  Formel  darstellen; 
so  muss  man  schreiben:  sinv a  =  l  —  (dbco^a),  dergestalt, 
dass  der  Cosinus  im  1.  Quadr.  mit  dem  Zeichen  ^-  und  im 
2.  mit  jenem  —  behaftet  ersdieint  und  damit  zusammenhängt. 
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daes  eine  beständig  abnehmende ,  hierauf  Null  werdende  nnd 
endlich  wieder  zunehmende  Grösse  oder  Linie ,  wie  es  hier 
mit  CD  der  Fall  ist  (während  a  fortwährend  wächst),  noth- 
wendig  aus  dem  positiven  in  den  negativen  Zustand,  oder 
umgekehrt,  übergeht.  Diese  Gegensätze  sind  übrigens  im* 
mer  leicht  aus  der  entgegengesetzten  Lage  der  Linien  selbst 
(wie  hier  aus  jener  CD  und  Cd)  zu  erkennen,  und  man 
verbindet  mit  der  einen  das  Zeichen  +  oder  —  und  mit  der 
andern  das  entgegengesetzte  —  oder  +. 

§.  8.  Betrachtet  man  daher  die  in  den  4  Quadranten 
Statt  findenden  Lagen  der  goniom.  Linien,  jene  im  1.  Quadr. 
als  die  primitive  oder  positive  (in  welchem  nämlich  diese 
Linien  sämmtlich  das  Vorzeichen  -)-  erhalten)  angesehen,  so 
ergibt  sich  ganz  einfach  folgendes  Schema,  wobei  r  die  gan- 
zen Zahlen  0,  1*,  2,  3,  ...  bezeichnet: 

die  Sinus  und  Cosecanten*)  sind  positiv 
im  L,  2.,  5.,  6.,  ...  (4r  +  l).,  (4r  +  2)*-  Quadranten 

und  negativ 
im  3.,  4.,  7.,  8.,  ...  (4r  +  3).,  (4r  +  4)'"  Quadranten 

die  Cosinus  und  Secanten  sind  positiv 
•im  1.,  4.,  5.,  8.,  ...  (4r  +  l).,  (4r  +  4y»  Quadranten 

und  negativ 
im  2.,  3.,  6.,  7.,  ...  (4r  +  2).,  (4r-f  3)*^  Quadranten 
die  Tangenten  und  Cotangenten  sind  positiv 
im  L,  3.,  5.,  7.,  ...  (4r+l).,  (4r  +  3)*~  Quadranten 

und  negativ 
im  2.,  4.,  6.,  8.,  ...  (4r-f  2).,  (4r  +  4)*~  Quadranten 
die   SinuBversus   und   Cosinusversus   bleiben   in  allen 
Quadranten  positiv. 

§.  9.  Nimmt  der  Winkel  a  bis  Null  ab,  so  verschwin- 
det der  Sinus  MD  und  man  hat  ^nO  =  0.     Nimmt  von  da 

*)  Zar  Beurtheilung  der  entgegengesetzten  Lagen  der  Secante  und  Co- 
secante,  muss  man  darauf  Büchsicht  nehmen,  ob  der  Durchschnitt  des 
durch  den  Endpunct  des  Bogöns  verlängerten  Halbmessers  mit  der 
Tangente  oder  Cotangente  dadurch  entsteht,  indem  man  diese  Ver- 
l&ngerung  rom  Mittelpunct  aus  durch  den  Endpunct,  oder  umgekehrt, 
Tom  Endpunct  des  Bogen«  durch  den  Mittelpunct  yominmit. 


an  der  Winkel  zu,  00  wachflt  auch  der  Sinus»  und  wird 
bei  90^  dem  Halbmeeeer  gleich,  so,  dass  man  hat:  Mn90  = 

m—=  1.    Nimmt  der  Bogen  AM  noch  weiter  zu«  so,  dass 

also  der  Endpunct  M  in  den  2.  Quadranten  fallt,  so  nimmt 
der  Sinus  wieder  ab  und  verschwindet  f&r  a  =  180^9  oder 
es  ist:  nnlQO  =  sin 71  =  0.  Im  3.  Quadr.  nimmt  der  Sinus 
wieder  zu,  wird  aber  nun  negativ,  und  man  hat  sofort 
sin  270  =  «tn  f  ff  =  —  1.  Im  4.  Quadr.  endlich,  in  welchem  er 
immer  noch  negativ  bleibt,  nimmt  der  Sinus  wieder  ab  und 
verschwindet  fOr  a  =  360^,  oder  es  ist  stn360  =  m2ff=0« 

§.  10.  Da  überhaupt  im  5.,  9.,  13«,  •  •  •  Quadranten 
dasselbe  Statt  findet,  was  im  1.  Quadr.  im  6.,  10.,  14.  etc. 
Quadr.  was  im  2.,  im  7«,  11.,  15.,  • .  •  was  im  8.  und  end- 
lich im  8.,  12.,  16.,  •••  Quadranten,  was  im  4.;  so  hat 
man  allgemein,  wenn  r  wieder  alle  ganzen  positiven  Zküilen 
0,  1,  2,  3,  .  .  .  bezeichnet ,  und  wenn  man  diese  Untersu- 
chung auch  auf  die  übrigen  goniometrischen  Linien  ausdehnt, 
folgendes  Schema: 


.a 

«D 

8 

1 

8 

c5 

OD 

§ 

►* 

cosinv.l 

2rit*) 

±0 

1 

±0 

±«) 

1 

±00 

0 

1 

(ir  +  i)n 

1 

0 

00 

0 

eo 

1 

1 

0 

(Sr+1)« 

0 

—  1 

—  0 

—CO 

-^1 

^ 

S 

1 

(Sr+4)« 

—  1 

—0 

OO' 

0 

•—tCO 

—  1 

1 

2 

An  merk.  BemerkenBwertli  ist  der  Umstand,  dass  im  1.  Quadranten 
(auf  welchen  immer  Alles  besogen  wird)  der  Sinus,  die  Tangente, 
Secante  nnd  der  Sinusyersus  (welche  aus  einem  spftter  einsusehen- 
den  Qrunde  auch  Kreis functionen  heissen)  zu-,  dagegen  der 
Cosinus,  die  Cotangente  n.  s.  w.  (die  Cofnnctionen)  abnehmen, 
wenn  der  Winkel  oder  Bogen  a  annimmt,  nnd  umgekehrt 

*)  Von  den  doppelten  Zeichen  gilt  durchaus  das  obere  ftae  r^^O  nnd 
das  untere  ftr  r  — 1 1,  2,  3  etc. 
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§.  11.  Verbindet  man  mit  den  in  der  Sichtang  von 
A  gegen  A'  gezählten  Bogen  oder  Winkeln  a  das  Vorzei- 
chen -}-,  80  mu0e  man  aus  dem  in  §•  7  angeführten  Grunde 
den  in  der  entgegengesetzten  Richtung  von  A  gegen  JB*  ge- 
zählten Bogen  oder  Winkeln  das  Zeichen  —  vorsetzen.  iNimmt 
man  daher  der  Grösse  nach  Am  =  AM=af  so  ist 

mD  =  ttn  ( —  a),    CD  =  cos  ( —  a),  Ae  =  tang  ( —  a), 
A'e'  =  €Ot( — a),      Ce  =  8ec( — a),  Ce'=^co8ec{ — a) 

(die  Sinusversus  und  Cosinusversus  werden  ihrer  geringen 
Wichtigkeit  wegen  von  nun  an  ausgelassen),  und  man  hat 
ganz  einfach  mit  Rücksicht  auf  §•  8: 

nn  ( — ä)  =  —  sin  cl,  cos  ( —  a)  =  oo«  a^ 

tang(^ — a)  =  —  tanga^        cot( — «)  =  —  co^a, 
aec  ( —  et)  =  sec  xx,  eosec  ( —  a)  =  —  eosee  a, 

Relationen,  welche,  wie  leicht  zu  sehen,  für  jeden  Werth 
von  a  gelten. 

Ftg.  %         §•  18.     Sind  die  beiden  Durchmesser  AB^  AB'  (Fig.  2) 
wieder  auf  einander  perpendikulär  und  die  Bögen 

AM=AM'  =  BÄr'=BW  =  (i. 

so  hat  man,  wie  sich  von  selbst  ergibt: 

sin  (90  -f-  a)  =  JUTI/  =  cos  o, 
«n(180  +  a)  =  ilf'i>"  =  — «na 

(mit  Rücksicht  nämlich  auf  §.  8), 

sin  (270  +  a)  =  MI/"  =  —  eos  a, 
sin  (360  4-  ot)  =  MD  =  sinay 

Aus  einer  ganz  ähnlichen  Figur,  in  welcher  die  glei- 
chen Bögen  OL  von  A^  A',  B^H  ia  entgegengesetzter  Richtung 
aufgetragen  werden,  oder  noch  einfacher,  indem  man  in  den 
vorigen  Relationen  —  a  statt  a  schreibt  und  die  Formeln  des 
vorigen  Paragraphes  berücksichtiget,  erhält  man  auch: 

«in  (90  —  a)  =  co«a,  «in(180  —  a)  =  «na, 

W  (270  —  a)  =  —  cos  a,     sin  (360  —  a)  =  —  dncu 

§.  13.  Verfährt  man  mit  den  übrigen  goniometrischen 
Linien  auf  die  nämliche  Art,  so  erhält  man  ohne  Schwierig- 
keit, wenn  man  Kürze  halber 


{irifca  =  ^,    ir±a  =  J3,    f  irifca  =  C  und    2w±a  =  2> 

setzt,  sofort: 

stnA^^cosaLj  «n jB= =f: sin a,        sin  C=  —  cos a, 

sin  D  =  ::^  sin  a 

<»if-4=qp«ma,      cosB^=^  —  coscl^        cos  C  =  dh  sina^ 

eos  D  =  cos  a 

tanffA=-:pcota^   tang,B  =  -:iztanga,  tangC^:=zhcotoL 

tangD  =  dztanga 

eotA=:qp  lang  et,    cotB=±  cot  a,        co^  C=  ::^  lang  a, 

cof  J9  =  ±cof  a. 

«tfc  -4 = zp  eo^eo  «,  seeB^=i — ^^c  a>»        «^c  C.=  ±  oo^ec  a 

«e^r  D^=sec% 

cosec  A  =  se€a,      cosec  5  =  ip  cosec  %y  cosec  C=  —  seca 

cosec  7>> = ±  cosec  ot  *) 

An  merk.  Mit  Hilfe  dieser  Relationen  lassen  sich  alle  trigonometri- 
schen Ansdrtlcke,  in  welchen  «in.,  cot.  etc.  von  Winkeln  >^  90^  vor- 
kommen,  in  gleichgeltende  nmwandefai,  in  denen  sich  diese  gonio- 
metrischen  Linien  auf  Winkel  <  90*  beziehen,  wm  um  so  noth- 
wendiger  ist,  als  diese  trigonometrischen  Functionen  (d.  i.  der  Sinus, 
Cosinus  etc.)  nur  ftr  Winkel  oder  B<)gen,  die  den  1.  Quadranten 
nicht  übersteigen,  in  den  Logarithmentafeln  eingetragen  sind.  *-« 
W&re  s.  B.  :r  =  a -f- lon^ 926 ,  so  würde  man  auch,  mit  Rücksicht 
auf  die  eben  erwähnte  Eigenschaft  der  Tafeln,  wegen  tan^326  = 
fang  (270  -f-  56)  =^-*cotb6  haben :  jr  =  a  —^  cof  56 ,  oder  auch ,  we> 
gen  tang  326  =  tang  (360  »i  34)  ==  — >  taug  34  : 

ar  =  a  — •  tang  34 

(was  auch  damit  Eusammenhftngt,  dass  wegen  34 -f- 56=:  90,  sofort 
nach  §.  5  tang  34  =  eof  56  ist). 

Hauptrelationen    zwischen    Sinus,    Cosinus, 

Tangente  u,  s.  w. 

§.  14.      Es   ist    wegen   MB^^^Mm  (Fig.   1),    sofort  fi«.!. 
sin  OL  =  ^chord  2a,   oder  auch    chord2ct=2  sina^  d.  h.  der  Si- 
nus eines  Winkels  ist  gleich  der  halben  Sehne  des  doppel- 
ten Winkels,  und  umgekehrt  ist  die   Sehne  eines  Winkels 
gleich  dem  doppelten  Sinus  des  halben  Winkels. 

*)  Das  aus  diesem  hier  folgende,  noch  allgemeinere  Schema  findet  man 
in  dem  Handbuche  der  Trigonometrie,  S^.  22,  oder  in  der  Sammlung 
der  trigonom.  Fonneln  auf  Seite  2  und  3. 
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§.  IS.  >  Die  rechtwinkeligen  Dreiecke  MDC^  CÄE  und 
CAE  geben  der  Reihe  nach: 

MJ)*  +  CJ)*  =  CAn    oder    «na*4-(;o«a*  =  l, 
CIP  =  AC*  +  AE^    oder    ««ca*  =  14-ten^a* 

und 

CK*  =  C4  •  4-  A'B*  oder  cosec  a'^  —  i+cot  a\ 

An  merk.     Bian  sieht  von  selbst,   dass,   wenn  man  den  Halbmesser 
CM  anstatt  mit  1  m  beseicfanen  gleich  r  setzt,  dadurch 

«m  «•  -f-  c*"  *'  =  '"'i  '^c  «*  :=  r*  -}-  lang  «'  und  cosec  «•  —  r*  -|-  cot «'  würde. 

§.  16.    Die  Dreiecke  CAE  und  CAE,   welche  jenem 
CMD  ähnlich  sind,  geben  ganz  einfach: 

CAiAE.CE=CDiMDiCM   oder 
1 :  tcmg  a :  <^c  a  =  cos  a :  ^n  a :  1     und 
CA:AE:CE  =  MI>:CD:CM    oder 
1:  cota:  cosec  a  =  «m  a :  co«  a :  1 ; 

daraus  erhält  man: 

tfM  ft  1 

tanga  = ,     sec(i^== , 

CM  a  CM  a 

co«a  .  1 

M^a  =  -: —    und    co««ca  =  -; — ^. 

stn  a  -^  «tn  a 

Zugleich  folgt  auch: 

^     cosa  l  1 

tanff  a  =  1 :  -: —  := und    cot  a  = 


8tn  A        cot  a  f an^  a 

Endlich    hat  man   noch    wegen  AD=^AC — CD  und 

AD  =  AC  —  MD    sofort    sinv  a  =  1  —  cosn  und  cosinv a, 

=  1  —  ^n  ou 

Anmerk.  Hat  man  nur  erst  die  Eigenschaften  des  Sinns  snd  Cosinns 
in  den  verschiedenen  Quadranten  ans  der  Figur  aufgefunden,  so  Isi- 
sen  sich  die  der  übrigen  goniometrischen  Linien  ganz  einfach  ans 
diesen  hier  erhaltenen  Formeln  analytisch  entwickeln  und  sofort  die 
oben  (§§.  8 — 13)  ebenfalls  aus  der  Figur  gefolgerten  Resultate  Te- 
rificiren. 

§•  IT.  Es  ist  nun  leicht  jede  der  8  goniometrischen 
Linien  durch  die  7  übrigen  auszudrücken,  und  dadurch  zu 
56,  in  den  trigonometrischen  Entwickelungen  mehr  oder  we- 
niger wichtigen  Relationen  zu  gelangen ;  wir  entwickeln  hier 
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Dur  noch  einige  der  wichtigsten  und  geben  dadurch  zugleich 
den  Weg  zur  Ableitung  der  übrigen  an  *). 

§.  18.     AuB  §.  15  hat  man,  um  den  Sinus  durch  den 
Cosinus,  und  umgekehrt ,  auszudrücken,  unmittelbar: 

m  a  =  yl  —  eäsä?    und     cos  »  =  J/  1  —  sin  a\ 

Um  den  Sinus  durch  die  Tangente  oder  Cotangente  aus- 
zudrücken hat  man  (§.  16) 

tangn=^ =    ,         und  daraus 

««*      Vi  —  «»** 

langet 

tan  0,^=:^—-^             ~. 
Femer  ist,  wegen  (§.  16)  toi^a  = auch,  wenn  man 

cot  et 

diesen  Werth  in  der  eben  gefundenen  Formel  substituirt: 

1 

Stft  (Xr  ^=  ■    '• 

Vl+eata* 

Auf  gleiche  Weise  ist 

sinv  a=l  —  eo<a=l  —  |/i  —  sin  a* 
und  daraus: 

«tn  a  =  }/2  sinv  a  —  sinv  a  . 
Um  den  Cosinus  durch  die  Cotangente  oder  Tangente 
auszudrücken,  wird  man  (ohne  die  vorige  Entwickelungs- 
art  zu  wiederholen)  am  einfachsten  in  den  beiden  gefunde- 
nen Formeln  statt  a,  90^  —  a  setzen ;  dadurch  gehen  (§.  5) 
sin  OL,  eostt,  Umgab  j  eottif  beziehungsweise  in  cos»,  sinn, 
cot  OL,  tangoL  über,  und  man  erhält: 

eoift  1 

eoscL=z  ■=  u.  s.  w. 

Vl+cot(t*       Vl+fon^a« 

Um  nur  Jioch   einige  der  wichtigeren   dieser  Formeln 
anzugeben,  so  findet  man  auf  diesem  angezeigten  Wege: 

sin  a  Vi  ^-^coTö?  1  ,  / = r 

tang  a  =  — = = =ysecor  —  1  = 

Vi— «na*  CO**  CO** 


V  eosec  ol'^  "^  1 


*)  Die  Ableitung  dieser  56  Formeln,  welche  sich  sowohl  im  Handb.  der 
Trigon.  (S.  24  n.  f.)  als  anch  in  der  Form.  Samml.  S.  S  finden,  ist 
dem  Anfiüiger  als  eine  sehr  nfttiliche  Uebung  besonders  in  empfohlen. 


cot  oc  = 
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V 1  —  sin  *•  cot  a 


sin»  Vi— c(wa«        '«»5'«        Vtfeca'^l 


5ec  a  =    ^  = :=  l/l  -1-  tang  ar  = 


1  l  Vl+tanga*  r^— — | 


sec  a 


Vseca^^l 
U.   B.   W. 

ng.  1.  §•  19.  Ist  (Fig.  1)  Bogen  ÄM=^  a  und  A£Z?  =  mn  a  =  ^, 

BO  sagt  man,  a  Bei  ein  Bogen,  dessen  Sinus  a  ist,  und  be- 
zeichnet dieses  durch  a  =  arc  sin  a  [nach  den  französ.  Ma- 
theniatikem  durch  a  =  orc  (nn  =  ^)].  Eben  bo  folgt  aus 
cos  ct  =  a,  umgekehrt :  a  =  arc  cos  w  u.  s.  w. 

Da  nun,  wenn  ^n  a  =  ^  ist,  alle  übrigen  goniometrischen 
Linien  (§•  17)  durch  den  Sinus  ausgedrückt  werden  kön- 
nen, und  z*  B. 


CO«  a  =  |/1  —  sin  a*  =  |/1  —  ^*. 

«ina  X 


Vir-"«*"        Vl-^x* 

ü.  B.  w.  ist,  so  hat  man: 

a  =  arc  sin  x  =  arc  cos  |/1  —  ar*  =  arc  tongr 


i/r=r 


=  arc  cot =  arc  sec   _  =  arc  cosec  — 

u.  s.  w. 

Aehnliche  Relationen  erhält  man  auch  noch,  wenn  man 
nach  und  nach  cos  a  =  ^,  tang  oc  =  ^  u.  s.  w.  setzt,  und  im 
ersten  Falle  alle  übrigen  Linien  durch  den  Cosinus,  im  2. 
durch  die  Tangente  u.  b.  w.  ausdrückt  (Handb.  d.  Trigon., 
S.  28,  imd  Formelsamml.  S.  21). 

Man  erhält  nämlich,  um  von  den  56  entstehenden  For- 
meln, wieder  nur  einige  der  wichtigsten  anzuführen: 

f_ VT^=^" 


arc  sin  a 


=  arccos\/l  —  «•  =  arc  tang  — =  =  arc  cot 


IS 

arcc09x  =  arc9tn  yl  —  ä?'  =  arc  lang =  arc  cot 


X 


'  Vu^ 


X 


'  l  1  . 

arc  tang  x  =  arc  sin    ,  =  aire  cos  -  =  arc  cot—  . . 

1  X  1 

arc  cot  X  =  arc  «n   ^  =  arc  co«    .  =  arc  tanq  —  . . 

U.    8.    W. 

An  merk.    Setzt  xDAn,  wie  oben, 

sin  oL'^x,  so  ist  auch  (§.  5)  cos  (90  ^^a)  =  x  ; 
folglich  wegen  a,  ss  arc  sin  x  und  90  ^«  a  »«  arc  cm  x,  sofort . 

örc  «m  X  4-  orc  co«  a  >»  90*  «=  -—. 

Auf  gleiche  Weise  erbAlt  man  auch : 

arc  fon^  x  -f-  arc  co/  x  ■—  —,    orc  sec  x  +  arc  cosec  x  ^  —  n.  s.  f. 

Ent Wickelung  von  OTn(adbj3),    cos(adzß)  u.  8.  w. 

§.  20.  £8  seien  im  Endpuncte  A  des  Durchmessers 
AE  (Flg.  3)  die  beiden  Sehnen  AB,  AD  zu  beiden  Seiten  «g.  a 
desselben  unter  den  Winkeln  a,  j3  und  dann  noch  die  Hilfs- 
linien BEj  BDj  DE  gezogen;  dadurch  entsteht  ein  im 
Kreise  beschriebenes  Viereck  ABED,  in  welchem  bekannt- 
lich die  Belation  besteht: 

AE.BD  =  BE.AD'\'ED.AB. 

Drückt  man  die  Sehnen  nach  §.  14  aus,  so  erhalt  man 
(wegen  BE^=  chord  2  a) : 

BE=2sma,   DE=2rinß, 

J5Z)  =  2  «n  (a  +  j3),  AB  =  2  dn  tt' —  2  cos  ti 
(wegen  a=90<^  — a),   AD  =:z 2 »in ß' —  2 cos ß  und  AE=2 
(auch  =  2  «n  90°),  folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  der 
Torigen  Belation  substituirt  und  gleich  durch  2.2  =  4  ab- 
kürzt: 

sin  (a  +  j3)  =  sin  acosß  -{-  sin  ß  cos  ou 

Schreibt  man  in  dieser  Formel  —  ß  statt  ß  und  berück- 
sichtiget dabei  die  Relationen  des  §.  11,  so  erhält  man: 

sin  (a  —  ß)  =  dn neos ß  —  sinß  cos  a, 
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8o,   da88  man,   diese  beiden  Fälle  zusammengezogen,  die 
Formel  hat: 

ein  (oc  ±  ß)  =  nn  a  cos  ßdzsinß  cos  a. 

§.  21.    Es  ist  femer,    wenn  man  diese  letztere  Formel 
gleich  anwendet  (§.  5) 

co«(azb/3)  =  «n[900  — (a±j3)]  =  «n[(90  — a)=F/3]== 

ein  (90  —  aL)cosßzpcos  (90  —  a)  «nß 

oder  endlich  (§.  5  oder  §.  12): 

eo8  (a  ±  ß)  =  cos  acosßqpsina  sin  ß. 

An  merk.  1.  Um  eu  seigen,  daaa  diese  beiden  Qnmdfbrmeln  (§{.  SO^ 
31}  der  Goniometrie  nicht  bloss  ftr  spitse  Winkel  a,  /3,  eondern 
ganx  allgemein  gelten,  kann  man  aof  folgende  Art  yeifahren.  Sei 
suerst  ohne  Rficksicht  aof  die  Grösse  von  a,  sofort  ß  >  90  und  <  180, 
also  ^»90-1- 6,  wo&<90;  so  ist  «tn  (a -|- ß)  »  »m  (90 -f- a -f- fr) 
OB  CM  (  a  -|-  6)  ^^  cos  tt  cosh^^nnannby  oder  auch,  wegen  nn  6  *>- 
«»nOS  — 90)— — .«»(90  — jS)— —  «w/3  und  cos  6  —  oostf  — 90) 
—  coß  (90  *—  ß)  ^s  sin  ßf  wieder : 

sin  (a -\- ß) '^  sin  ß  cos  a -{- sin  a.  cos  ß  i 
und   da  diese  Formel  bereits   fttt-   /3^90  und  ^180  gut,   so  gut 
auch  die  daraus  abgeleitete  fl&r  cos  (a  -|-  /3)  bei  denselben  Werthen 
von  ß.    Setzt  man  daher  neuerdings  ß^^90'{-bf   wo  &>-90  und 
•^  180  sein  soll ;  so  wird 

sin  («  -f-  /3)  «-«  CO*  («  -j-  6)  ««»  cos  a  coff  6  — •  sin  asinh^^eosotsinß 

-f-  «Ml  «  CO»  /B, 

und  es  gilt  sonach  diese  Formel  (also  auch  die  daraus  abgeleitete 
flkr  cos{a-\-ßy)  bereits  Ar  Werthe  von  ^>180  und  <  270.  Da 
sich  diese  Schlflsse  soweit  man  will  fortsetzen  oder  wiederholen  las- 
sen, so  ist  die  allgemeine  Griltigkeit  der  Formel  von  sin  (a  -|-  ß),  mit- 
hin auch  die  der  ftbrigen  daraus  abgeleiteten,  Ar  jeden  Werthvonß 
erwiesen;  da  man  endlich  bei  diesen  SehlUBsen  a  mit  ß  verwechseln 
kann,  so  darf  auch  a  jeden  beliebigen  Werth  besitzen. 

Anmerk.  2.  Um  diese  Gkimdformeln  f&r  Winkeln  innerhalb  des  1. 
Quadranten  auf  rein  synthetischem  Wege  abzuleiten,  kann  man 
auch  folgendermassen  ver&hren : 

Es  sei  in  Fig.  8'  Winkel  AGB  —  «  ,  W.  BCD  —  W.  BCE'^ß 
und  wieder  AC '=^  l.  Zieht  man  die  Sehne  DE  und  aus  den  Puno- 
ten  jB,  A  ^t  0  auf  den  Halbmesser  AC  die  Perpendikel  BF,  DE, 
£Gj  OJ,  so  wie  aus  E  und  0  mit  AC  die  Parallelen  Eb  and 
Oa;  so  ist  wegen  ^COJos  ^CBF  sofort  OJ:  CO  =-•  BFiCB 
und  CJ:CO^CF:CB  oder  OJ:  cos/3  »-«tna:  1  und  CJicotß 
m^cos  x:  1. 
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Eben  so  folgt  wegen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  DOa  nnd   BFC 
sofort: 

DOiDa^CBzCF  WDL^    DO :  Oa ^  CB : BF  oder 
sinß : Da  =^l:cot  a    nnd  sin  ß:  Oa^^  l  isina. 
Ans  diesen  4  Proportionen  folgt  mit  Bftcksicht  auf  die  Congruens 
der  Dreiecke  DOa  und  0£b: 

OJ^^dn  aeos  ß^  CJ^^m  eaa  ticotßj  Da  ^-^  Ob  »^  sin  ß  cot  tk, 

Oa=^  Eb  '^  sin  a  sin  ß. 
Endlich  ist,  wenn  man  diese  Werthe  gleich  snbstitnirt: 

«tn  (a  4-  /3)  »  DH^  0J-{-  Da^nnAcoßß^nnßcoaa, 

M  id^ß)  ^  EG  '^  OJ ^  Ob  '^ sin  tt  eo§ ß--^nn ß  cos  a 

00»  (»  +  W  —  <^^  '^CJ^Oa^^costtcosß^sinoksinß 

eosCx'—ß)'^  CG*^  CJ+Eb^eosttcosß  +  sineLsinß. 

§.  22.    Es  ist  ferner,  diese  eben  entwickelten  Formeln 
angewendet  (§.  16), 

^    -I-  /a\ «»  (»  ±  © sinttcosß:^8inßcosA 

ffV''        P)        c<w(«±/5)        cosaoosßTnntisin^ 

oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  durch  coacteoaß  divi- 
dirt,  gehörig  abkfirzt  und  überall  statt  — ,  tang  setzt: 


Umg  (a  zh  |J)  =  - 


tang  9.-^  tang  ß 

^iangettangß 


§.  2S.  Setzt  man  in  den  Formeln  der  §§.  20 — 22 
ß  =  o^  so  erhält  man  der  Beihe  nach :  Mn  2a  =  2  m  oc  cos  o, 
eo«2  a  =  CO8  a*  —  «n  a*  =  1  —  2  sin  a*  =  2  eos  %*  —  1  (je  nach- 
dem man  nämlich  nach  §•  18  den  Cosinus  durch  den  Sinus 
oder  Sinus  durch  CSosinus  ausdrückt)  und 

-  2  tang  a, 

oder  a  statt  2a  gesetzt: 

ima=2«m^aca9^a,    co«a=l  —  2An^a*  =  2co«^a*  —  1, 

2tangia, 

tangti  = — -;. 

"^  l  — •  tang  ^  a* 

A  n  m  e  r  k.    FQr  ß  -»  2«  eifaAlt  man  eben  so : 

sin  3a  —  «tu  a  cos  3a  -}-  «tn  8a  cos  a  >*  8  sin  a  --^  4  sin  a', 
cos  3a  Ol  00s  ACos2a^-^sineL  sin  2cts^  4cos  a**-~t3eos  a 
u.  s.  w.    (Trjgon.,  8.  40,  nnd  FoimelsammL  8.  14.) 

§.  24.    Aus  den  beiden  vorigen  Ausdrücken  für  cos» 

folgt:  «tn  ^  a  =  ]/i  (1  —  cos  a)  und  cosioL  =  \/i(l  -j-  cos  et); 
es  ist  abo: 


le 

1     •  1  —  CM  «         1  —  CO»  a            sind 
tanq\%=WX  — ; =  — : =  — ; 

•^  f<       1-|- CO»  a  »ma  l-|-co»a 

^e  nachdem  man  nämlich  in  der  Wurzelgrösse  den  Zähler 
oder  Nenner  rational  macht). 


§•   26.     Die   vorigen    Wurzelauadrücke   ]/l  ::pco8a,= 

yi  ^^\/i  —  sin  a*   nach    der    bekannten   Reductionsformel 

für  Kazpl/ft  behandelt,  erhält  man  noch: 

gin^  ct  =  i\/l  -]-  sina  —  iyi  —  sincL  \md 
CO«  "i  a  =  i  ]/i  +  »tn  a  -f-  ^  yl  —  »inoL 

§.  20.  Setzt  man  «4-/3  =  «  und  a  —  /3  =  d,  so  wird 
a  =  i«4-4d  und  ß  =  i«  —  irf,  also  auch  (§§.  20,  21): 

gtn(t  =  sin  i  8  cos  ^d-]-  sin  ^  d  cos  ^  «, 
8inß=_sin^s  cos  ^  d  —  sin  ^  d  cos  ^  s, 
cos  oc  =  cos  ^  s  cos  ^d  —  sin  -^s  sin^d, 
cos  ß  :=  cos  ^  8  cos -^  d -]- sin  ^  s  sin  i  df 

und  daraus  erhält  man  durch  Addition  und  Subtraction, 
wenn  man  für  s  und  d  gleich  wieder  die  Werthe  herstellt: 

sincL-{-  sinß=^2sin^{oL-^  ß)cos^{%  —  ß), 
sin  OL  —  sin  ß=^  2  sin  ^  (ab  —  ß)  cos  4(«  +  ß), 
cos  a  -j-  CO«  p  =  2  CO«  i  (a  +  ß)  cos  -^  (a  —  ß), 
cos  ß  —  CO«  a  =  2  «in  4  (a  +  ß)  «in  ^  (a  —  ß), 

Formeln,  mittelst  welchen  Summe  und  Unterschied  der  Si« 
nus  und  Cosinus  in  Producte  verwandelt  werden  und  daher 
für  die  Anwendung  der  Logarithmen  äusserst  wichtig  sind. 

§.  21.  Wird  jede  der  4  vorigen  Formeln  durch  die  3 
übrigen  dividirt,  so  erhält  man  12  neue  brauchbare  For- 
meln, von  denen  wir,  des  künftigen  Gebrauches  wegen,  nur 
eine  einzige  wirklich  hersetzen  wollen.  Dividirt  man  näm- 
lich die  1.  durch  die  2.,  so  erhält  man: 

8inx  +  8inß       »inK«+i3)co»i(ft  — ©  i /^    i    «x      *i/         a\ 

»in  Ä  —  stnß        »ini(»»—i3)  CO»  i  (a-|-ß)  .7  ^  v      *    r/         ^\         1 

oder  endlich  wegen  (§.  16)  tancf  ,t  =  1  :  rot  a  auch : 

sin  X  -(-  sin  ß        tang  1  (*  +  ^) 
sin  ot  —  sin  ß        taug  i  (*  — •  /2)' 


IT 

5.  28.    Durch  Verbindung  der  Formeln  von  ^«(oiifcß) 
und  cos(a,±iß}  in  §§.  20  und  21,  erhält  man: 

(1)  sin  (»  -|-  ß)  +  sin  (ot  —  j3)  =  2  sin  a  cos  ß 

(2)  sin  (a  -|-  ß)  —  «»  (a  —  j3)  =  2  «n  j3  cos  a 

(3)  co«(a  -1-/3)  +  cos  (a  —  ß)  =2=  2  co«  a  co«  ß 

(4)  co«(a  —  ß)  —  cos(ti  -\-ß)  =  2sinctsinß 

(5)  «tn  (a  -|-  ß)  sin  (ä  —  ß)  =  ««  a*  —  sin  ß* 

(6)  cos(äL-\-ß)  cos  (ä  — 13)  =  cos  a'  —  sinß*  =  cos  jS*  —  «m  ai*. 
Femer  erhält  man  aus  diesen  Formeln  durch  Divisio  1 

(4)...  (8)to>ijy<t="";'-^!-"";'+^; 

^-*'  ^  •'         ^  »m  (« -f- n  —  «n  (« •— /!) 

^^^  ^    -^  ^'^         COT  (a -f- ir) -f*  CM  (ot  —  ^) 

(1)  ...  (10)  tanffß^^^^^^^^^^^^^^^ 

§.  29.    Wegen 

t€mg  OL  ±  tona  ß  ="t ±  — -  = -, 

^  ^"^        cotd        cosß         eoMttcotß 

hat  man  auch: 

,gv       tan^  a  :t  *ong  ß        cotßi^^cota,        sin  (*  i  ß) 
^   ^      ftm^  a  ^  <an^  /3        cotß^coix        sin  («  ^  /5) 

und  (3)     CO«  a  zb  coe  ß  =  ± -^-1-^. 

"^  '  stn  cL  stn  ß 

Femer  ist,   mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (5)  im  vori- 
gen §: 

(4)     tanga^--tanffß*  = ^—^^^, 

-    .-  V  .  ^«        —  sin  (et  4-  ß^  sin  (a  —  ß) 

und  (5)     .o<<t«-<«,«ß*  = L±^ 1. 


Sinus,  Cosinus  und  Tangenten  der  vielfachen 

Bogen. 

§.  30.    Set2t  man  in  der  Formel  (1)  des  §.  28  na  statt 
OL  Und  »statt  ß,  so  erhalt  man 

sin  (n -\- V)  a -{-  sin  (ti  —  1)  a  =  2  sin  na  cos  a ,    oder 

(1)     sin  (n -\-  1)  a  =  2  sin  n  acosa  —  sin(n  —  1)  a 

Borg'«  CoropentUuin  d.  höh.  Math.  2 
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und  aus  dieser  Formel,   indem  man   nach  und  nach  n=:l, 
2y  3,  4  . . .  setzt 9  der  Reihe  nach: 

sin  2a  =  2  sin  a  cos  a 

sin  3a  =  2  sin  2a  cos  a  —  «n  a  =  2  (2  sin  a  cos  a)  cos  a  —  «w  a 

-=4  sin  a(l  —  sin  a*)  —  sina 

=  8sintt  —  4  sin  a* 
sin  4a  =  2  sin  3a  cos  a  —  Wn  2a  =  2  (3  siti  a  —  4  mw  a*)  cos  a  — 

2  ^n  a  6*0^  a 

=  (4  «in  a  —  8  sin  a*)  co«  a 
rin  5a  =  2  sin  4a  co«  a  —  ^n  4a 

=  5  <tn  a  —  20  «tn  a*  +  16  sin  a* 

u.  8.  w. 

Geht  man  auf  diese  Weise  weit  genug  fori,    so  kann  man 
durch  Induction  allgemein  schliessen,  dass 

für  n  ungerad  sinna  =  ns%noL «na*  + 

2.3 

,(n»-l')(«'-ai)_^.__, 
:; «t»  a  —  etc 

2.3.4.5 

n  sin  OL sin  a*  + 


nC»*  — 2")(n2  — 4»)    . 


2.3.4.5 

Statt  findet*). 


sin  a*  —  etc.  I  cos  a 


] 


§.  31.     Setzt  man  eben  so  in   der  obigen  Formel  (3), 
(§.  28)  na  statt  a  und  a  statt  j3,  so  erhält  man 

cos  (n  4-  1)  «  "|-  cos  (n  —  1)  a  =  2  cos  a  cos  n  a     oder 
CO«  (n  -|-  1)  a  =  2  cos  ol  cos  na  —  cos(n  —  1)  a 

und  daraus  für  n  =  1,  2,  3  .  • .  der  Reihe  nach : 

cos  2a  =  2  cos  a*  —  1 

cos  3a  =  2  cos  a  cos  2a  —  co«  a  =  2  cos  a  (2  co«  a*  —  1)  —  cosa 
=  4  CO«  a*  —  3  cos  a 

*)  Wie  sich  fdr  die  Richtigkeit  dieser  Formeln  der  schärfere  Beweis  durch 
die  sogenannte  höhere  Induction  herstellen  Iftsst ,  kann  man  im 
Handhuchc  der  Trigonometrie  (Wien,  bei  Fried.  Beck)  auf  Seite  40 
nachsehen. 
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cosi%  =  2  ros  acosSoL  —  cos2a 

=  2  ro«  a  (4  cos  a*  —  3cosa)  —  (2  cos  a*  —  1) 

=  8  cos  a*  —  8  cos  a*  -j"  1 
cos  5a  =  2  cos  a  cos  4a  —  cos  3a 

=  16  cos  a*  —  20  cos  aL*-\-5cosa 

u.  8.  w. 

Nach  den  eich  ergebenden  Gesetzen  erhält  man  wieder 
allgemein,  es  mag  dabei  n  gerad  oder  ungerad  sein: 

2  cos  na  =  (2  cos  a)"  —  n  (2  co«  a)— •  +  "^""^^^  (2  cos  a)—*  — 

n(n  —  4) («  -^  5)  ,^  . .     -    , 

^    a.3  (^  ^'''^  *)'"•  +  etc. 

§.  32.    Setzt  man  endlich  in  der  Formel  (§.  22) 

fang  (tt  + 13)—  ^^"^^^^^^^^^ 

nach  und   nach  ß  =  aj   2a ,  3a.. .,   so  erhält  man  bezie- 
hungsweise : 

A  2  fang  tt 

fymg2a=i — r 

^  1  —  tang  a* 

_  8  tang  «  —  lang  «* 

tang  ool  = 


tanffAoL 


\  —  3  tang  a* 
4  tang  a  —  4  tang  «' 


1—6  ton^  a*  -|-  tang  a* 
U.   S.  W. 

und  allgemein: 


tangna=: 


„/«^*      «(>»-~l)(n-2) ,  .  ii(n--l)..(n— 4) , 

ntangA j-^-g tang(t^'\ — — g — fanjr*»— .. 


Umwandlung  der  Fo.rmeln   für  den   Halb- 
messer r. 

§.  SS.  Es  seien  aus  dem  Scheitelpuncte  C  (Fig.  4)  m^.  4. 
des  Winkels  ACB^=aL  mit  den  Halbmessern  Ca  =  l  und 
CA  =  r  die  Kreisbögen  ab^  AB  und  für  diese  die  Sinus, 
Tangenten  u.  s.  w.  gezogen;  so  geben  die  dadurch  ent- 
stehenden rechtwinkeligen  ähnlichen  Dreiecke  ganz  einfach 
die  Proportionen    bdi  BIJ  =^  Cb'.  CB ,    CdiCD=Cb:  CB 

2* 


ae:  AE  =  Ca:  CA  u.  8.  w. ,  oder,  wenn  man  zum  Unter- 
schiede die  Sinus  y  Cosinus  etc.  fbr  den  Kreisbogen  vom 
Halbmesser  r  durch  einen  grossen  Anfangsbuchstaben  aus- 
zeichnet : 

sin  OL :  Sin  a  ^  1 :  r,  cos  et :  Cos  a  =  1 :  r,  tan  ff  a :  Tang  a  =  1 :  r 

u.  8.  w.  nämlich,  wenn  /(a)  irgend  eine  der  goniometr.  Li- 
nien für  den  Halbmesser  1  und  F{ct,)  die  gleichnamige  für 
den  Halbmesser  r  bezeichnet,  allgemein  /(a)  :  F(a)  :=  1 :  r, 
woraus 

F(a)  =  rf(a)    und    /(«)  =  £i^  folgt 

A  n  m  e  r  k.  Die  nmnerischen  Wertfae  der  auf  den  Halbmesser  »  1  sidi 
beziehenden  trigonometrischen  Linien,  die  man  auch  natflrliche 
Functionen  (Sinns ,    Ck>Bina8  n.  s.  w.)  nennt ,    stellen  also 

(wegen  /(«)  -  <^  -  —l^j 

nichts  weiteres  als  die  Verhältnisse  dieser  Linien  snm  Halbmesser 
jenes  Kreises  vor,  in  welchem  diese  Linien  betrachtet  werden. 

§.  S4.  Um  also  z.  B.  den  Sinus  eines  Winkels  a  in 
einem  Kreise  vom  Halbmesser  r  zu  erhalten,  wird  man  den 
Sinus  desselben  Winkels  a  aus  dem  Kreise  vom  Halbmes- 
ser 1  mit  r  multipliciren.  Dagegen  findet  man  umgekehrt 
aus  dem  Sinus  eines  Winkels  im  Kreise  vom  Halbmesser  r, 
den  Sinus  desselben  Winkels  für  den  Kreis  vom  Halbmes- 
ser 1,  wenn  man  den  gegebenen  Sinus  durch  r  dividirt. 
Dasselbe  gilt  auch  für  die  übrigen  trigonometrischen  Linien 
oder  Functionen. 

Anmerk.    Man  sieht,  dass  die  Quotienten ,   ^—  n.  s.  w.,  so 

r  r 

,    .         sina,     coa  a     fang  a.  ,  ,         .     ,  . 

wie  auch  jene  — — ,   — — ,   — ^  u.  s.  w.  abstracte  oder  absolute 

Zahlen  sind. 

§.  35.  Die  letztere  der  beiden  Relationen  in  §.  33  die- 
net auch  zur  Umwandlung  der  für  den  Halbmesser  1  ab- 
geleiteten Formeln  auf  den  Halbmesser  r.  Denn  wendet 
man  diese  z.  B.  auf  die  für  den  Halbmesser  1  (§.  16)  ent- 

ASM    /K 

wickelte  Formel  tanff(t  = an,  so  erhält  man 


«1 

Ttmga,        Sinx     Co8  a         ,  _  rSinx 

= :  oder     7anflra  =  -- , 

r  r  r  ^  Cos  x  ^ 

in  wdcha:  Formel  sich  nun  die  goniometr.  Linien  Tcmga^ 
Sin%  und  Cosa  auf  einen  Sjreis  vom  Halbmesser  r  be- 
ziehen. 

Auf  die  luunliche  Art  erhalt  man  auch  aus  (§§.  16,  SO) 

secazzz sin(fi:iiß)^=:9inacosß±  nnß  e09a 

u.  s.w.,  sofort: 

S«ca  =  -- — ,    Än(a±ß)  = = 

Caaa  *  r 

U.   8.  W. 

Und  so  kann  man  überhaupt  alle  oben  für  den  Halb- 
messer 1  entwickelten  Formeln,  wenn  es  nOthig  sein  sollte, 
für  den  Halbmesser  r  herstellen. 

An  merk.  Da,  wie  man  sieht,  in  diesen  anf  den  Qalbmesser  r  bezo- 
genen Fonneln  durchaus  die  nJbnliche  Dimension  herrscht,  was  bei 
der  Anwendung  der  Algebra  auf  (Geometrie  ftberhaupt,  wie  wir  im 
3.  Abschnitte  (§.  360)  sehen  werden,  sobald  jede  Linie  durch  einen 
Buchstaben  (und  keine  durch  I)  bexeichnet  wird,  eine  nothwendige 
Eigenschaft  ist;  so  kann  man  auch  noch  kürzer  diese  Umwandlung 
der  Formeln  Tom  Halbmesser  1  auf  jenen  r  bewirken,  indem  man 
die  umzuwandelnde  Formel  in  ihren  Gliedern  mit  solchen  Potenzen 
Ton  r  multiplizirt  oder  dividirt,  dass  dadurch  in  der  ganzen  Glei- 
chung oder  Formel  die  besagte  gleiche  I>imenslon  beigestellt  wird. 
So  folgt  z.  B.  aus  der  in  {.  83  entwickelten  Formel  von  tany  * 
durch  tang^tL  ausgedruckt,   fftr  den  Halbmesser  1 : 


—  l+Vl+ianga* 

i*"" —r:ir: — - — » 


^  '  tang  * 

stellt  man  nun  im  2.  Theil  dieser  Gleichung  durchaus  die  Dimen- 
Don  »  1  her  (da  auch  der  erste  Theil  von  dieser  Dimension  ist), 
so  eihAlt  man: 

^  ^  tang  « 

die  auf  den  Halbmesser  r  sich  beziehende  Formel,  wie  man  sie  auch 
nach  dem  obigen  Verfiüiren  erhalten  wtlrde. 


n 


Zweites  CapiteL 

Ueber   die  Berechnung  der  Sinus,    Cosinus  u.  s.  w. 

§.  36.  Da  sich  die  zur  Berechnung  der  Sinus  darbie- 
tenden bequemeren  und  einfacheren  Methoden  der  neueren 
Zeit  hier  noch  nicht  anführen  lassen,  so  wollen  wir  nur 
einen  kurzen  Begriff  geben,  wie  diese  Berechnung  mit  den 
bisher  entwickelten  Relationen  ausgeführt  werden  kann. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  in  §§.  14,  18,  20  können  nach 
und  nach  die  Sinus  von  3^,  6^,  9° . . .  überhaupt  von  3  zu 
3  Grad  durch  den  ganzen  Quadranten  gefunden  werden. 
Da  es  uns  aber  hier  vorzüglich  um  die  Bestimmung  von 
8171 3°  zu  thun  ist ,  so  sollen ,  um  nämlich  den  Weg  anzu- 
geben, ausser  diesem  nur  einige  Sinus  aus  der  erwähnten 
Reihe  gesucht  werden. 

§.  ST.  Nach  der  Relation  in  §,  14  hat  man  für  a  =  30, 
45,  60  und  18°  der  Reihe  nach: 

sin  30  =  cos  60  =  4^  chord   60  =  ^  =  '5, 

sin  45  =  cos  45  =  i  chord  90  =  {-  ]^2  =  -707, 
sin  60  =  cos  80  =  i  chord  120  =  ^  [^"3  =  -866, 

sin  18  =  cos  72  =  i  chord   36  =  ^  (^t^  0  ^  '^^'^  *^' 

Nach  der  Formel  in  §.  20  erhält  man  jetzt,  a  =  6i)  und 
ß  =  45°  gesetzt : 

si7i  (60  db  45)  =  sin  60  cos  45  ±  sin  45  cos  60    oder 
sin  105  =  sin  75  =  cos  15  =  ^  1/3  . il/'2  -f  i ]/2  . i 

=  iV'2(l  +  l/3)  =  -966 
und    sin  15  =  cos  75  =  i  1/2  (—  1  +  ^3)  =  '259. 

Eben  so  ist  für  a  =  18  und  ß  =  15°: 

sin  (18  ±  15)  =  si7i  18  cos  15  ±  sin  15  cos  18, 

und  da  (§.  18)  cos  18  =  |/l— «ml8*  =  i ViW+V^  ist-' 

•)  Man  Bubßtituirt  nämlich  ftr  chord  60,  90,  120  nnd  ae**  die  aus  der 
Geometrie  bekannten  Ausdrücke  der  regelmässigen  6,  4,  3  und  10. 
£ck-Seito  (Ür  den  Halbmesser  1. 


«n33  =  <Jo»57  =  n—l+K5)U '2(1+1  3) 
+  \V2{-  1  +  V/3)i]/l(5TT5)  =  -545, 

und  (statt  der  Summe ,  die  Differenz  derselben  beiden  Be- 
8tandtheile  genommen)  sin  3  =  cos  87  =:  052  n.  s.  w. 

{.  S8.    Aus  dem  auf  diese  Weise  gewonnenen  kleinsten 
Sinus,  d.  i.  aus  sin  3^,  findet  man  nach  der  Formel  (§.  85) 

sin  ^  a  =  ^  ]/!  -|-  sin  a  —  ^  \^1  —  m/i  ot, 

indem  man  nach  und  nach  a  =  3^  — ,  -~  =  45\  — ,  — 
u.  8.  w.  setzty  auch  die  Sinus  dieser  Winkel ;  ist  man  dabei 

<45'  45' 

bis  zu  a  =  —  gekommen,  so  findet  man  sin  —  =  *00040903 

32    ®  32 

45'  45' 

und  hierauf  f&r  a  =  — ,  sofort  sin  —  =  '00020452,  so,  dass 

64.  64  '        ' 

sich  also  (weil  diese  Zahl  die  Hälfte  von  der  vorigen  ist) 
bei  dieser  Grösse  der  Winkel,  bis  auf  7  Decimalstellen  ge- 
nau, die  Sinus  wie  die  Winkel  verhalten.  Um  also  den 
für  die  weitere  Berechnung  wichtigen   Sinus  einer  Minute 

mk'  AK 

ZU  finden,  hat  man  die  Proportion  sin  —  :  sinl'  =  — :  1,  und 

46' 

daraus ,   wenn  man  für  sin  —  seinen  Werth  setzt :  «n  1'  = 

64 

•00029087,  welcher  Werth  (da  bis  auf  12  Stellen  genau, 
sin  V  =  -000290888207)  bis  auf  die  7.  Decimalstelle  richtig  ist 

§.  39.  Da  (5-  20)  sin  (a  +  ß)  -f-  «^  («  —  ß)  =  2sina  cos  ß 
und  (§.  23)  cos  ß=^l  —  2sini  j3*  ist,  so  erhält  man 

sin  {%-{-  ß)  =  sina-\-  [sin  a  —  sin  (a  < —  ß)"]  —  ^sina  sin  i  ß\ 

und  daraus  und  dem  vorigen  Werth  von  sin  1',  wenn  man 
ß  =  l  und  dann  nach  imd  nach  a  =  l,  2,  ...  59',  so 
wie  endlich  Kürze  halber,  4  («n  f)»  =  4  (-0001454441)*  = 
•0000000846  =  k  Beizt  : 

«n  2'  =  «m  1 '  +  (sin  V  —  sinO)  —  ksinl\ 
sin  3'  =  «tn  2^  -f"  {^^  2'  —  sin  V)  —  ksin  2', 
sin^  ==  sin  3  +  (**^  3  —  ^^  2)  —  k  sin  3', 

u.  s.  w. 
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§.  40.  Hat  man  auf  diese  Weise  endlich  sin  80'  =  «in  1® 
berechnet,  so  findet  man  nach  der  nämlichen  Formel  des 
vorigen  §.  die  Sinus  von  2,  3,  . , .  90^  wenn  man  darin  j3  =;  1* 
und  nach  und  nach  a=s=l>  2,  ..,  89^,  oder  die  Sinus  von 
l^r,  1°2'  u,  s,  w,,    wenn  man  (*  =  1',  2',  ...  setzt. 

Von  60^  angefangen  können  jedoch  die  folgenden  Si- 
nus aus  den  vorhergehenden  nach  der  Formel  sin  (60^  -f-  a) 
=  sin  (60^  -«-«)  +  «n  a  (die  aus  jener  im  vorigen  §.  ange- 
führten für  ß  ==  60^  folgt)  bequemer  gefunden  werden. 

An  merk.  1.  Man  kann  anch,  da  der  Sinas  eines  sehr  kleinen  Bo- 
gens  von  dem  Bogen  selbst  nur  sehr  wenig  verschieden  iit,  von  ei- 
nem solchen  kleinen  Sinns  ausgehen  und  mit  d^r  Berechnung  wie 
oben  fortfahrep.  Du^u  mmM  n^an  jedoch  zuerst  ^wei  Sfttze  bewei- 
sen, nAmlich  erstens,  da#s  im  1.  Quadranten  der  Bogen  immer 
grösser  als  der  zugehörige  Sinns,  upd  Hlcipor  fil? 
die  entsprechende  Tangente  ist,  und  zweitens ,  dasg, 
wenn  man  den  Bogen  allm&hUg  bis  Null  abnehmen 
lilsst,  dabei  daß  YerbUltniss  des  Qogens  zu  sei« 
nem  Sinus  der  Einh  ei  t  so  nahe  Hommen  kann,  als 
man  nur  immer  will,  d.  h.,  dasß  dieses  Verbftltni^s 
die  Einheit  zur  Grenze  hat. 
we.  &  Denn  ist  ftLr  d(in  Bogen  4.B'  (Fig-  9}  AI*  der  Sinns  und  4^  die 

Tangente,  und  denkt  man  sich  die  Fig.  CALE  um  CE  umgeschlagen, 
60,  dass  dadurch  der  P^nct  4  anf  B<t  AL  auf  BL  und  AE  auf  BE 
f&Ut;  so  ist  Bogen  AB:>  Sehne  AB,  daher  auch,  wenn  man  auf  die 
PAlften  ftbergeht  Bog.  AB>Ah^  d.  i.  der  Bogen  grOsser  als  sein  Sinns. 
Femer  ißt  Bog.  AB<iAE  -j-  BE ^  also  apch  Bogen  AE  <CAEy 
d.  h.  der  Bogen  kleiner  als  seine  Tangente. 

tono  et 

Daraus  folgt  nuii ,   dass  wenn  die  Di£fereiui  —t^ \  sehr  klein 

«tits 

ist,  sofort  der  Unterschied  -: ^  1  noch  kleiner  sein  mnss* 

Was  fbmer  den  zweiten  zu  erweisenden  Satz   anbelangt,    so  hat 

man  auff  der   Formel   tang  a  = auch  — 7^ —  =■ .    Da  nun 

CO»  et  «tft  a        cos^ct 

(weil  a<C90^  yprausgesetzt  wird)  wenn  der  Bogen  x  abnimmt  der 

Cosinus  zunimmt,    so  kann  dieser  der  Einheit  so  nahe  kommen  als 

man  will ;    es  nimmt   daher ,    während   sich  x  fortwährend  der  Null 

nähert,    dieseß    Verhältniss   fortwährend   ab  nnd  nähert  sich    dabei 

ohne  Ende  der  Einheit,  oder  hat  die  Einheit  zur  Grenze. 

Da  i;un  der  Bogen  grösser  als  der  Sinus  und  kleiner  <Us  die  Tan<« 

gentc  ist,   so   kann   das  Verhältnis*  — —  niemals  <  1  nnd  nichl 
**  $tn  et 


tOHQ  et 

>    .        werden.    D»  ferner  dieses  letstere  VerfaftltniM  die  Einheit 
Mim  s 

cor  Grenze  hftt,  so  gilt  diess  auch  ron  dem  erstoren  Verhiltniss. 

Diess  Toransgeschickt,  so  kann  man  den  Sinns  eines  sehr  kleinen 

Bogens,  s.  B.  »ui  10"  his  aaf  eine  gewisse  Grenxe  mit  dem  Bogen 

Terwechseln.    Um  jedoch  diese  Grense  sa  bestimmen,    so  hat  man 

ans  der  Fonnel  (§.  83)  #jn  a  i—  S  «tu  4^  a  oo«  4^  a,  wegen  tang  4  a  >•  ^  « 

oder  — T— >*i*«  d«  1-  8«tn4a>*aoof  la,  sofort: 

9mcL>  neos  i%*  oder  da   eo§  \  a* ^^  \  -^ ain  i  ot*,   (biglich 
CM  -4  a'  >>  1  «^  (4-  a)'   ist,  anch   #111  x  >•  a  —  \  a*. 

Wendet  man  nnn  dieses  Brgebniss  auf  die  Bestimmung  des  81- 
nofl  Ton  10  Secanden  an,   so  hat  mani   da  Bogen  10"  —  ^^^tui  ** 

3*141 59265358979 

— -000048481368110  ist,  sofort  Bog.  10"  < '00005, 

folglich 

t  ro       iA"Ns^.Ata«a       j  j  v^     •    -rt„^ +•000048481368110 
i  (Bog.  10  y  <  -O'^sa  nnd  daher  m  10  >  ^  .00000000000003« 

d.  L  <m  10"  >  -000048481368078. 

Hieraas  iblgt  also,  dass  der  Sinns  ron  10  Secnnden  erst  In  der 
13.  Dedmalstelle  ron  seinem  Bogen  abweicht  nnd  selbst  in  dieser 
Stelle  noch  keine  Tolle  Einheit  betrigt    Setst  man  also 

gin  10"  —  -0000484813681, 
so  kasm  man  flbenengt  sein,  dass  der  Fehler  noch  keine  Einheit  in 
der  13.  Deeimalstelle  betrigt  

Ans  diesem  Werihe  findet  man  ferner  co«  10"  -»  Vi  —(«»10")*  — 
'0999999988248.  Man  könnte  nnn  die  Sinns  der  Bögen  Ton  SO", 
80",  40"  n.  s.  w.  aufw&rts  bis  49*  nnd  swar  nach  den  Formeln  Ton 
m  (cc  +  ß)  nnd  co8(,x-\-ß)  berechnen ,  allein  diese  Berechnung  wird 
durch  das  folgende  Ton  Thom.  Simpson  angegebene  Verfahren 
wesentlich  erleichtert 

Sieht  man  in  den  ans  §.  88,    Relation  (1)  nnd  (3)  folgenden 

Formeln 

$in  {a -{^  ß")  "^  2  cos  ß  «in  ti  —  sin  («  —  ^) 

und  oos(d(  +  Q>— 8cos/3oo«a  —  00» (a—  ^). 

die  Bögen  a  —  ß,  a,  (t-\-ß  als  die  drei  aufeinander  folgenden  Glie- 
der einer  arithmetischen  lieihe  von  der  Differenz  ß  an,  und  beseich- 
net  diese  Glieder  durch  t,  i^  i'  so  hat  man 

aini'  '^^cosßsini  -^nni 
nnd  eosi'  '^^cQsß.cosi  —  eosU 

Setst  man  daher  in  diesen  beiden  Formeln,  um  die  Sinus  nnd  Co- 
sinus von  10  zu  10  Secunden  zu  erhalten,  ß*»  10"  und  bezeichnet 
die  oben  gefundenen  Werthe  von  »in  10"  und  eos  10"  durch  o  und  h% 
so  eiiiAlt  man: 


cot 

0 

■* 

1 

cos 

10" 

«= 

6 

cos 

JO" 

« 

S6 

cos 

10" 

— 

1 

cos 

80" 

» 

%b 

cos 

20" 

^_ 

OM 

10 

ttn    0    »0 

«tn  10"  =a  a 

«tn  20"  »«  26  «in  10" 

«iii  30"  »  26  Wn  20"  —  «m  10" 

«tfi  40"  —  26  sin  30"  —  W/i  20"      cos  40"  ^  26  cos  30"  —  coi  20" 

U.   8.   W. 

Setst  man  die  sehr  kleine  Differenz  2  —  26  »« '0^3504  »«  ^,  so 
wird  wegen  26  »  2  —  i  auch  sint"  —  sint'  '^(jfini  ^  sint)^^isint\ 
in  welcher  Darstellnngsweise  wieder  eine  weitere  Abkürzung  in  der 
Beredinnng  begründet  ist 
An  merk.  2.  Da  ea  bei  diesen  Bechnungen  nOthig  ist,  sich  Ton  Zeit 
Bu  Zeit  von  der  Richtigkeit  derselben  zu  überzeugen,  so  kann  man 
unter  anderen  Mitteln  dazu  die  sogenannten  Verificationsformeln  an- 
wenden.   Eine  solche  ist : 

«in  A  +  «in  (36»  —  ^)  +  sin  (72«  +  A) 

—  sin  (36»  ^Ä)-\'sin  (72'>  —  -4). 

§.  41.  Sind  auf  diese  Weise  die  sämmtlichen  Sinus, 
also  zugleich  auch  die  Cosinus  für  den  ganzen  Quadranten 
(aber  welchen  man,  §«13,  Anmerk.^  nicht  hinauszugehen 
braucht)  gefunden ;  so  kann  man  nach  den  Formeln  in  §.  16 
die  Tangenten  und  Cotangenten  (da  die  übrigen  Functionen 
entbehrlich  sind)  berechnen. 

§.  42.  Da  bei  den  wirklichen  Rechnungen  weniger  diese 
so  gefundenen  Zahlen  der  Sinus,  Cosinus  u.  s.  w.  die  so- 
genannten natürlichen  Functionen,  als  ihre  Logarithmen 
(die  künstlichen  Functionen)  in  Anwendung  kommen; 
so  sind  auch  gewöhnlich  nur  diese  Logarithmen  in  den  Ta- 
feln eingetragen.  Da  aber  für  den  Halbmesser  1,  die  Sinus 
durchaus  eigentliche  Brüche  sind,  so  erhalten  ihre  Logarith- 
men (um  sie  positiv  zu  machen)  eine  negative  Charakteri- 
stik, indem  z.  B.  wegen  OTn30°  =  *5, 

log  Bin  300  =  ^^  .5  —  .6989700  —  1 
ist;  dasselbe  gilt  auch  für  die  Cosinu«  und  unter  45^  für 
die  Tangenten,  über  45^  für  die  Cotangenten.  Um  daher 
diese  angehängten  negativen  Zahlen  zu  vermeiden,  nimmt 
man  in  den  Tafehi  den  Halbmesser  nicht  =  1 ,  sondern 
=  10*°,  so  dass  also  für  diesen  Tafelhalbmesser  r=  10*®, 
/o^r  =  10  wird.  Dadurch  hat  man  aus  (§.  33)  i^(a)  =  »•/(«)> 
sofort:  log F {(£)=:  log /{%)-{' 10 1  also  im  vorigen  Beispiele 
f  den  Halbm.  der  Tafel  bezogen :  log  ein  30^  =  9-6989700. 


§.  4S.  Zusatz.  Die  Logarithmen  der  trigonometrischen 
Functionen,  diese  auf  den  Halbmesser  1  bezogen,  werden 
daher  in  Tafellogarithmen,  oder  in  solche,  die  sich  auf  den 
Halbmesser  der  Tafel  r  beziehen,  umgewandelt,  indem  man 
zu  den  ersteren  10  Einheiten  addirt;  dagegen  werden  die 
letzteren  auf  die  ersteren  gebracht,  indem  man  von  jedem 
Logarithmus  der  Tafel  10  Einheiten  abzieht. 

§.  44.  Die  Einrichtung  und  den  Gebrauch  der  loga- 
rithmisch-trigonometrischen  Hilfstafeln  lernt  man  am  besten 
aus  der  Einleitung  kennen,  die  gewöhnlich  einer  jeden  sol- 
chen Tafel  beigefügt  ist;  indess  beruht  diese  Einrichtung 
inuner  auf  folgenden  Sätzen: 

1.  Im  ersten  Quadranten  nehmen,  wenn  die  Winkel  wach- 
sen, die  Functionen  (Sinus,  Tangente  etc.)  zu,  dage- 
gen die  Cofunctionen  (Cosinus ,  Cotangente  u.  s.  w.)  ab. 

2.  Die  Sinus  und  Tangenten  kleiner  Winkel  stehen  mit 
den  entsprechenden  Winkeln  in  geometrischer,  also  die 
Logarithmen  dieser  Functionen  mit  den  Logarithmen 
der  Winkel  in  arithmetischer  Proportion, 

3.  Bei  grösseren,  weniger  als  um  eine  Minute  von  einan- 
der verschiedenen  Winkeln  verhalten  sich  die  Diffe- 
renzen der  Logarithmen  der  Functionen  oder  Cofunc- 
tionen, wie  die  Differenzen  der  zugehörigen  Winkel. 

4.  Die  Logarithmen  der  Cotangenten  haben  mit  jenen  der 
Tangenten  einerlei  Differenzen. 

Von  diesen  4  Sätzen  ist  der  1.  bereits  (§.  10,  Anmerk.) 
angeführt;  der  2.  imd  3.  ergeben  sich  am  einfachsten  aus 
der  Tafel  selbst,  aus  welcher  man  zugleich  auch  ersieht, 
wie  weit  diese  Sätze  ausgedehnt  werden  dürfen ;  der  4.  Satz 
endlich  folgt  ganz  einfach  aus  der  Gleichung  (§.  16) 

Umg  acotcL=l  *). 

V 

*)  Hier  iBt  zugleich  der  Ort,  an  welchem  die  nöthig«n  Uebungen  mit 
den  logarithmiAch-trigonometrinchen  Tafeln,  um  zu  irgend  einem  ge- 
gebenen Winkel,  log  sin,  log  cos  etc.,  und  umgekehrt,  zu  einem  gege- 
benen Logarithmus  Sinus,  Cosinus  etc.  den  entsprechenden  Winkel 
zu  finden,  vorzunehmen  8in<£ 


Drittes  Capitel. 

Grundformeln  zur  Auflösung  der  geradlinigen 

Dreiecke. 

§.  45.  Bezeichnet  man  in  einem  beliebigen  geradlinigen 
n«.  5.  Dreiecke  ABC  (Fig.  5)  die  Winkel  durch  Ä,  B^  C,  die 
gegenaberliegenden  Seiten  beziehungsweise  durch  a,  b,  c^ 
und  fällt  aus  einem  der  Winkelpuncte^  z.  B.  C,  auf  die  ge- 
genüberstehende Seite  das  Perpendikel  CD;  so  ist,  wenn 
man  sich  aus  A  mit  dem  Halbmesser  AC=^b  den  Kreis- 
bogen beschrieben  denkt,  CD  der  Sinus  des  Winkels  A  fbr 
den  Halbmesser  b,  und  man  hat,  wenn,  wie  bisher,  sinA 
den  Sinus  dieses  Winkels  A  für .  den  Halbmesser  =  1  be- 
zeichnet (§.34):  CD^bainA.  Eben  so  ist,  wenn  der  Kreis- 
bogen aus  B,  mit  dem  Halbmesser  BC==a  beschrieben  ge- 
dacht vdrd,  im  Falle  das  Perpendikel  (Fig.  5)  CD  in  das 
Dreieck  fällt: 

CD  =  a9inBf 

Flg.  ft'.  und  wenn  das  Perpendikel  (Fig.  5')  ausserhalb  desselben 
fallt:  CD  =  asin(i  oder  wegen  ma  =  «m(180  —  B)  =  8mB 
(§.  13)  ebenfalls  CD  =  a8tnB.  Man  hat  also  in  allen  Fällen : 
bsinA  =  a8inB    oder    a:b  =  8inA:8inB. 

§•  46.  Da  es  ganz  gleichgiltig  ist,  von  welchem  Win- 
kelpuncte  das  Perpendikel  auf  die  gegenüberliegende  Seite 
gefällt  wird,  so  hat  man  eben  so  gut  (was  gleichfalls  aus 
der  vorigen  Proportion  durch  blosses  Vertauschen  der  Buch- 
staben folgt)  auch 

a:  c  =  8inA:mnC    und    bi  c  =  dnB:8in  C, 

folglich  allgemein 

a:b:  c=^  sin  Aisin  B:  sin  Cf 

wodurch  der  erste  und  wichtigste  Satz  fbr  das  geradlinige 
Dreieck,   dass  sich  nämlich  die  Seiten  wie  die  Sinus 
er  gegenüberliegenden  Winkel  verhalten,  aus- 
'rückt  wird. 


§.  41.    Aus  der  vorigen  Proportion  a:ft  =  «m^:nn-i? 
folgt  auch  a'\-b:a  —  b  =  tinA-\-9inB:ttnA  —  tinB,  oder 

a  +  h  _simA  +  nnB  _Umgi(A-^B) 

(§.  27),  d.  i. 

a+b:a  —  b  =  tanffi(A  +  B):tang^(A  —  B), 

welche  Proportion  einen  zweiten  Hauptsatz  des  Dreieckes  aus- 
sagt, und  welcher  darin  besteht,  dass  sich  die  Summe 
zweier  Seiten  zu  ihrer  Differenz  verhält,  wie 
die  Tangente  der  halben  Summe  der  gegen- 
überliegenden Winkel  zurTangente  ihrer  hal- 
ben Differenz. 

§•  48.     So  wie  oben   (§.  45)    CD=^b8inA=^a9inB 
war,  so  ist  auch  (§.  5»  Zusatz)  (Fig.  5)  AD  =  bco9A  und  r%.8^ 
BD=aeo8By  folglich  AD-\-BD,  d.  i. 

e ^=^ a C09 B -{-  b  C09  A*). 

Analog  mit  dieser  Relation  hat  man  noch 

J  =  a  cos  C-^-  ccosA    und     a  =  b  cos  C-\-  ccos  B, 

Multiplicirt  man   diese  3  Gleichungen  beziehungsweise 
mit  c,  6,  a;  so  erhält  man: 

c^z=zac  cos  B  -\-  bc  cos  A, 
ft*  =  oft  CO«  C  4"  bc  cos  Af 
a^  z=  ab  cos  C  -\-  ac  cos  B^ 

und  wenn  man  von  der  Summe  der  beiden  erstem  dieser 
Gleichungen  die  letztere  abzieht: 

6*  -f-  c*  —  a*  =  2bc  cos  A^ 

woraus  endlich  der  dritte  für  das  geradlinige  Dreieck  wich- 
tige Satz  folgt: 

COS  A  = ; oder    a*  =  i*  +  c*  —  2bc  cos  A. 

26c  ' 

Auch  die  beiden  durch  diese  Formeln  dargestellten  Sätze 
lassen  sich  ganz  einfach  durch  Worte  ausdrücken. 

*)  Dieselbe  Belation  findet  man  auch  ans  Fig.  ft'  mit  Berftcksichtignng, 
dass 

Bl>^aca$tt^-'aca»B    und    c  ^  AB  »^  AD -- B£>  nU 


W%g.  6. 


So  ist  zu  Folge  der  erBtern  Relation  der  Cosinus 
eines  Winkels  (in  irgend  einem  Dreiecke)  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  beiden  einschliessendcn 
Seiten,  weniger  dem  Quadrate  der  gegenüberlie- 
genden Seite,  getheilt  durch  das  doppelte  Product 
der  beiden  einschliessendcn  Seiten. 

Zufolge  der  zweiten  Relation  ist  das  Quadrat  einer 
Seite  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  beiden 
übrigen  Seiten,  weniger  dem  doppelten  Producte 
dieser  beiden  Seiten  in  den  Cosinus  des  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkels. 

A n m e r k.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass,  wexin  Ä  ein  stumpfer 
Winkel  nnd  A'  -^ISO—A,  also  ^' <  90^  ist,  diese  letztere  Reift- 
tion  fftr  den  practischen  Gebrauch  (wegen  co8  Ä^»  —  oos  Ä')  durch 

a«  :»  6«  -^  c»  +  2ab  cos  Ä 
ausgedrückt  wird. 


Viertes  Capitel. 

Auflösung  der  geradlinigen  Dreiecke. 

a)  Der  rechtwinkeligen. 

§.  49.  Obschon  die  Auflösung  der  rechtwinkeligen  Drei- 
ecke in  jener  der  schiefwinkeligen  als  besonderer  Fall  ent- 
halten ist,  so  verdient  diese  dennoch,  der  grossen  Einfach- 
heit wegen,  besonders  angefbhrt  zu  werden. 

§.  60.  Bezeichnet  man  (Fig.  6)  den  rechten  W.  durch 
C,  die  beiden  spitzen  W.  durch  A  und  By  also  die  Hypo- 
tenuse durch  c  und  die  beiden  Catheten  durch  a  und  6;  so 
können  hier  bloss  5  verschiedene  Fälle  vorkommen,  und  so- 
fort ausser  dem  rechten  W.  gegeben  sein :  1.  a,  i ,  2.  o,  c 
(gleichgeltend  mit  J,  c),  3.  Oy  A  (analog  mit  6,  jB),  i.  dy  B 
(analog  mit  i,  A)  und  5.  c,  A  (analog  mit  c,  B). 

Ohne  nun  erst  für  alle  diese  FäUe  besondere  Regebi 
fzustellen,  ist  es   einfacher   aus  der  blossen  Anschauung 
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der  Figar  diejenige  Eelation  oder  Gleichung  (nach  §§.  3,  5 
IL  33)  anzusetzen ,  in  welchen  die  beiden  gegebenen  und  das 
gesuchte  Stück  vorkommto,  und  daraus  dann  das  letztere 
zu  bestimmen.  Wären  z.  B.  eine  Cathete  und  der  gegen- 
überliegende W.  gegeben  und  die  Hypotenuse  zu  suchen, 
80  würde  man  f  unmittelbar  aus  der  Figur  (indem  man  sich 
aus  A  mit  dem  Halbmesser  AB  =  c  einen  Bogen  beschrie- 

• 

ben  denkt)  a=^c8inA  und  daraus  c  =  —, — -  haben. 

Wftre  dagegen  die  zweite  Cathete  zu  finden,  so  würde 
man  eben&lls  aus  dem  Dreiecke  selbst  (indem  man  sich,  um 
eine  Belation  zwischen  c^  A,  b  zu  erhalten,  aus  A  mit  dem 
Halbmesser    AC=^b    einen    Bogen    beschrieben    vorstellt) 

a=b  tang  A  und  daraus  b  = :=acotA  erhalten. 

^  tangÄ 

{.  51.  Die  Auflösung  der  rechtwinkeligen  Dreiecke  liegt 
also  in  den  5  einfachen  Relationen :  a^  -\-  b*  =  c\  a=c sin  A 
=  b tang A,  b  =  c€OsA  =  acotA;  und  man  erhält ,  durch 
Zusanunenstellung  aller  vorkommenden  Fälle,  sofort  folgende 
Tabelle : 

Gegebene  Gesuchte  Stücke 

Stücke 


»*• 


Oj  b  c  =  ]/a*  +  i*,     tang  ^  =  ■-.. 


o,  <j  ft  =  \^e*  —  a*  =  ]/(c  +  ö)  (c  —  a),  sin  ^  =  — . 


a,  A        b  =  a  cot  A,     c  =  — 


a 


üinA 
b 


by  A         a  =  b  tang  A,     c  = 

cos  A 

c,  A        a=^c9iHAy    b  =  cco8  A^   dabei  ist  überall 

§.  52.  Diese  Ausdrücke  sind  zugleich,  mit  Ausnahme 
des  erstem,  so  beschaffen,  dass  man  darauf  die  Logarithmen 
anwenden  kann.  Um  auch  den  erstem  dafür  einzurichten, 
setze  man,  da 


c=|/^TÄ^=«J/l4-2 


ist,  und  die  Tangente  jeden  Werth  von  0  bis  oo  annehmen 
kann ,  -  =^  tang  9  ^   WO  y   einen   Hilfswinkel   bezeichnet ;    so 


hat  man :    0  »2  a  j/1  -{-  tang^^  ^z  asecf   (§.  15)  oder   auch 
(§.  16):  CÄ 
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Man  bestimmt  also  zuerst  aus  der  Gleichung  hg  tang  tf 
=zlogb  —  hga  den  Hilfswinkel  9  und  damit  aus  der  Glei- 
chung loge^s^loga-^logcoB^  die  gesuchte  Hypotenuse  e. 

§.  6S.'  Zur  Bestimmung  der  Fläche  F  des  Dreieckes 
hat  man  in  den  genannten  5  Fallen  ganz  einfach  bezie- 
hungsweise :  jP=  \ah'=-\a |/(c -|-  a)  (c  —  a)'=^\ia^ cot  A 
=  \  Ä*  tnngA  '=^c^dnA  cos  A  oder  (§.  23)  auch  =  ^  c*  «tn  2-4; 
welche  Ausdrücke  ebenfalls  der  logarithmischen  Behandlung 
fähig  sind. 

An  merk.  1.  Die  in  den  Relationen  dieses  und  des  §.  51  rorkommen- 
den  trigonometrischen  Linien  oder  Fonetionen  beziehen  sich,  wie 
man  sieht,  wieder  auf  den  Halbmesser  1  und  können,  wenn-  man 
will,  nach  §.  35,  leicht  nnf  jenen  r  gebracht  werden ;  es  gehen  s.  B. 

dadurch    die    Ausdrucke   fang  ^  «—  - ,    o  <»  c  «m  ^  ,    ^  ■»  ^  a'  oof  4 

o 

.       ra             csinA     „      a^cotÄ  _,, 

u.  s.  w.,   in  tofigA^-^f    a*« ,   F  —  — u.  s.  w.  über. 

o  T  *r 

Allein  wir 'sieben  es  vor,  diese  Formeln  ungeftndert  zu  lassen  und 
dagegen  bei  der  wirklichen  Berechnung,  nach  §.  43,  die  Logarith- 
men der  trigonometrischen  Functionen  der  Tafel,  auf  den  Halbmes- 
ser 1 ,  und  umgekehrt,  die  gefundenen  Logarithmen  der  auf  den 
Halbmesser  1  sich  beziehenden  trigonometrischen  Functionen ,  zur 
Auffindung  der  entsprechenden  Winkel,  auf  den  Tafelhalbmesser  zu 
reduciren. 

Anmerk.  2.  Zur  Uebung  in  den  genannten  5  Fällen  mag  man  das 
Dreieck  nehmen,  in  welchem  a«  110*806,  6  «- 148'6,  c«  185-364, 
A  —  36»  42'  38",  B  -=  53»  17'  22",  C  «  90«  und  F  «  8232-886  ist 

6)  Der  schiefwinkeligen  oder  beliebigen  Dreiecke. 

§.  54.     Bei   der  Auflösung   der  schiefwinkeligen    Drei- 
ke  können  (da  sich  darunter  immer  wenigstens  eine  Seite 


befinden  muse)  gegeben  sein:  I.  eine  Seite  und  zwei  Win- 
kel ;  n.  zwei  Seiten  und  ein  Winkel ,  und  zwar  ot)  ein  ge- 
genüberliegender oder  j3)  der  eingeschlossene  W. ;  HI.  alle 
drei  Seiten. 

§.  55.  L  Gegeben  eine  Seite  und  zwei  Win- 
kel, z.  B.  c,  A^  B.  Da  in  diesem  Falle  immer  auch  der 
3.  W.  C=1S0  —  (A'\-B)  gegeben  ist,  so  hat  man  (§.  4(5) 

c :  a^=  sin  C :  sin  A   und  daraus   a  =    .  ^    oder  log  a  =  log  c 

A^hg^nA  —  log  sin  C.  Auf  dieselbe  Art  erhält  man  (wo- 
zu in  der  letztem  Relation  nur  a  und  i,  also  auch  A  und  B 
mit  einander  zu  vertauschen  sind): 

logb=^  log  c  +  log  sin  B  —  log  sin  C 

§.  56.    Zur  Bestimmung  der  Fläche  F  hat  man  (Fig.  5)  n«  & 
F=\AB.CD,    oder    da    AB  =  e    und    CD  =  bsinA  = 
cnnB  ist: 

F=  ^bcsinA  =  iacsinB  (=  iabsinC); 
est  ist  also  im  vorliegenden  Falle,   wegen  fc=£     .      ,  sofort 


F  = 


nnC 
c*  »in  A  sin  B        c'  «in  A  sin  B 


2sinC  %nH(A  +  B) 

Zur  Uebung  dieses  und  der  folgenden  Fille  kann  das  Dreieck  dienen, 
in  welchem  a  —  36*52  ,  6  »  4S34  ,  c  «=  55*62  ,  ^i  —  40®  22' 26"  56, 
B  =»  59»  1'  46-"  34,  C  =  SO«  35'  47' "1  und  F  «  870826  ist.  (Man  sehe 
Handb.  der  Trigonom.,  8.  98  a.  f.) 

§.  51.  n.  a)  Gegeben  zwei  Seiten  und  ein  ge- 
genüberliegender Winkel,  z.  B.  a,  5,  B.  In  diesem 
Falle  hat  man  ebenfalls  wieder  (nach  §•  46) 

b:a  =  sinB:sinA9 
und  daraus  sin  A  =  — - —  oder 

0 

log  sinA  =  loga-\-  log  sinB  —  log  h. 

Entspricht  nun  diesem  so  berechneten  Logarithmus  Si- 
nus in  der  Tafel  der  W.  a,  welcher  also  (§.  41)  jedenfalls 
ein  spitzer  ist;  so  kann  im  Allgemeinen  (weil  beide  Winkel 

Burg'B  Compendinm  d.  hSh.  Math.  ß 
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denselben  Sinus  haben)  yl  =  a  und  =  180®  —  a  sein.  Ist 
aber  B  der  der  grösseren  Seite  gegenüberliegende  W., 
also  a  '^  iy  so  ist  auch  A^By  und  es  kann  von  den  beiden 
Werthen  nur  jener  -4  =  a  -<  90®  gelten ,  so ,  dass  in  diesem 
Falle  das  Dreieck  vollkommen  bestimmt  ist.  Liegt 
hingegen  der  gegebene  W.  B  der  kleinern  Seite  gegen- 
über, ist  nämlich  a^hf  also  auch  A^B;  so  können,  ohne 
gegen  diese  letztere  Bedingung  zu  Verstössen,  beide  Werthe : 
^  =  a  <  90  und  -4  =  180  —  a  >►  90  gelten ,  so  dass  es  in 
diesem  (unbestimmten)  Falle  zwei  Dreiecke  oder  Auf- 
lösungen gibt  (wie  diess  Alles  auch  aus  der  Geometrie  schon 
bekannt  ist). 

Im  1.  oder  bestimmten  Falle  ist  femer,  nachdem 
A  =  aL  gefunden  ist,  C=  180  —  {A-{'B)y  und  aus  c:i  = 
sin  C\8inB>  wenn  man  gleich  Logarithmen  nimmt : 

log  c  =  log  b  -|-  log  sin  C —  log  sin  By 

also  sind  auch  C  und  c  bestimmt.  Im  2.  oder  unbestimm- 
ten Falle  aber  erhält  man,  wegen  des  zweifachen -Werthes 
von  Ay  auch  2  Werthe  sowohl  für  C  als  fiir  c,  die  den  er- 
wähnten beiden  Dreiecken  entsprechen. 

§.  &6.  Zur  Berechnung  der  Fläche  hat  man  (§.  56) 
jP=^ac«tnJ5,  oder  da  aus  der  Gleichung  (§.  48) 

6*  =  a»  +  c*  —  2ac  cos  By 

wenn  man  dieselbe  nach  c  auflöst, 

c^=a€OsB±  Yb*  —  a^sinB*    folgt : 

F=iasinBlacosB±yb^  —  a*sinB^']. 
Für  i^a,  d.  i.  im  bestimmten  Falle,  ist 
i*  —  a»«m  jS*  >  a*  —  a^sinB^  =  a*  cosB\ 

also  1/6*  —  a*  sinB*  '^  a  cos  B;  es  kann  also,  da  jP  posi- 
tiv sein  muss,  vor  der  Wurzelgrösse  nur  das  Zeichen  + 
gelten.  Für  b^Uy  oder  im  unbestimmten  Falle  aber,  ist 

V^*  —  a^sinB^  ^acosBy   und   es  können ,   ohne   dass  F 
negativ  ausfällt,  beide  Zeichen  genonmien  werden,  wodurch 
also  auch  -P  zwei  verschiedene,   den  vorhin  genannten  bei- 
-^n  Dreiecken  entsprechende  Werthe  erhält. 
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Nimmt  man ,  um  auch  ein  Beispiel  flir  den  unbestimmten  Fall 
IQ  haben ,  ron  dem  oben  (§.  56)  angegebenen  Dreiecke ,  in  welchem 
a  <  6  ist,  a,  b  und  A  als  gegebene  Stftcke ;  so  ündet  man ,  ausser  dem 
eben  genannten  Dreieck ,  anch  noch  jenes  :  o  »-  36*52  ,  6  =»  48*34, 
(»18-0339,  ^«-40*  22' 26-" 56,  ß  =  120»  58' 13*" 66,  C=  18*  39' 19'"  78 
und  Fs=>  282*352,  welches  der  Bedingung  der  Aufgabe  ebenfalls  ent- 
spriehL 

§.  SO.  n.  ß)  Gegeben  zwei  Seiten  und  der  ein* 
geschlossene  Winkel,  z.  B.  a,  6,  C,  In  diesem  Falle 
hat  man  zur  Bestimmung  der  beiden  fehlenden  Winkel  A  und 
5(§.47)  a  +  h:a  —  h  =  tang^(A  -^ B) :  tang i{A  —  B),  und 
daraus  mit  Anwendung  der  Logarithmen :  log  tang  ^(A  —  B) 
=  log{a  —  b) -}- log  tang  ^  (A -{- B)  —  log{a-{'b)y  in  welchem 
Ausdrucke ,  wegen  i  (^  +  5)  =  90  —  ^  C,  auch  cot  ^  C  statt 
tang^{A-\-B)  gesetzt  werden  könnte.  Da  nun  durch  C  die 
Summe  ^ (-4. -{- -B)  = «  bekannt  ist,  und  aus  der  vorigen 
Gleichung  die  Differenz  ^(A  —  B)  =  d  gefunden  wird;  so 
18t  A  =  8-\-d  und  B  =  8  —  d;  dabei  ist  för  a^by  weil  d 
positiv  ausfallt,  auch  A^B;  für  a^b,  wird  d  negativ, 
also  auch  A^B  (im  letztem  Falle  kann  man  auch  a  mit  b 
verwechseln,  oder  überhaupt  immer  die  grössere  Seite  durch 
<z  bezeichnen). 

Nachdem  die  W.  A  und  B  bestimmt  sind,  kann  man 
die  Seite  c  nach  dem  Satze  c:a  =  8inC:8mA  y  woraus 
log  c  =  log  a  +  log  sin  C  —  log  sin  A  folgt ,  berechnen. 

§.  ÖO.  Um  aber,  was  oft  nothwendig  und  wünschens- 
werth  ist,  diese  dritte  Seite  c  unmittelbar  aus  den  gegebe- 
nen Stocken  zu  finden,  hat  man  (§.  48) 

c*  =  a*  +  i"  —  2ab  cos  C, 
oder,  wenn   man   zur  Anwendung  der  Logarithmen,  im  2. 
Theil  der  Gleichung  2ab  addirt  und  abzieht,   und  noch  be- 
rücksichtiget, dass  (§.  23)  1 +<?(wC=2co«i  C^  ist,  sofort 

und  wenn  man  -^ -r— =  (;o«tt*  setzt,   wo  r;  einen  Hilfs- 

Winkel  bezeichnet ,   auch   <?•  =  (a  -|-  ^)*  ^^  f  *   oder 

(•  =  (a  -\-b)»in:f, 

3» 


Nachdem   man   also   aus   der   Gleichung   (die   aus    der 
vorigen  liir  co«f*  folgt) 

log  €08  (f--log2  -}-  log  cos  i  C  -j-  ^  (log  a-^logh)  —  log{a'{-  b) 

den  Hilfe  Winkel  f  bestimmt  hat,  findet  man  c  aus  jener : 

log  c=log(a-\-b)  -]-'  log  sin  9. 

An  merk.  Sind  nicht  die  Seiten  a  und  b  selbst,  sondern  ihre  Loga- 
rithmen hga  und  log  b  gegeben,  so  findet  mak  die  beiden  Winkel 
Ä  und  B  einfacher   ans    den   leicht   zu    entwickelnden   Relationen: 

logtang^  =  loga^^logb  u.  tangi{A^  B)=tang\{Ä^B)tang{{f — 45) 

wobei  immer  a  f&r  die  grössere    Seite  genommen   wird.     Im  entge- 
gengesetzten Falle  darf  man  nur  a  mit  6,  und  A  mit  B  yertaaschen ; 

denn  setzt   man  -r-  =»  fang  9  und  ist  aZ>  6,   so  ist  auch  tang  y  >>  1» 

folglich  wegen  lang  45^  ^^  1,  sofort  y>45^  und  daher 

iang  y  — -  1 a —  fr 

tang  ^  -|-  1       a  +  6* 

Da  nun  (J.  22)  ^"^^ '^ '^  ]  =  tang  (ui -^  4b)  und  (§.  47)  ^^^  = 
^'        ''  tang  .p  +  1  a  +  6 

tang ICÄ^'B)  . 

^  ist,    so  hat  man  auch : 


tangiiA  +  B) 


'^^^^       *'^~to«i7K^  +  i3) 


woraus  sofort,  wenn  man  auf  die  Logarithmen  tlbeigeht,  die  Torigen 
Relationen  folgen. 

§.  61.    Für  die  Fläche  hat  man  hier  unmittelbar  (§.  56) 
F=  ^  ab  sin  C. 

Bestinunt  man  die  Seite  c  nach  dem  Torigen  §.,  so  findet  man  dazu 
den  Hilfswinkel  y  =  40«  57'  8-"85. 

Sind  nicht  die  Seiten  a  und  fr  selbst,  sondern  ihre  Logarithmen,  nim- 
lieh  /o^  o  =  1*5625308  und  /o^  fr  =  1*6843066  gegeben ;  so  erhftlt  man 
Ar  den  in  der  Anmerkung   des   vorigen  §.  angenommenen   Hilfswinkel 

(p  «=  37*  4'  13*"42 
und  damit  (weil  man  wegen  a  <C  fr|  a  mit  fr ,    also  auch  A  mit  B  ver- 
wechseln muss) 

i(B  — ^)«9*19'39*''85. 

§•  82.    m.    Gegeben   alle   drei   Seiten   Oy  b,  c. 
In  diesem  Falle  hat  man  zur  Berechnung  des  Winkels  A 

(§.  48)  (a)  cos  A  = ,  oder,   wenn  man,   um,  diese 

Formel   für   die   Anwendung  der  Logarithmen  geeignet  zu 


jnr 

machen ,  den  halben  Winkel  einführt  und  zuerst  (§.  23)  cos  A 
=  icos\A*  —  1  setzt  und  gleich  2  cos  \  A^  bestimmt : 

ZC08^A*  = -r = -r ^ 

oder  wenn  man  Kürze  halber  a  -f-  6  +  <?  =  2«  setzt ,  wo- 
durch b-\-  e  —  a=2(«  —  a),  a-\-e  —  6  =  2 («  —  6)  und 
a  +  6  —  c  =  2(«  —  c)  wird ,  auch 

A        .    ^  •       ^*  (•  —  <*)       :i              «    ^       1   y*  ('  —  ^) 
2co«*^'  = : oder    co«i^=|/ — : ^. 

§.  63.  Setzt  man  dagegen  in  der  vorigen  Gleichung  (a), 
CO«  i4  =  1  —  2  «n  ^  -4'  (§.  23)  und  bestimmt  daraus  2  «n  ^  -4  *, 
80  erhält  man  bei  der  vorigen  Annahme  von  a  +  i  +  c  =  2^ : 

9       X   A%       a'-ib^cy        (a+6-c)(a  +  c  — 6)        4(*— c)(ir— 6) 
^  2  6c  2  6c  2  6c 


oder    >ini,A=\/^'-''^^""'\ 

§.  64.     Wegen  tang l^Az=^8in^Aico8\A  und  (§.  23) 
^iA=^2dn^Aco8\A  hat  man  auch  noch : 


tofy\A  =  |/ii-^'--^  und 

«m  -4  =  — - 1/«  («  —  a)  («  —  6)  («  —  c). 

Durch  blosses  Vertauschen  der  Buchstaben  findet  man 
aus  diesen  4  Formeln  die  analogen  zur  Berechnung  der  bei- 
den übrigen  Winkel  B  und  C. 

(lieber  die  VonAge,  welche  in  der  Anwendung  die  8  erstem  Formeln 
▼or  der  letsstem  gewähren,  beim  mfindlichen  Vortrage;  auch  s.  m.  Handb. 
der  Trigonom.,  S.  113.) 

§.  65.  Um  endlich  noch  die  Fläche  in  diesem  Falle 
zu  bestimmen,  hat  man  wegen  (§.  56)  F'=  J-  bc  sin  A^  wenn 
man  für  sinA  den  Werth  aus  dem  vorigen  §.  substituirt: 

F  =  Ys  {s  —  a)  (s  —  b)(8—  c). 

Zur  ferneren  Uebung  mögen  noch  die  beiden  Dreiecke  dienen : 
0=842-7,   6  — «92-3,   cs=  504045,  ^  =  SS»  5' 42" 8,  B  =  55»  11  32-"2, 


« 

C  =  36*  42'  45"  ,     F  —  1 74378-7  ,    und    a  =  246  ,     6  =  32'8  ,    c  «  21  5, 
^  =  48°35'17  '94,  5  =  90"  27' 23*' 88,   C=  40"  57' 18*  "28,  F^  264*442. 


Fünftes  Capitel. 

Grundformeln  zur  Auflösung  der  sphärischen 

Dreiecke. 

Fi,.  7.  §.  66.    Es  sei  ABC  (Fig.  7)  ein  auf  der  Kugel  vom 

Mittelpunct  0  und  Halbmesser  0A=^0B=^0C=^1  liegen- 
des sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel  wir  wieder  durch 
A^  By  C  und  gegenüberstehende  Selten  beziehungsweise  durch 
a,  by  c  bezeichnen.  Zieht  man  im  Winkelpuncte  C  an  die 
beiden  Seiten  oder  JCreisbögen  CA ,  CB  die  Tangenten  ClK 
CE  (die  also  beziehungsweise  in  den  Ebenen  COA  und 
COB  liegen)  und  die  Secanten  OAD  und  OBE;  so  ist 
(wegen  Halbra.  =  1)  CD^=tangby  CE=tang<i,  0D=8ecb 
und  0E=8eca,  Nun  hat  man  aus  den  beiden  geradlinigen 
Dreiecken  CBE  und  ODE  nach  §.  48 : 

DE^  =  CE^  +  CD^  —  2CE.  CD  cos  DCE 
=  OE^ '\-0D^  —  20E.  OD coaDOE, 

folglich,  wenn  man  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleich 
setzt,  für  CEy  CD . . .  die  vorigen  Werthe  substituirt  und 
noch  berücksichtiget,  dass  Winkel  DCE=  sphär.  Winkel  C 
und  Winkel  DOE=W.c  ist: 

taug  a*  +  ^^^^  ^*  —  2  tang  a  tang  b  cos  C 

=  aec  a*  -f-  sec  b^  —  2  sec  a  aec  b  coa  c, 

,  und  wenn  man  abkürzt,  da  (§.  15)  aeca^^=\-\-Umga^  ist, 
auch  tang  a  tang  b  cos  C=  aec  a  aec  b  cos  c  —  1 ,  aus  welcher 
Gleichung,  wenn  die  Tangenten  und  Secanten  durch  Sinus 
und  Cosinus  (§.  16)  ausgedrückt  werden,  sofort  folgt: 

cos  c  —  cos  a  coa  b 


COS  C  = 


sin  a  sin  b 


§.  67.     Bezeichnet   man   in  derselben  Ordnung  die  W. 
'es   zugehörigen   Polardreieckes   (Fig.   8)   durch   A  ^  B,  C 


und  ^e  gegenüberliegenden  Seiten  beziehungsweise  durch 
d,b',c;  so  ist  bekanntlich: 

A+a'  =  iSO,  B  +b  =1S0,  C+c'  =  180<»  und 

^'  +  a=180,  S'  +  6=180,  (74-c  =  180o»), 

also  a=lSO  —  A\  6=180  — Ä',  c=180—C  und 
C=180  —  Cf  mithin  wenn  man  diese  Werthe  in  der  vo- 
rigen Formel  substituirt  (d.  h.  auf  diese  die  Eigenschaft  des 
Polardreieckes  anwendet)  (§.  13): 

—  eo8  c  =  ( —  C08  C  —  co%  A  cos  JS*)  :  sin  A  rin  By 

oder,  wenn  man  zugleich  die  Accente  weglässt,  indem  diese 
Relation  nun  in  jedem  sphärischen  Dreiecke  gUt : 


eose=^ 


im  Ä  iin  B 


§.  68.  Drückt  man  (auf  ähnliche  Art,  wie  in  §.  62) 
in  der  Formel  von  §.  62  cos  C  durch  den  halben  Winkel 
aus,  60  hat  man  zuerst  für  co«  C=  2  co«  ^  (7*  —  1  gesetzt: 

a.        t  >-»•        »in  a  $inh  -{•  cos  c  ^^  CO»  a  coB  h        eo»  c  ^^  eo»  (a  •\-  h) 
icos^C^  = .   ^    .   ■ = .   ^    .   . , 


$in  a  sin  h  sin  a  sin  b 


^)  Da  diese  EigeoBchaft  des  Polardreieckes  nicht  in  allen  Lehrbüchern 
der  Elcmentar-Geometrie  rorgetragen  wird,  so  wollen  wir  diese  hier 
knrz  nachweisen. 

Beschreibt  man  auf  der  Kugel  aus  den  Winkelpuncten  A^  Bj  C  des 
sphärischen  Dreieckes  ABC  (Fig.  8),  als  Pole,  mit  der  Entfernung 
von  90*  grOsste  Kreisbögen ;  so  entsteht  das  su^hOrige  Polardreieck 
A'BC,  Dieser  Constmction  infolge  steht  aber  A'  sowohl  von  B 
als  auch  von  C  um  90*  ab,  also  ist  A  der  Pol  des  grOssten  Kreis- 
bogens BC.  Eben  so  sind  B'  nnd  C  die  Pole  der  Bogen  AG  nnd 
AB\  so  wie  also  A'BC  das  Polardreieck  des  Dreieckes  ABC^  so  ist 
auch  umgekehrt  ABC  das  Polardreieck  von  jenem  A'B'C 

Nun  ist  (da  DE  das  Mass  des  sphArischen  Winkels  C,  nnd  FG 
jenes  des  W.  C  ist) 

C'\-A'B'  ^DE  +  AB  ^DE  +  A'E  +  BD-^DE 

=  -4'i:-f  iBi>  =  90  +  90 
(weil  Ä  der  Pol  von  CE  nnd  B'  jener  von  CD  ist),  d.  i.  C+  e  —  ISO», 
und  damit  analog :   .8  -f-  6'  »»  180,    ^  -f  a  «  180». 

Femer  ist  C  -{- AB  =  FG  +  AB  — FB '\- GA^AB  +  AB=^ 
FJS  -j-  (?^  s«  90  +  90  (weil  B  der  Pol  von  FC  und  A  der  Pol  von 
CG  ist),  oder  C  +  c=  180*,  und  damit  analog  auch  B'  +  ö  =  180 
und  ii'  -f  a»  180. 
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oder  (§.  26) 

2  cos  .i  C^  = : r- , 

IUI  a  sm  0 

und   wenn   man   wieder  a  +  i  +  c  =  2«  setzt  (vergl.  §.  62) 

sin  8  sin  (»  —  c) 


endlich:  co«iC*  = 
Analog  damit  ist  noch: 


it'n  a  «m  6 


i_,«        sin  8  sin  (s  —  b)                            ,     j  •        *»«  *  •«'»  (*  '-^  <*) 
jS'  = : : und     COS  +  ^'  = ;— --^ . 
sin  a  stn  c                                                     stn  b  sin  c 

§.  69.     Setzt  man   dagegen   cosC=l  —  2  «wi -^ C ,   so 
erhält  man  eben  eo  (wieder  mit  Rücksicht  auf  §.  26): 

A     •     1  /^        ^^'  (6  —  o) ' —  cos  c        2  «'»  J  (6  -f-  c  —  n)  «n  ^  (o  -|-  c  —  6) 

2sini(P  = : r-i = : r-r^ 

stn  a  stn  b  sin  a  sm  b 

j     •        •     1  /^        ««  («  — 'o)  sin  (s  —  6) 

d.  1.  «n  i  C*  = : — : , 

stn  a  sin  b 

und  damit  analog  (durch  blosse  gehörige  Yertauschung  der 
Buchstaben) : 

•      1    Ti«        *"*(*  —  a)sin{s  —  c)         j     .     ,     ^«        «n  (*  —  6) «in  («  —  c) 

Stn  i  i>*  = und  stn  XA^  = — . . 

sin  a  sin  c  stn  b  sin  c 

§.  70.     Setzt  man  Kürze  halber 


}/kn  s  sin  («  —  d)  sin  (s  —  b)  sin  («  —  c)  =  tr, 

so  hat  man  aus  den  Formeln  der  beiden  vorigen  §§.,    nach 
der  Relation  (§.  23)  sina  =  2  sin ^acos^dz 

2b2  —^  2to  ^^  2(0 

gm  ^  =   .  ^   .    ,  sinB  =  --, r— ,  8inC^=- — -, 

sin  b  stn  c  sm  a  sin  c  stn  a  sin  b 

und  daraus  folgt: 

sin  A  :  sin  B  :  sin  C  =  sin  a  :  sin  h  :  sin  c, 

ein  wichtiger  (und  jenem  in  §.  46  analoger)  Satz  der  sphä- 
rischen  Dreiecke. 

§.  11.     Aus  den  erwähnten  Formeln  der  §§.  68  und  69 
erhält  man  durch  Multiplication  und  Division: 

sin  ^  X*  cos  \  B'        sin  (js  —  A)' 


cos  ^i  C  min  c* 

.         sin  \  A  cos  l  B         sin  {s  —  b) 

(a)     ; = : 

cos  i  C  sin  c 


oder 
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und  auf  die  nämliche  Art : 

Die  Gleichung  (ß)  zu  jener  (a)  addirt  und  davon  sub- 
trahirt  gibt  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  in  §.  20: 

nni(^A  :^B)        $in  («  —  h)  :t:  *««  (*  — ^  «) 
cosiC  sine 

oder,  wenn  man  Summe  und  Unterschied  des  2.  Theils  der 
Gleichung 9  nach  §.  26,  in  Producta  verwandelt,  femer  für 
sine,  2siniceo9ic  setzt  und  abkürzt  (mit  Rücksicht  dar- 
auf, dass  2«  =  a  +  6  +  c  ist): 

(1)  'iniiA  +  B^_easiia-b)  ^^ 
^  cos  i  C  cos  i  c 

cos  ^  C  «in  ^  c 

Genau  eben  so  gibt  die  Verbindung  von  (y)  ±  (i)  mit 
Bücksicht  auf  die  Relationen  in  §§.  21  und  26: 

sin  ^  C  sin  1  c 

W  r-r?; —  = 7 ^» 

welche  4  Formeln  gewöhnlich  die  Gauss  i sehen  heissen. 

§.  12.  Dividirt  man  von  diesen  4  Formeln  (1)  durch 
(4)  und  (2)  durch  (3),  so  erhält  man,  den  Factor  tang^C 
=  1 :  «?^ i C  gleich  in  den  2.  Theil  der  Gleichung  gebracht: 

und  wenn  man  auf  diese  beiden  Relationen  die  Eigenschaft 
des  Polardreieckes  anwendet,  wodurch  (§.  67)  ^{Ä-\-B) 
=  180-K«  4-6'),  K^--B)  =  -i(«'-*).  4^=90-^0' 
undi(a  +  6)  =  180  — ia'  +  l?),i(a  — 6)  =  -i(^'-5'), 
:|^c=90  —  \C  wird,  nach  Hinweglassung  der  Accente  und 
der  (mit  Rücksicht  auf  §§.  11  und  13)  ganz  einfachen  Re- 
ductionen : 


« 

T^r  «   •  I  \  W»  4  (-4.  —  fi)  - 

IV.  tonyi(a-6)=^^^^_^^^tony^c, 

vier  Formeln,   welche  unter  dem  Namen  der  Neper'schen 
Analogien  bekannt  sind. 


Sechstes  Capitel. 

Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke. 

a)  Der   rechtwinkeligen   und   Quadranten- 
Dreiecke. 

§.  78.  Da  die  Summe  der  3  Winkel  eines  sphärischen 
Dreieckes  überhaupt  zwischen  2  und  6  rechten  Winkeln  ein- 
geschlossen ist,  so  kann  ein  rechtwinkeliges  sphärisches  Drei- 
eck 1,  2  oder  3  rechte  Winkel  besitzen.  Weil  aber  bei  der 
2.  Gattung  2  Seiten  Quadranten  sind,  und  die  3.  Seite  das 
Mass  des  schiefen  Winkels,  also  eines  durch  das  andere 
gegeben  ist,  bei  der  letztern  Gattung  hingegen  jede  Seite 
ein  Quadrant,  also  auch  hier  alles  bekannt  ist;  so  haben 
wir/t38  hier  bloss  mit  der  erstern  Art  von  rechtwinkeligen 
Dreiecken  zu  thun~. 

§.  14.  Man  bezeichne  nun  wieder  den  rechten  Winkel 
durch  C,  die  beiden  schiefen  Winkel  durch  A  und  5,  also 
die  Hypotenuse  durch  c  und  die  Catheten  durch  a  und  6; 
so  können,  da  jede  auflösende  Gleichung  3  StAcke:  die 
beiden  gegebenen  und  das  gesuchte  enthalten  muss,  diese 
der  Reihe  nach  sein : 

BcA^      cAby      Abüf    boBj     aBc, 
acbj     BAüy      cbBy     Aac,    bBAy 

so,  dass  also  bei  der  Auflösung  der  rechtwinkeligen  sphäri- 
schen Dreiecke  im  Ganzen  10  Fälle,  wovon  jedoch  (da  der 
4.,  5.,  9.  und  10.  Fall  mit  dem  3.,  2.,  8.  und  7.  identisch 


4» 

ist,  und  durch  blosse  gehörige  Vertauschung  der  Buchsta- 
ben entsteht)  nur  6  wesentlich  von  einander  verschieden 
sind,  vorkommen.  Man  erhält  diese  10  auflösende  Glei- 
chungen, ohne  Bücksicht  auf  ihre  Ordnung,  ganz  leicht  auf 
folgende  Weise* 

# 

§.  75.  Aus  den  Relationen  in  den  §§.  66,  67,  70  hat 
man  dör  Beihe  nach,  wegen  C=90°,  also  «tnC=l  und 
cosC=0,  sofort  (X)  co8c=^co8aso8bi  (2)  c^ac^^cotAcotB 
und  sin  a :  sin  b :  sin  e  =  sin  A :  sin  B :  1  oder 

(3)  sin a  =  sin A sin Cf  sin b=^ sin B sine* 

Setzt  man  diesen  Werth  von  cosc  aus  (1)  in  die  au» 
§.  66  folgende  Formel: 

,   .              .         eoa a  —  cosheoac 
(a)   COsA=^ :——, , 

80  erhält  man: 

y*v             A        eotaCl  —  CO*  6")        eo9a$inh 
(ß)   C0SA= ^— = : , 

oder  [(3)]  wegen  ««c  =  -r-T,  auch 

(4)  cot  A=^cota  sin  6,  und  analog  cot  B=  cotb  sin  cu 

Der  aus  (1)  feigende  Werth  eosa=^eose:cosby  in  (a) 
substituirt,  gibt 

.        eo«c(l — cos  b*)        cos  c  sin  b       _ 

COS  A  =  ——■ — : —  =  .      oder 

stn  0  cos  0  sm  c  cös  h  sm  c 

(5)  COS  A  =s  tanff  b  cot  c    und     cos  B  =  tang  a  cot  c. 

Diese  erstere  Gleich.  (5)  mit  jener  [(3)]  sin  b  =  sin  B  sin  c 
multipUcirt,  gibt 

.         sin  B  cos  c        sin  B  cos  a  cos  b   r /^  v-i       i 

cosA  = ; —  = ; [(1)]  oder 

cos  b  cos  b 

(6)  COS  A  =  COS  a  sin  B    und     cos  B  =  cosb  sin  A. 

An  merk.    Diese  Fonneln  (5)  nnd  (6)  lassen  sich  anch  ganz  einfach 

aus  jener  (ß)  ableiten,  wenn  man  beziehungsweise  in  diese  cos  a  = 7 

cosb 

[(1)]  und  sin  b  =  sin  B  sin  c  [(8)]  setit  und  gehörig  redudrt. 

§.  76.  Diese  10  auflösenden  Gleichungen  lassen  sich 
auch  aus  2  sehr  einfachen  und  leicht  zu  behaltenden  Sätzen, 
den  sogenannten  N  e  p  e  r'schcn  Regeln  ableiten.  Beriicksich- 
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tiget  man  nämlich ,  dass  oben  (§.  74)  in  den  beideu  hori- 
zontalen Gruppen  von  den  5  Stücken  des  Dreieckes:  c,  A^ 
hy  Oj  B  (da  der  rechte  Winkel  C  nicht  vorkommt)  jedes  der 
Reihe  nach  Mittelstück  ist,  und  die  beiden  übrigen  in 
der  erstem  Keihe  die  diesem  Stücke  zunächst  liegenden, 
welche  wir  anliegende,  in  der  2.  Reihe  aber  die  zweit- 
folgenden Stücke  sind,  welche  wir  Kürze  halber  die  gegen- 
überliegenden nennen  wollen,  und  schreibt  man  noch 
überall  in  diesen  beiden  Gruppen  statt  der  Catheten  a  und  h 
ihre  Complemente  90  —  a  und  90  —  b;  so  bestehen  diese 
beiden  Regeln  in  Folgendem:  ^ 

1.  der  Cosinus  des  Mittelstückes  ist  gleich 
dem  Producte  der  Cotangenten  der  anlie* 
genden  Stücke; 

2.  der  Cosinus  des  Mittelstückes,  ist  gleich 
dem  Producte  der  Sinus  der  gegenüberlie- 
genden Stücke. 

An  merk.  Die  Richtigkeit  dieser  beiden,  die  sftmmtllche  Auflösung 
der  rechtwinkeligen  sphärischen  Dreiecke  enthaltenden  Regeln  folgt 
,daranB,  weil  durch  ihre  Anwendung  auf  die  beiden  obigen,  alle  hier 
möglichen  Combinationen  darstellenden  Reihen  (§.  74)  die  rorigen 
10  Gleichungen  erhalten  werden.  So  erhält  man  aus  der  1.  Reihe 
nach  der  1.  Ivegel : 

cos  c  =  cot  Ä  cot  B  [GL  (2)], 
cosA  =-  cot  c  cot  (90  —  6)  =  cot  c  tang  h  [(5)]  u.  s.  w. ; 

aus  der  2.  Reihe  nach  der  2.  Regel: 

cos  c  =^  sin  (90  —  a)  sin  (90  —  1))  =  cos  a  cos  b  [Gl.  (1)], 
cos  A  =  sin  B  cos  a  [(6)],    sin  h  =  sin  c  sin  B  [(3)]  u.  s.  w. 

Sind  also  z.  B.  die  Cathete  b  und  der  anliegende  Winkel  A  ge- 
geben ,  und  soll  die  andere  Cathete  a  bestimmt  werden ;  so  wird 
man  ron  diesen  3  Stücken  jenes  zum  Mittelstück  wählen  ,  wodurch 
die  beiden  übrigen  entweder  anliegende  oder  gegenüberliegende  Stücke 
werden,  und  dann  im  ersten  Falle  die  1.,  im  letztem  die  2.  Regel 
anwenden.  Man  sieht  hier  sogleich ,  dass  &  als  Mittelstück  genom- 
men, die  beiden  übrigen  A  und  a  anliegende  Stücke  werden;  man 
hat  daher  nach  der  1.  dieser  Keper'schen  Regeln: 

cos  (90  —  h)^  cot  A  cot  (90  —  «),  d.  i. 
sin  b  '^  cot  A  tqny  a  [Gl.  (4)], 

und  daraus :  feuig  a  =  tang  A  sin  b,  und  so  in  allen  übrigen  Fällen. 
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$.  Tt,  Bei  der  Auflösung  der  sphärischen  rechtwinkeli- 
gen Dreiecke  kommt  ebenfalls  ein  unbestimmter  Fall 
vor,  und  es  ist  jener,  in  welchem  eine  Cathote  und  der 
gegenüberstehende  Winkel,  z.  B.  a  und  A  gegeben  sind; 
in  diesem  Falle  hat  man  nämlich  zur  Bestimmung  der  Hy- 

• 

potenusefGl.  (3)]:   8inc=- — 7,    und  da  c  aus  dem   Sinus 

*■  "•  stnA 

gefunden  wird,  so  gibt  es  (vergl.  §.  57)  für  c  zwei  Werthe, 
also  auch  in  diesem  Falle  2  Dreiecke*).  Um  indess  noch 
näher  zu  untersuchen,  ob  nicht  in  besondern  Fällen  c,  also 
das  Dreieck  dennoch  bestimmt  sein  kann,  dienen  folgende 
Betrachtungen. 

§.  TO.  Aus  der  Relation  (4),  §.  71,  in  welcher  die  Nen- 
ner sin^C  und  (da  för  jedes  aufzulösende  Dreieck  c  <  180° 
ist)  cos^c  immer  positiv  sind,  folgt  (was  auch  aus  I.,  §.  72 
hervorgeht) ,  dass  cos  ^  (A  +  B)  und  co«  ^  («  -|-  t)  immer 
einerlei  Zeichen  besitzen,  also  A-\-  B  und  a-\-  b  von  einer- 

lei  Art,   d.   L   für  ^-f  5=180  auch  «4-*  =  180  und 

<  < 

umgekehrt  sei ;  eine  Eigenschaft ,  welche  für  jedes  sphäri- 
sche Dreieck   überhaupt,    also  auch  für  das  rechtw.  gilt. 

§.  79.  Für  das  rechtwinkelige  Dreieck  folgt  insbeson- 
dere aus  (4),  §.  75  :  sinb=^ tang a :  tcmg A,  und  Aa  nnb  im- 
mer positiv  ist,  so  haben  auch  tanga  und  tangA  immer 
dasselbe  Zeichen,  oder  es  sind  die  Cathete  und  der  gegen- 
überstehende Winkel  immer  von  einerlei  Art,  d.  h.  es  ist 

far  a  =  90  zugleich  auch  A  =  90. 

<  < 

§.  80.  Ist  nun,  um  auf  unsem  unbestimmten  Fall  (§.  77) 
zurück  zu  kommen,    1.  ^  =  90°,  also  A-{-C=lSO^  mithin 

*)  Man  kann,  wenn  man  will,  anch  die  beiden  Übrigen  StQcke  6  nnd  B 

cos  c 

durch  c  aasdracken,  indem  man  [Gl.  (1)  und  (5)]  c<wö  = und 

CO»  a 

cot  B  s*»  cotc  tang  a  hat 
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(§.  78)  auch  a  +  tf  =  180 ;  so  ist ,  wegen  (§.  79)  a  =  90, 
Bofort  c  =  90,  ^80  bestimmt  (vergl.  §.  73).  Ist  2.  -4  <^90, 
also  ^-|-C<  180,  folglich  (§.78)  auch  a-f  <j<180;  so  ist, 

wegen  (§.  79)  a<90,  sofort  c^^90*),  also  unbestimmt, 

ausgenommen ,    es    wäre    der    berechnete    stumpfe    Winkel 

e  ~  180  —  a  (wodurch  gegen  die  vorige  Relation  a  +  c  ~  180 

ausfiele),  dann'  müsstc  der  spitze  Winkel,  d.  i.  c<^90  ge- 
nommen werden,  wodurch  das  Dreieck  bestimmt  wäre.  Ißt 
endlich  3.  ^  >  90,  also  A  +  C^  180,  folglich  (§.  78)  auch 

a-|-c>180;  so  ist,  wegen  (§.  79)  a>90,  sofort  c^90, 
also  wieder  unbestimmt,  ausgenommen,  es  fiele  der  be- 
rechnete spitze  Winkel  e  ~  180  —  a  aus  (wodurch  a-\~c~  180 

wQrde),  dann  könnte  nur  der  Werth  c  >►  90  gelten,  wodurch 
also  auch  das  Dreieck  bestimmt  wäre. 

An  merk.  Ansser  diesem  angefthrten  Falle  sind,  wie  man  leicht  sieht, 
alle  fLbrigen  vollkommen  bestimmt,  indem  die  gesuchten  Stücke 
durch  die  Tangente,  Cotangente  oder  den  Cosinus  bestimmt  werden. 
Der  einzige  Fall,  wo  noch  der  Sinns  vorkommt,  ist  jener,  in  wel- 
chem die  Hjrpotennse  c  und  ein  Winkel,  s.  B.  Ä  gegeben  sind  und 
die    Cathete  a  gesucht   wird ;    denn   man   hat  daftr  [(3)] :   sin  a  = 

sin A sine f    hier    ist   aber   a      90  zu  nehmen ,  je  nachdem  (§.  79) 

der  gegebene  Winkel  ^^90  ist 

Zur    Uebnng   kann    man    von    dem    Dreiecke,     in     welchem 

^  —  as*  ar  42",  b  =-  ee»  ss"  o"»8,  a  —  4»  35'  26"-2,  6  —  lo*  39'  40" 

und   Ca«  11* 35' 49"   ist,   abwechselnd  2  Stücke  als  bekannt  an- 
nehmen  und  das  3.  bestimmen. 

Ein  2.  Dreieck  ist:  a  =  27»  48',  ö  —  690  9'47"-9,  c— 71»39'S7", 
Ä  —  29»  25'  44 "  und  B  —  79»  56'  4  "-2. 

§•  81.  Ein  Dreieck y  in  welchem  eine  Seite,  z.  B. 
<*  =  90^  ist,  heisst  ein  Quadranten-Dreieck,  und  da 
in   dem  entsprechenden   Polardreiecke   (§.  67)   der   Winkel 

*)  Fände  man  c  —  90*  (was  fBa  a  =  A  geschieht),  so  bes&sse  das  Drei- 
eck 2  rechte  Winkel  (C  >-  ^  —  90)  und  w&re  (da  auch  6  «  90  wird) 
▼ollkommen  bestimmt. 


« 

C  =  180  —  c  ^  90 ,  da«  Dreieck  also  ein  rechtwinkeliges 
ist;  so  kann  dieses  nach  den  obigen  §§.  au^^öst  werden, 
wodurch  dann  anch,  wenn  man  wieder  auf  das  ursprüng- 
liche Dreieck  zurückgeht,  dieses  letztere  bestimmt  ist.  Wäre 
z.  B.  in  einem  solchen  Dreiecke  c  =  90^,  femer  a  und  B 
gegeben ;  so  wären  es  in  dem  bei  C  rechtwinkeligen  Polar- 
dreiecke die  Stücke  ^'=180  — a  und  6  =180  — J8,  wd- 
ches  sofort  aufgelost  wieder  die  Stücke  6  =  180  —  Ä*, 
^  =  180  —  a  und  C  =  180  —  c  des  Quadrantendreieckes 
gibt.  — 

Zar  Uebang  kann  diu  Dreieck  dienen:   a=^3S*57'6",   6  =  66* SS', 
c  =  90»,  ii  —  23*  49*  26"'§ ,    B  ^  A2*  56'  12"-3  and  C  «*  182*  2'  44"-6. 

b)  Der  schiefwinkeligen  sphärischen  Dreiecke. 

§.  82.  Bei  der  Auflösung  der  schiefwinkeligen  sphäri- 
schen Dreiecke  können  die  3  bestimmenden  Stücke  sein: 
I.  die  3  Seiten ;  11.  die  3  Winkel  (weil  nämlich  ihre  Summe 
nicht  wie  im  geradlinigen  /\  unveränderlich  ist) ;  HI.  2  Sei- 
ten sammt  dem  eingeschlossenen  Winkel ;  lY.  2  Winkel 
und  die  zwischen  liegende  Seite;  V.  2  Seiten  und  ein  ge- 
genöber  liegender  Winkel;  endlich  VI.  2  Winkel  und  eine 
gegenüber  liegende  Seite. 

§.  8S.  L  Gegeben  die  3  Seiten  a,  by  e.  In  die- 
sem Falle  findet  man  den  Winkel  A  nach  einer  der  For- 


mein  (§.  68)  «n  i  ^  =  l/^n(«-ft)«n(«-c)    ^^^^.  ^ 


immer  der  spitze  Winkel  gilt)  oder  co8\A=  t/  — r 


9in{s — a) 


ain  b  sin  c 

oder  nach  der  aus  diesen  beiden  durch  Division  entstehen- 
den von  tang^Ay  welche  Formeln  zugleich  die  Anwendung 
der  Logarithmen  gestatten.  Zur  Berechnung  der  beiden 
übrigen  Winkel  B  und  C  dienen  die  analogen,  durch  blosse 
Vertauschung  der  Buchstaben  aus  den  eben  genannten  ab- 
geleiteten Formeln. 

Zar  Uebung  dieses  und  der  folgenden  Fälle  kann  das  Dreieck 
dienen,  in  welchem  a  — 50*  54*32",  6  — 37*  47' 18",  c— 74»51'50", 
^-^44»10'40"*78,  B  =  83*  22' 44" -86  nnd  C— ll9*55'6"  ist. 


48 

§.  84.  n.  Gegeben  die  3  Winkel  A,  B^  C.  Zur 
Bestimmung  der  Seite  a  wird  man  am  einfachsten  auf  die 
Formeln  des  vorhergehenden  §•  die  Eigenschaft  des  Polar- 
dreieckes anwenden,  indem  sich  dadurch  die  Seiten  in  Win- 
kel und  die  Winkel  in  Seiten  verwandeln.  Man  erhält 
nämlich,  wenn  A'  +  B'  +  C  =  2S\  also  ^  +  J5  +  C=  2S 
gesetzt  wird,  wegen  «  =  270^— S',  «  — a  =  90  — (S'— ^')» 
Ä_i  =  90  — (S— 5;,  «  — c  =  90  — (S'— C)  ft=180  — J5' 
und  c  =  180  —  C\  mit  Hinweglassung  der  Accente : 


V- 


8%n^a=^  %/ .   ,,  .'    und 

8in  B  sm  O 


V' 


m    yco8(S—B)cos(S^C) 
C09i 


ain  B  sin  C 


woraus  auch  ganz  einfach  (§§.  16,  23)  die  Formeln  für 
tang^a  und  sina  folgen.  Durch  gehörige  Verwechshing 
der  Buchstaben  erhält  man  auch  die  analogen  Formeln  zur 
Berechnung  von  b  und  c. 

An  merk.  Da  in  jedem  sphärischen  Dreieck  A '\- B -\' C '>' ^R  nnd 
<:6Ä,  also  '\(A  +  B-^-C),  d.i.  S>  R  und  OÄist;  so  ist 
(§.  8)  cosS  immer  negativ.  Da  femer  S — A  =  \{B'\-C — J), 
und  im  entsprechenden  Polardreieck  6'-f-c'>a'  oder  (§.  67) 
180  — 5-1-180  — C>  180  —  21,  d.  i.  i  (ß -f  C  — -4)  <  90*  ist; 
so  ist  eo8  (S  —  A)  immer  positiv  [was  auch  f&r  cos  (S  -—  B)  und 
cos(S — Q^gilt]  ,  also  die  obige  WurzelgrOsse  in  sinia  ftr  jedes 
mögliche  Dreieck  reell. 

§.  85.  m.  Gegeben  2  Seiten  sammt  dem  einge- 
schlossenen Winkel,  z.  B.  o,  fr,  C.  Um  zuerst  die  bei- 
den Winkel  A  und  B  zu  bestimmen,  wendet  man  die  bei- 
den Neper'schen  Analogieen  I.  und  11.,  §.  72,  welche  sich 
zugleich  auch  logarithmisch  behandeln  lassen ,  an ,  und  be- 
rechnet nach  der  erstem  ^  (-4  -(-  5)  =  « ,  und  nach  der  2. 
^(-4  —  jB)  =  d;  so  hat  man  ^  =  «  +  ^  i^d  B  =  8  —  d  (wäre 
A^Bf  so  dürften  nur  A  und  B  mit  einander  verwechselt 
werden).  Sind  die  Winkel  bestimmt,  so  findet  man  die 
3.  Seite  c  nach  einer  der  Relationen  (§.  70) 

sin  c  =  8in  a  sin  C :  sin  A  =  sin  h  sin  C :  «in  B. 
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§.  86.     Um  jedoch   diese   Seite  c  unmittelbar  aus   den 
gegebenen  Stücken  zu  bestimmen,  hat  man  aus  §.  66: 

C08  C  =  €08  a  €08  b -\- SÜl  a  8171  b  €08  C, 

oder  wenn  man,  um  diese  Formel  ftir  die  Anwendung  der 
Logarithmen  einzurichten,  im  zweiten  Theil  der  Gleiclumg 
dnadnb  addirt  und  abzieht  und  gleich  reducirt : 

C08  C  =  €08  («  -f"  i)  "f"  ^^  ^  ^^  ^  (1  +  <^08  C) 

=  €08  (a  +  i)  +  2  sin  a  sin  bcos^C^  (§.  23), 

und  wenn  man  auch  für  co8  c  den  Werth  1  —  2  «« ^  c*  setzt 
UDd  2  sin  ^  c^  bestimmt : 

2  sin  ^  c*  =  1  —  €08  {a-\-  b)  —  2  sin  a  sin  b  €08  ^  C* 
=  2  Ätn  ^  (a  -|-  b)^  —  2  sina  sin  b  €08  ^  C, 

,  sin  a  sin  b  cos  ^C^  ^ 

oder  mdem  man  —  .-r^ — r-v^s-;— =^  ^oa <?    setzt: 

sin  i  c*  =  sin  ^  (a  +  6)*  (1  —  €08  y*),  d.  i. 
sin  \  €  :=^  sin  \  {a -\'  b)  sin  y. 

Man  wird  also  aus  dieser  Gleichung,  auf  die  sieh  nun 
die  Logarithmen   anwenden   lassen,   die   Seite  c  berechnen 

cos  \  C 


können,  sobald  man  aus  jener  €0S  c  = ; — ; — -  V  sin  a  sin  by 

*        *m  i  (o  -|-  b) 

die  sich  ebenfalls  logarithmisch  behandeln  lässt,   den  Hilfs- 
winkel f  bestimmt  hat*). 

Für  dafl  obige  Dreieck  (§.  83)  findet  man,  wenn  c  auf  die  hier  yor- 
getragene  Weise  gesucht  wird,  den  Hilfswinkel 

(P  =  60*24'  13  "-5. 

§.  81.  rV.  Gegeben  2  Winkel  sammt  der  an- 
liegenden Seite,  z.  B.  A^  i?,  c.  In  diesem  Falle  erhält 
man  die  sämmtlichen  nothigen  Formeln  aus  jenen  des  vori- 
gen Falles,  indem  man  auf  diese  das  Polardreieck  anwen- 
det. So  wird  man  zuerst  wieder  aus  den  beiden  Analogien 
ni.  und  IV.,  §.  72  (welche  ebenfalls  auch  auf  die  erwähnte 

*)  Setzt    man    dagegen    sin  (f  ==  cos  iCV  sina  sin  b  ,    so    folgt:    (§.    28) 
sin  i  c'  =»  sin  i  (a  -|-  6)*  —  sin  9* 

=  sin  H  (a  +  ft)  -^  9]  sin  [J  (a -^  b)  —  (f.]. 

Nach  dieser  Art  findet  man  ftir  das  obige  Dreieck 

'^  =  20"  11'  46  "'5. 
Bor;*s  Conipeudlum  d.  böh    Muth.  ^ 
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Art  aus  I.  und  ü.  entstehen),  die  Seiten  a  und  b^  und  dann 
nach    einer   der   Kelationen   «n  C  = : = -, den 

sin  a  sin  b 

3.  Winkel  C,  oder  wenn  man  diesen  durch  die  gegebenen 
Stöcke  unmittelbar  (jedoch  mittelst  eines  Hilfswinkels)  aus- 
drücken will ,  aus  der  Formel  cos  \C=8in-i^(A  +  ß)  sin  '^ 
bestimmen,  nachdem  man  früher  den  Hilfswinkel  (f  aus  der 

Gleichung    cos  a  =   .  ,  ,  ^  .    ^^  l/^sin  A  sin  B    mit    Hilfe  der 

^  ^         sin  1  (^  -f-  JB)  ' 

Logarithmen  berechnet  hat*). 

Da«  obige  Dreieck  als  Beispiel  gewählt,  findet  man  hier 

^  =«  53»  3'  5i"-2' 

§.  88.  V.  Gegeben  2  Seiten  und  ein  gegenüber- 
liegender Winkel,  z.  B.  a,  &,  A.     Hier  bestimmt  man 

zuerst  den  Winkel  B  aus  der  Gleichung 

> 

stnB  =  — ^ (§.  70), 

8in  a 

und  dann  nach  der  Relation  (I,,  §.  72) 

cot^C=tanffi(A  +  B)^±^^ 

den  Winkel  C,  so  wie  endlich  mittelst  dieses  Winkels  aus 
der   Formel   sinc  = -. — - — ,    oder   ohne    diesen    aus  jener 

smA 
(§.  72,  HI.)  tangic  =  tang \{a-[-h)  '^^}[^^^j  die  Seite  c. 

§.  89.  Um  aber  auch  C  und  c  unmittelbar  aus  den  ge- 
gebenen Stücken  zu  bestimmen,  hat  man  (um  eine  Relation 
zwischen  a,  6,  A^  C  zu  erhalten)  (§.  66) 

cos  A  =  {cos  a  —  cos  b  cos  c)  :  sin  b  sin  c, 
*")  Oder  man  hestimmt  den  Hilfswinkcl  aus 


sin  (f  =  sin^  c  V  tfin  A  sin  jB, 

and  dann  C  ans  der  Gleichung : 

cos  i  C^  —  sin  [i  (^  +  Ä)  +  9]  sin  [^  {A-{-B)  —  9], 

(welche  Relationen  ehenfalls  aus  den  heiden  vorigen  der  Note  mit 
Hilfe  des  Folardreieckes  folgen).  Für  das  ohigc  Dreieck  erh&lt  num 
auf  diese  Weise  ^  =  22*  6'  30"-93. 
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oder  wegen  cos  c  =  co8a  cos  b  -\~  sina  sin  b  cos  C  (aus  §.  66) 
auch: 

cosa  —  cos  b  cos  c  =  cos  a(l  —  cos  6*)  —  sin  a  sin  b  cos  b  cos  C, 

also  wenn  man  (da  1  —  cos  6*  =  sin  6*  ist)  durch  sin  b  ab- 
kürzt: 

cos  A  =  {cos  asinb  —  sin  a  cos  bcosC)  :  sin  c, 

oder  endlich ,  wegen  sin  c  =  sina  sin  C :  sin  Ay  auch : 

cot  A  sin  C  -\-  cosb  cos  C=cota  sin  b ; 

um  diese  Formel  für  die  Anwendung  der  Logarithmen  ge- 
eignet zu  machen,  setze  man  (a)  lang  ^  ^=:^  lang  A  cos  b j  so 
wird ,  wie  leicht  zu  sehen :  {ß)  ««  (  C  -|-  y )  =  lang  bcotasin^^ 

Femer  ist  (zur  Berechnung  von  c)  aus  der  1.  der  obi- 
gen Gleichungen :  cos  b  cos  C'\-  sin  b sin  c  cos  A  =  cosa,  oder 
f&r  (a  )  tang  oo  =  tang  b  cos  A  auch : 

^     V  ^  V  cos  a  cos  ci) 

(ß  )    COS  (c  —  Co)  = ; . 

cos  b 

Nachdem  man  also  die  Hilfswinkel  9  und  00  aus  den  Rela- 
tionen (a),  (a)  bestimmt  hat,  findet  man  C  und  c  nach  den 
Gleichungen  (ß)  und  (ß'). 

Für  unser  Dreieck  wird 

{p  =  37»31' 17'-23     und     w  =  29"  4' 8r'-12. 

$.  90.  Da  der  Winkel  jB,  von  welchem  auch  die  übri- 
gen Stücke  C  und  c  abhängen ,  hier  aus  dem  Sinus  gefun- 
den wird;  so  ist  dieser  Fall  (wie  jene  in  §§.  57,  77)  ein 
unbestimmter,  und  es  gibt  hier  wieder  im  Allgemeinen 
2  Dreiecke,  welche  der  Bedingung  der  Aufgabe  entsprechen. 
Um  die  Fälle  aufzufinden,  in  denen  das  Dreieck  dennoch 
bestimmt  ist,  dienen  wieder  folgende  Betrachtungen. 

§.  91.  Ist  a)a-\-b=  180«,  also  auch  (§.  78)  A  -f  jB=180  ; 
80  ist  1.  für  ^  =  90  sofort  B  =  90,  2.  für  A  <  90,  ist  J5  >  90, 
und  3.  für  -4>90°,  ist  5<90,  also  B  immer  bestimmt. 

Ist  ß)  a-hft<180o,  also  auch  ^  +  J5<180;  so  ist 
1.  ftr  ^  =  90  sofort  ^  <  90,  und  2.  fhr  ^  >  90  ebenfaUs 
B<^90,  also  B  in  beiden  Fällen  bestimmt.     Dagegen  i^ 

4* 
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3. f&r  ^  < 90*  sofort  J5 ^ 90,  also  unbestimmt*);  den  Fall 
ausgenommen,  in  welchem  4.  der  durch  Rechnung  erhaltene 
stumpfe  Winkel  -S~180  —  A  ausfiele  (wodurch  gegen  die 

Voraussetzung  A-^jB~  180®  würde) ,  wo  dann  nur  der 
spitze  W.  5^90  gelten  kann,  folglich  £  bestimmt  ist,  ein 
Fall,    welcher    immer   für   b~a   eintritt,    weil   dann   auch 

B~A  sein  muss. 

Ist  endlich  y)  a  +  6>  180^  also  (§.  78)  auch  A+B>  180'; 
80  ist  1.  für  A  =  und  <^  90®  sofort  5>  90,  also  bestimmt, 

dagegen  2.  für  -4  >►  90  offenbar  J5      90®,  also  unbestimmt, 

den  Fall  ausgenommen,  in  welchem  3.  der  berechnete  spitze 

Winkel  B~180  —  A  ausfiele  (wodurch  gegen  die  Annahme 

^-|-jB^180  würde),  wo  dann  nur  der  WerthÄ>90  gel- 
ten kann,  also  B  bestimmt  ist,  ein  Fall,  welcher  immer 
eintritt  für  ft~a,  weil  dann  auch  B~A  sein  muss**). 

*)  Würde  zafUlig  B  »»'90*,  so  wäre  das  Dreieck  rechtwinkelig  nnd  be- 
stimmt. 
**)  Bekanntlich  ist  in  diesem  Falle  (m.  s.  z.  B.  L  e  g  e  n  d  r  e*8  Geome- 
trie, übers,  aus  dem  FranzOs.  nach  der  12.  Original- Auflage,  2.  Aufl. 
der  Uebers.  S.  404)  das  Dreieck  bestimmt  oder  es  gibt  nur  ein 
Dreieck,  wenn 

^  <  90,     fc  <:  90,  o  >  fc 

ii<:90,  6>90,  a  +  6>180 
^>90,  6<:90,  a-f-ft<:180 
-4  >  90,     fc  >  90,  a  <:  6 ; 

dagegen    unbestimmt   oder  es  gibt   zwei  Dreiecke  oder   zwei 
Auflösungen,  wenn 

^  <:  90,     fc  <:  90,  a  <  6 

^<C90,  6>90,  a-f-6<:l80 
^  >  90,     fc  >  90,  rt  >  6 

^>90,     6<:90,     a-H6>180. 
Nach  einer  andern  Znsammenstelhmg  hat  man  folgende  Resultate: 
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Nnnmt  man  in  dem  obigen  Dreiecke  (§.  83)  die  Stacke  a,  h,  A  als 
gegeben  an  ,  so  findet  man  nur  diese«  genannte  eine  Dreieck ;  aber 
aodi  nach  /?)  folgt,  wegen  o-f-ö<:i80,  ^<:90  und  6 < o,  dnss  die- 
ser Fall  ein  bestimmter  ist. 


90»< 


i a<:b  zwei  Aafl6simgen 
^  f  a^h  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  -J-  *  ^  *80' 

I  a  -|-  6  ^  180»  keine  Aufl. 
a  +  fr^lSO"*  iwei  Aufl: 


I 


90 


A:>90*< 


90 


90 


90* 


oAo '  <*  "H  *  ^  '®^*  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  ^^  A 

la^6  keine  Aufl. 
ia<:b  zwei  Auflösungen. 
la^6  keine  Aufl. 

(a-\-b:>\QO^  zwei  Auflösungen 
a  4-  6  "  180*  eine  Aufl.,  wenn  nicht  o  "  6 

la^6  keine  Aufl. 
/  a  >-  6  zwei  Auflösungen 
^;o™6  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  +  6  ^  180* 

|o  +  6^180'  keine  Aufl. 
r  a  :>  6  zwei  Auflösungen 
la^^6  keine  ^ufl. 

(a  >  6  eine  Aufl.,  wenn  nicht  «  +  6  ^  180* 
. a^Tlbkeine  Aufl. 

a  +  6™l80  keine  Aufl. 

a  <  6  eine  Aufl.,  wenn  nicht  a  +  6  ^  1 80* 

I     -  ^ 

6>90'/a_   6  keine  Aufl. 

180*'  keine  Aufl. 


90 


I 

(a<C6  ein 
a^b  kei 
[a  +  6^1 


_  q/jo  (  «  ^  ÖO*  unendlich  viele  Auflösungen 
"~        1  a  <  oder  >  90"  keine  Aufl. 
Das  analoge  Schema  f&r  den  VI.  Fall  erhalt  mau  ganz  einfach  aus 
dem  vorstehenden,   wenn   man   die  Eigenschiift  des  Polardreiecket«  an- 
wendet nnd  a,  b^  A    in    A,  B,  a,    das  Zeichen  >  in  jene«  <C  und 
umgekehrt  umwandelt. 
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Dagegen  erhalt  mnu  Mr  a  =  36«  24'  1 2 " ,  b  =  52*  7'  1 5"  und 
A  =  40*  45'  4"  zwei  Dreiecke,  und  zwar  für  da»  eine  c  =  64"  20*  19", 
i^  =  60M4'55'-4,  C=  970  29' 54"-7,  und  fttr  das  andere:  c=- 24*8' 35 'S. 
B=ii9Ub'4'B,   C«  26"  44'  13 '-4. 

§.  02.  VI.  Gegeben  2  Winkel  und  eine  ge- 
genüber liegende  Seite,  z.  B.  -4,  J5,  a.  Die  hier 
nuthigen  auflösenden  Gleichungen  werden  wieder  am  ein- 
fachsten aus  jenen  des  vorigen  Falles  erhalten,  wenn  pian 
auf  diese  das  Polardreieck  anwendet.     Man    erhält  nämlich 

der  Reihe   nach :    ain  b  =  — :— —   zur  Bestimmung   von  b. 
tanff  ic  =  taug  i  («  +  o)  — — — — ,  um  damit ,   oder ,  wenn 

ovo  "^  1  ^1  ^J  j 

man  den  Hilfswinkel  y  aus  tang'sf,=>  lang  a  cos  B  berechnet  hat, 
aus   dn{c  —  f )  =  tang  B  cot  A  fdn  y    unmittelbar  c  zu  finden. 

Endlich   findet   man   mit   Hilfe   von  c   aus   8inC=- 

sin  a 

oder    auch    aus    cot\C=  tanq iCA-^-B)  — — ,    oder 

nachdem  der  Hilfswinkel   co  nach   der   Gleichung    tang  oo  = 
tang  B  cos  a  berechnet  worden,  unmittelbar  aus  der  Belation 

cos  [180  -  (C  +  «)]  =  'JL±^  den  W.   C 

C08  B 

Für  unser  Beispiel  wird  hier 

(p  =  45*  47'  12"-87     und     ya  =  22**  38'  36"*7l. 

§.  93.  Auch  dieser  Fall  ist  im  Allgemeinen  unbe- 
stimmt, so,  dass  der  Aufgabe  zwei  Dreiecke  entsprechen. 
Wiederholt  man  die  im  §.  91  durchgeführte  Untersuchung, 
oder  kürzer,  wendet  man  auf  alle  Kelationen  dieses  §.  wie- 
der das  Polardreieck  an;  so  findet  man  Folgendes:  Das 
Dreieck  ist  bestimmt  1.  für  -4  +  -S=1800;  dabei  ist  för 
a>,  =,  <90®  beziehungsweise  ft<,  =,  >  90^.  2.  für 
^  +  J9  <  180°  und  a  =  oder  >  90« ;  dabei  ist  b  <  90.  3.  für 
^  +  J5  >  180  und  a=  oder  <  90® ;  dabei  ist  b  >  90.  Da- 
gegen ist  das  Dreieck  unbestimmt:  1.  für  -4  +  jB<[180^ 
und  a<^90®;  dabei  kann  b^  oder  <[90  sein,  ausgenom- 
men der  stumpfe  Winkel  b  fiele  dadurch  =  oder  >'180  —  a 
s,  ein  Fall,  der  immer  eintritt,  wenn  bei  der  vorigen  An- 
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nähme  7?=  oder  ^A  ist,  in  welchem  Falle  dann  nur  der 
spitze  Winkel  für  h  genommen  werden  darf,  wodurch  also 
6  ebenfalls  bestimmt  ist.  2.  für  ^  +  J5>  180  und  a>  90; 
dabei  kann  &>•  oder  <[90  sein,  den  Fall  ausgenommen,  in 
welchem  dadurch  der  spitze  Winkel  &=  oder  <[180--tt 
(was  wieder  unzulässige  Werthe  wären)  ausfiele  (was  für 
B'^A  geschieht),  wo  dann  nur  6 >  90  sein  kann,  also  der 
Fall  ein  bestimmter  ist. 

Nimmt  man  wieder  aus  dem  obigen  Dreieck  (§.  83)  die  3  Stücke 
Ä,  B,  a  als  gegeben  an ,  so  findet  man,  dass  dieser  Fall  ein  b  c- 
stimmter  ist  (wegen  -4-f-^<180,  a<:90  nnd  B<ZA),  mithin 
nur  dieses  eine  Dreieck. 

Dagegen  findet  man  ftr  ^  =  40*  45' 4",  B  =i- 60*  14' 55"'4  und 
o  =  36* 24' 12"  (wegen  -4-f-Ä<180',  O-C90  und  B>^A)  awei 
Dreiecke,  und  zwar  för  das  eiue: 

6  «  52«  ri5",     c  =  64*  20'  19 ",     0=  97«  29'  54"-7  , 
nnd  für  das  andere : 

h  —  127*  52'  45"  ,     c  «  155*  51'  24"     und     C  =-  153«  15'  4^'-6. 

§.  M.  Zur  Bestimmung  der  Fläche  F  eines  sphäri- 
schen Dreieckes  hat  man  zuerst,  wenn  die  Winkel  Ay  J5,  C 
desselben  gegeben  sind ,  dabei  der  rechte  Winkel  zur  Ein- 
heit des  Winkel-,  und  das  Dreieck  mit  3  rechten  Winkeln 
(d.  i.  der  8.  Theil  der  Kugelfläehe)  zur  Einheit  des  Flächen- 
masses  genommen  wird,  bekanntlich:  (1)  F=^A-\-B-\-C — 2. 
Man  erhält  also  daraus,  wenn  die  Winkel  in  Gradmass  ge- 
geben sind,  und  der  Kugel halbmesser  =r,  folglich  der 
8.  Theil  der  Kugelfläche  =^r*w  ist,  nach  dem  Sinne  die- 
ser Belation: 

F:^r^'!^  =  {A  +  B  +  C—  180)^ :  90«  oder 

(2)  F-.{^ ^- y^^. 

§.  95.  Um  F  durch  2  Seiten  a,  b  und  den  eingeschlos- 
senen Winkel  C  auszudrücken,  hat  man  aus  der  vorigen 
Gleichung  (1),  die  Winkel  in  Gradmass  ausgedrückt: 

i(^+5  +  C)  =  90  +  iF,  folgUch 
tang  \{A  -^  B  +  C)  =  —  cot^  F 
=  [Umg\{A  +  B)  +  lang ^ 6]  :  [1  —  tang\{A-\-B)  tang\  C] 
(§.  22)  oder,    wenn   man  fhr  tang\{A-{-B)  den  Werth  L, 
§•  72  Bubstituirt,  und  die  Brüche  wegschafl't: 
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—  cos  i  {a  —  Ä)]  tanf^  i  C  =  [cm ^a  cos^b  (1  -\-  tang  \  C^) 
-\r  8in\a  sin  ib{l  —  tatig  ^  C*)]  :  —  2  sin -^  a  sin  ^  b  fang  ^  C, 
oder  nach  einer  einfachen  Reduction  (wobei  für  tcmg,  der 
Quotient  sin :  cos  gesetzt  wird)  : 

''onF= jr^C-- • 

§.  96.   Um  endlich  noch  jP  durch  die  3  Seiten  a,  b,  c  aus- 
zudrücken, hat  man  aus  dieser  letzten  Formel  1-]-  cot^  F\ 

das  ist 

(a)  1  :  sin  i  F* 

=  [cot  i  a*  coe  i  6*  +  2  CO«  i  a  co^  i  6  CO«  C  +  1]  : ««  C^. 

Drückt  man  in  der  Gleichung  (§.  66) 

cos  C=  (cos  c  —  cos  a  cos  b)  :  sin  a  sin  b 

die  Sinus  und  Cosinus  nach  den  Formeln 

sin  a  =  2  sin^  a  cos  ^  x    und     co«  a?  =  1  —  2  m  ^  x' 

aus;    so  erhält  man,   beide  Theile  der  Gleichung  noch  mit 

2  cot\a  cot  \  b  multiplicirt : 

/  \    e%         1  IT  j^        «in  i  a'  4-  «in  J  6'  —  sin  A  c*         «. 

(r)  2  cot\a  cot  i  b cos  C=  — - — .  ,    ,  .  , 2. 

Es  ist  femer 

co<  ^  a*  CO«  ^  6"  =  — 


«in  J  a'  «in  ^  6' 
1  —  sin  J  o'  —  «tn  ^  6* 


+  1. 


«tn  4^  a'  «i»  ^6' 

daher,    wenn  man  diesen  und  den  vorigen  Werth  (r)  oben 
in  (oi)  substituirt : 

1  cos  ic^ 


sin  i  F*        sin  i  a«  «tn  i  6»  «in  C» 
.  »Miia«ini6    . 

Sin*  r  =^ ; sin  C , 

CO«  I  c 


oder 


und  wenn  man  endlich  für  »in  C  den  Werth  aus  §.  70- setzt, 
und  dabei  sin  a  und  sin  b  durch  den  halben  Winkel  aus- 
drückt : 

/,,v       .     ,    ,,        V  sin  8  sin  («  —  o)  «in  («  —  6)  «tn  («  —  c)  ^. 

(o)  sni  .J  r  = *). 

2  coÄ  i  a  roÄ  ^  6  co«  ^  r 

*)  Zwar  h\«sen  sich   auch   noch  in  den   3  übrigen   F&llen   Fonneln  ab- 
leiten,   in    welchen    die    Fläche   F  anmittclhar    durch    die  3  Bestim. 
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Für  das  obige  hier  durchgehcnds  als  Beispiel  gewählte  Dreieck  (§.  83) 
ist  der  sphärische  Excess  in  Graden  ausgedruckt:  (-4  +  -ß-f-  C —  180)' 
^  17'''47546,  folglich  die  Fläche  Ar  den  Kugelhalbmesser  r  [§.  94,  (2)]: 
F  =  '305004  r\  Fftr  die  beiden  Dreiecke  des  2.  Beispiels  in  §.  91  fin- 
det man  auf  den  Kngelhalbmcsser  ■»  1  bezogen,  für  das  erste:  /*«*  '32285, 
und  Ar  das  zweite:  F«» '12635.  Endlich  hat  man  noch  fftr  jene  bei. 
den  in  §.  93  (2.  Beisp.)  angegebene  Dreiecke,  fl&r  das  erste  F »» '32285, 
und  für  das  zweite:  /*»>  1*29613,  und  zwar  in  Quadratschuh,  Qnadrat- 
klafter  u.  s.  w.,  je  nachdem  der  Kngelhalbmesser  gleich  1  Schub,  1  Klaf- 
ter  u.  s.  w.  ist. 

Zur  ferneren  Uebung  kOnnen  noch  die  Dreiecke  dienen,    in  welchen 
a  =  65«  16' 26' ,    6  — 78»44'3r,    c  =  45^54' 56", 
A  —  66*  20'  1  r '4 ,    B  —  98*  27'  40" ,     C  —  46*  25'  1 8". 

/'  = -54491     und 
a  =.  40«  18'  27",     6  =  72*  24  12",     c  «  51^0'  42", 
A  —  39*  25'  2"'5,     B  =-  1 10*  40"  7  "'6 ,     C  —  49*  43'  28'  '5, 

F= -34576   ist. 

mungsstftcke  ausgedrückt  ist ;  allein  diese  Formeln  werden  so  ver- 
wickelt, besonders  wenn  man  sie  far  die  Anwendung  der  Logarithmen 
einrichten  will,  dass  es  jedenfalls  kflrzcr  ist,  entweder  die  Winkel 
oder  die  Seiten  des  Dreiecks  zu  bestimmen,  und  dann  F  respective 
nach  der  obigen  Formel  (2)  (§.  94)  oder  nach  der  eben  entwickelten 
(3)  zu  berechnen. 


Zweiter  Abschnitt. 


Die  Lehre  von  den  Functionen, 


Erstes  Capitel. 

Von  den  Functionen  im  Allgemeinen« 


Erklämngen. 

§.  97.  Jjehält  eine  Grosse  während  der  Rechnung 
oder  Entwicklung  denselben  TTerth  luiverändert  bei,  so 
heisst  sie  beständig  oder  constant;  im  entgegenge- 
setzten Falle  wird  diese  Grösse  veränderlich  oder  va- 
riabl  genannt.  Man  bezeichnet  die  ersteren  gewöhnlich 
durch  die  ersten,  die  letzteren  durch  die  letzten  Buchstaben 
des  Alphabetes. 

§.  98.  Jede  Grösse,  deren  Werth  von  dem  Werthc 
einer  andern  Grösse  auf  irgend  eine  Weise  abhängt ,  wird 
eine  Function  dieser  letzteren  genannt.  Obschon  aber 
nach  dieser  Erklärung  der  Werth  eines  jeden  analytischen 
Ausdruckes  von  allen  darin  vorkommenden  Grössen  ab- 
hängt, so  berücksichtiget  man  in  der  Regel  doch  nur  die 
veränderlichen  Grössen,  und  betrachtet  einen  solchen 
Ausdruck  als  Function  dieser  letztem.  —  Um  die  Abhän- 
gigkeit von  diesen  Variablen  kurz  anzuzeigen ,  setzt  man 
ihnen  einen  der  Buchstaben:  /,  i^,  y,  tj>  u.  s.  w.  vor  und 

bezeichnet  z.  B.  die  Ausdrücke  a  +  6.r ,  ]/ay  —  «ny, 
a  +  bay  —  2  log  y  beziehungsweise  durch  f{x)  oder  F{x) 
u.  8.  w.  /(y)  oder  F{y)  etc.  und  ß^^yj/)  oder  F{x^y)  u.  s.  w. 
Uebrigens  wendet  man  in  ein  und  derselben  Entwicklung 
den  nämlichen  Buchstaben  nur  für  solche  Ausdrücke 
an,  welche  sich  in  nichts  als  den,  die  variable  Grösse  be- 
zeichnenden Buchstaben  unterscheiden.   Bezeichnet  man  z.  B. 
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die  Relation  a-^-b*  —  ab  sin  x  durch  y  {x) ,  so  versteht  man 
in  der  nämlichen  Entwicklung  unter  ^(y)  den  Ausdruck: 
a-^lßf  —  ab  sin  y*),  Functionen,  wie  diese  beiden,  heissen 
ähnliche  Functionen. 

A  n  m  e  r  k.  Hftafig  bedient  man  sich  auch  statt  der  Bezeichnung  von 
/(r),  F(j/)y  /(«)  n.  8.  w.  bloss  der  grossen  gleichnamigen  Badi- 
Stäben  X,  Y,  Z, 


§.  99.  Bei  Gleichungen,  wie  z.  B.  y  =  ]/2 ax  —  x\ 
z  =  2x  —  Sa-\-logv  u.  s.  f.  schreibt  man  ebenfalls :  y  =f(x\ 
z=F{x,  v)  etc. ,  um  auszudrücken ,  dass  y  eine  Function 
von  X,  z  eine  Function  von  x  und  v  u.  s.  w.  sei.  Die  Grös- 
sen y  und  z  (die  Functionen),  welche  ebenfalls,  obschon 
nicht  unabhängig,  variabl  sind,  werden  abhängig  oder 
relativ  veränderliche  Grössen  genannt,  während  jene 
Xf  dann  x  und  v  unabhängig  oder  absolut  variabl 
heissen  **). 

§.  100.  Die  im  vorigen  §.  angeführten  Functionen  sind 
zugleich  Beispiele  von  gesonderten  oder  entwickel- 
ten (expliciten)  Functionen,  weil  y  und  z  allein  oder  ge- 
sondert auf  der  einen  Seite  der  Gleichung  stehen.  Ist  hin- 
gegen bloss  die  Relation  der  Function  mit  den  veränder- 
lichen Grössen,  von  welcher  sie  abhängt,  gegeben,  ohne 
noch  durch  diese  letztem  gehörig  gesondert  oder  bestimmt 
zu  sein ;  so  wird  sie  eine  unentwickelte  (implicite) 
Function  genannt;  so  ist  z.  B,  in  dem  Ausdrucke 

y  *  —  axy  -\-  bx*  =  0, 

y  eine  unentwickelte  Function  von  x,   so  wie  auch  umge- 
kehrt X  eine  eben  solche  Function  von  y;    man  bezeichnet 

*)  Bedeutung  von  F/(^x),  fj\x)  u.  s.  w.  ? 
'^*)  Bei  der  nähern  Erörterung  oder  Discussion  der  Gleichung  des  Krei- 
ses y  »>  y  2ax — ~x^  z.  B.  ist  der  Halbmesser  a  eine  beständige, 
die  Abscisse  x  die  unabhängig  variable,  und^,  welche  von 
a  und  X ,  oder  wenn  die  Untersuchung  in  einem  und  demsel- 
ben Kreise  gefahrt  wird ,  also  a  nicht  weiter  in  Betracht  kommt, 
von  T  abhängt f  die  abhängig  veränderliche  GrOsse  oder 
die  Function  von  x. 


diese  durch  fijt^y)^::^^  F{jrjy)  =  0  u.  8.  w.  In  y  =  fo^j? 
ist  y  eine  entwickelte  Function  von  x,  dagegen  a  eine  un- 
entwickelte Function  von  y. 

§.  101.  Eine  Function  heisst  algebraisch,  wenn 
sich  bei  den  Verbindungen  der  constanten  mit  den  verän- 
derlichen Grossen  auf  diese  letztem  bloss  algebraische  Ope- 
rationen (Addition ,  Subtraction  y  Multiplication ,  Division 
and  Potenzirung  mit  ganzen  oder  gebrochenen,  jedoch  con- 
stanten Exponenten)  beziehen;  im  entgegengesetzten  Falle 
wird  die  Function  eine  transcendente  genannt ,  unter 
welchen  die  logarithmischen  und  Kreisfunctionen 

die  wichtigsten  sind.     So  sind  a-^-bx ,   a  l/i  -\-  a*  log  a 

Beispiele  von  algebraischen  ,  und  a  —  2^0*,  1  —  log  a, 
a-^bnna  Beispiele  von  transcendcnten  Functionen. 

§.  Itl2.  Eine  algebraische  Function  heisst  rational, 
wenn  die  variable  Grösse,  nach  allen  möglichen  Reductio- 
nen,  weder  einen  gebrochenen  Exponenten  besitzt,  noch 
unter  einem  Wurzelzeichen  vorkömmt ;  im  Gegentheile  wird 
sie  irrational  genannt.     So  ist  von  den  Functionen 

2-f-3aa?  —  ix^ya    und     a  —  byx 
die  erstere  rational,  die  letztere  irrational. 

§.  lOS.  Eine  Function  heisst  ferner  eine  ganze  Func- 
tion, wenn  die  Variable  weder  als  Nenner,  noch  mit  einem 
negativen  Exponenten  erscheint;  im  entgegengesetzten  Falle 
nennt  man  sie  eine  gebrochene.  So  sind  die  im  vorigen 
§.  angeführten  Beispiele  ganze,  dagegen  folgende: 

2a— 6ar"*,  Zax gebrochene  Functionen. 

§.  104.  Die  allgemeine  Form  einer  ganzen,  rationa- 
len Function  ist  sonach :  A  +  Bx  +  Cx^  +  Dx^  +  •••*)> 
Bo  wie  die  einer  gebrochenen,  rationalen: 

*)  Wie  l&86t  sich  jede  andere  Function  von  der  Form 

yl  x«  + -ö  T«»  +  ♦•  4- Tx"» -f  i»  +  . . . 
auf  diese  zarfirkftlhron  ? 
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o  -f-  ^-f  "t"  ex*  -{"••• 

wobei  Ay  J5,  (7,  . .  .,  a,  i,  o,  . .  .  von  x  unabhängige 
Coefficienten  bezeichnen.  Ist  bei  der  erstem  Function  n  der 
höchste  Exponent,  so  sagt  man  sie  sei  vom  n""  Grad.  Ist 
bei  der  letztem  Function  die  höchste  Potenz  von  x  im  Nen- 
ner grösser  als  jene  im  Zähler ,  so  heisst  die  Function  echt, 
im  Gegen theile  unecht  gebrochen. 

§.  105.  Eine  Function  zweier  oder  mehrerer  Variablen 
heisst  gleichartig  oder  homogen,  wenn  die  Summe 
der  Exponenten  der  veränderlichen  Factoren  (die  sogenannte 
Dimension)  in  jedem  einzelnen  Gliede  gleich  gross  ist; 
im  entgegengesetzten  Falle  wird  die  Function  ungleich- 
artig oder  heterogen  genannt.     So  sind  z.  B. 

z  =  cue^  +  ^^  y  +  <^^2/      ^^d     z  = 

homogene  Functionen  des  3.  und  2.  Grades,  während 
jene 

a  —  ba  -\-  cx^  +  dy*    und    ^ 

heterogene  Functionen  des  2.  und  3.  Grades  sind. 

§.  106.  Aus  der  vorigen  Definition  folgt  auch,  dass 
eine  Function  /(.r,  y,  z...)  homogen  und  vom  m*""  Grade 
sei,  wenn  die  Relation  besteht: 

f{tx,  ty,  tz,  . . .)  =  r/(a!y  y,  ^,  . . .), 

wobei  t  eine  wiDkürliche,  etwa  neue  variable  Grösse  be- 
zeichnet. So  ist  für  das  vorige  1.  Beispiel,  wenn  man  t^ 
imd  ty  statt  X  und  y  schreibt: 

at*x^  +  bt^xHi/  +  ctxt^y^  =  t^  (aa^  +  bx^y  +  c^y*)  =  t% 

also  z  eine  homogene  Function  des  3.  Grades,    wie  vorhin. 

§.  107.  Von  zwei  oder  mehreren  Functionen  von  den 
nämlichen  Variablen  sagt  man,  sie  seien  von  einerlei 
Form,  wenn  die  Exponenten  der  veränderlichen  Grossen 
in   allen  Functionen  nach    demselben    Gesetze  fortschreiten. 


So  sind  z.  B.  die  beiden  Fimctianen  ax  -^  Itx-  4-  «-x^ 
uud  Ax  +  Bx*  4~  C**  +  •  •  •»  «>  '•^  mach  jene : 

ojr  4"  ( ft**  +  <^J^  "^  <fy*)  -^-  .  •  -  und 

von    der    nämlichen    Form,     und    unterscheiden    sich    sofort 
bloss  in  der  Verschiedenheit  ihrer  Coe£Bcienteu. 

$.  106.  Eine  Function  heisst  ein-  oder  vielfurmig 
(vieldeuti g),  je  nachdem  ihr  für  jeden  besondem  Werth 
der  veränderlichen  Grosse  nur  ein  oder  mehrere  Wert  he 
zukommen ;  je  nach  der  Anzahl  dieser  Werthe  heisst  sie 
2,  3,  •  •  •  nfOrmig«     So  ist  z.  B.  y  in  y  =  2  —  3;r  4-  jr*  eine 

einförmige ,    dagegen   in  y  =  2^±|/x  —  1  eine  zweifurmige 
Function  von  x. 

Zusatz.  Die  höheren  Gleichungen  gehören  sofort  zu 
den  vieliurmigcn  Functionen. 

§.  109.  Eine  Function  mehrerer  Variablen  heisst  s  y  ni- 
metrisch,  wenn  in  ihr  diese  Grössen  auf  eine  ganz  gleiche 
Weise  vorkommen,  so,  dass  also  die  Function  ungeändert 
bleibt  y  wenn  man  die  veränderlichen  Grössen  unter  einan» 
der    beliebig    vertauscht.      So    sind    z.   B.    jr*  -|-  ^jry  -|-  !f^9 

JTtf  XX  VX 

ir*  -|-  y •  +  2*  —  -^ —  symmetrische   FuncticJncft   von 

^,  y  und  a,  y,  z;  so  ist  die  RadicalgrOsse  oa  in  §.  70  eine 
symmetrische  Function  von  den  3  Seiten  a,  bf  c* 

$.  110.  Aendert  sich  der  Werth  einer  Function,  wäh- 
rend die  veränderliche  Grösse  allmählig  oder  continuirlioh 
zu-  oder  abnimmt,  ebenfalls  nur  allmählig,  d.  i.  so,  dass 
sie  alle  Grade  der  Grösse  von  einem  Werthe  zum  andern 
stetig  durchläuft;  so  wird  die  Function  continuirlich, 
im  Qegentheile  aber  discontinuirlich  genannt  (eine 
weitere  Definition  dieser  Functionen  folgt  im  §.  145).  &> 
sind  z.  B.  a  -f-  bx  und  ä?»  für  alle  endlichen  Werthe  von  x 

contmuirhche ,  jene  — ,  ar*  und   cot x  =  -. —  nur  tf^Tx  ^0 


continuirliche,  dagegen  für  x^=0  discontinuirliche  Fuiictio- 
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nen  von  w*  HierauB  erhellet  zugleich ,  dass  eine  Function 
innerhalb  gewisser  Grenzen  continuirlichy  dagegen  ausser- 
ha.b  derselben  discontinuirlich  sein  kann. 

§.111.  Lehrsatz.  Ist  eine  Function  von  der  in 
§.  104  angegebenen  Form  A  +  Bx  -\-  Cx^  +  Dx^  +  •  •  •>  wo- 
bei -4,  -S,  (7,  . . .  von  X  unabhängige  Coefficienten  bezeich- 
nen,  für  jeden  Werth  der  Variablen  x  gleich  Null ;  so  ist 
auch  jeder  Coefficient  fftr  sich  gleich  Null. 

Denn  besteht  die  Gleichung  (1)  ^  +  J?^?  +  Cr*  + . . .  =  0 
ftr  jeden  Werth  von  x,  also  auch  für  ;t;  =  0;  so  folgt  daftr 
aus  (1):  -4  =  0  und  a?(jB-{- Gr-f..  .):=0.  Dieser  letztem 
Gleichung  \^rd  aber  nicht  bloss  für  x^=-Oj  sondern  (da 
diese  Gleichung  auch  fßr  jeden  andern  Werth  von  x  beste- 
hen muss)  auch  für  J5  -|-  Ca?  -{-...  =  0  Grenüge  geleistet, 
aus  welcher  Gleichung  aber  wieder,  wie  in  (1)  jB  =  0  und 
«((74ri?a?  +  ...)  =  0,  d.  i.  C+ J9^  +  ...  =  0  folgt;  dar- 
aus wird  wieder  ftir  jr  =  0  sofort  C=0  u.  s.  w. 

§.  112.  Zusatz.  Sind  2  Functionen  von  derselben 
Form  (§.  107)  für  alle  Werthe  der  veränderlichen  Ghrösse 
(oder  Grössen)  einander  gleich,  so  sind  auch  die  gleich- 
namigen, d.  i.  jene  Coe£Kcienten,  die  beiderseits  zu  den- 
selben Potenzen,  oder  wenn  es  Functionen  mehrerer  Varia- 
blen sind,  zu  denselben  Combinationen  der  veränderlichen 
Grössen  gehören,  einander  gleich. 

Denn  ist  z.  B.  -4  +  Bx  -|-  ßc*  + . . .  =  a  -)-  te  -f-  c**  4*  •  •  -> 
so  ist  auch  für  jeden  Werth  von  xx  {A  —  a)  -f-  (J5  —  b)x 
+  (C —  c)  ^*  +  •  •  •  =  0>  also  nach  dem  vorigen  §,  A  —  a =0, 
B  —  6  =  0,  C — c  =  0  u.  s.  w. ,  d.  i.  -4  =  0,  B=by  C=c 
etc.    Eben  so  folgt  auch  aus  der  Gleichung  AiX-\-A^x^y 

+  -4,Äy*  +  «««  =  fli^  +  ^^*y 4"^^*H"*-*  Bofort   A^=ai, 
.4^  =  02,  ^3  =  03,  u.  s.  w. 

An  merk.  Dieser  hier  Torgetragene  Lehrsatz,  unter  dem  Namen  des 
Satzes  oder  der  Methode  der  nnhestimmten  Coeffi- 
cienten bekannt,  ist  der  fruchtbarste  und  widitigste  8ats  Ar  die 
gesammte  höhere  Analysis. ' 


w 

{.  113.     Lehrsatz.    Werden  2  oder  mehrere  Funo» 

ticmen  von  der  genannten  Form :  A-^-  Bx-^-  Cx*  +  •  •  • 
a)  zusammen  addirt  oder  von  einander  abgezogen,  b)  zu- 
eammen  multiplicirt ,  e)  durch  einander  dividirt,  oder  wird 
eine  solche  Function  d)  zu  was  immer  für  ganze  oder  ge- 
brochene, positive  oder  negative  Potenzen  erhoben;  so  ist 
das  Resultat  immer  wieder  eine  Function  von  der  nämlichen 
(hier  angeführten)  Form. 

a)  Denn  man  erhält  durch  Addition  und  Subtraction  der 

beiden  Functionen  ^  +  A4? -|-^'^*+-«-  ^^^  a-f6*  +  ««*4""- 
sofort:  {Adza)  +  {Bdzb)x  +  (C±i€)x^  +  ...,   ein  Ergeh- 

niss,  welches  in  der  That  dieselbe  Form  a-f-ßj?-|-y«*+... 

besitzt. 

b)  Durch  Multiplication  dieser  beiden  Functionen  er- 
hÜt  man:  Aa  +  {Ba  +  Ab)x  +  (Ca  +  Bb  -^  Ac)  x^  +  . . ., 
welches  Product  abermals  von  der  besagten  Form  a-{-  ßx 
+  y«*  +  . . .  ist  *). 

c)  Die  Einheit  durch  die  Functionsreihe  a-^bx'\-  ca* + -  •  • 
dividirty  gibt  nach  der  Natur  der  Division  einen  Quotienten 
von  der  Form  p  -^-qx  -\-  rx^  +  •  •  •    Nun  ist  aber 

{A+Bx-\-Cx*  +  ...)i(a  +  bx  +  cx^  +  ...) 

=  (A+Bx+Cx^  +  ...)ll:(a  +  bx  + ex* +  ...)] 
=  (A  +  Bx  +  Cx*  -^ . .  .)(p  +  qx  +  rx*  -^  . . .), 
also  endlich  wegen  b)  der  Form  nach  =  a  -f-  ßx  +  yx*  +  .  •  • 

d)  Für  einen  ganzen  positiven  Exponenten  n  folgt  die 
Richtigkeit  der  Gleichung  (m)  (-4 -f  Ä^r +  Cr»  +  . .  .)•  = 
a  +  ßj?  -|-  yx*  +  . . .  unmittelbar  aus  6).  Für  einen  nega- 
tiven Exponenten  hat  man  dann :  {A  +  Bx  -{-  Cr*  +  ...)"*• 
=  l;(A-\-Bx  +  Cx*+...y  =  l:{a  +  ßx-\-yx*+...) 
=p4"?^ -t"**^*  "f"  •  ••  W-     Endlich  ist,    wenn  man   beide 

Theile  der  Gleichung  (m)  zur  Potenz  —  erhebt: 


(a^ßx  +  yx*  +  ...)- 
=  (.4  +  J5«  4-  Ca?*  +  . . .)-  =  a  +  6a?  +  ex*  +  . . ., 

*)  Man  tieht  leicht,  da««  sich  der  in  a)  und  6)  gefiihrte  Beweis  auf  jede 
beliebige  Ansshl  von  Functionen,  welche  die  n&mliche  Form  besitzen, 
ausdehnen  UUtt. 

5* 


weil  nämlich  m  eine  ganze  Zahl  ist ;  dabei  kann  auch  m, 

IM 

folglich  der  Exponent  —  negativ  Bern. 

w9 


Zweites  CapiteL 

Allgemeine  Gesetze  filr  die  Multiplication  der  Func- 
tionsreihen ;  polynomischer  und  binomischer  Lehrsatz« 

Multiplication  der  Function areihen. 

§.  114^.    Für  die  folgenden  Entwicklungen  soll  die  all- 
gemeine Functionsreihe  (§.  104)  durch 

A^  -|-  A^a  -{-  A^a^  +  . . .  -|-  -4„Ä*~*  +, 
also  durch  die  dem  Buchstaben  A  angehängten  Zeiger  1, 
2y  3  9  ...  zugleich  die  Stelle  bezeichnet  werden  y  die  jeder 
Coefficient  in  der  Reihe  einnimmt.  Diese  vorausgesetzt,  er- 
hält man  durch  die  Multiplication  der  beiden  Functions- 
reihen 

(A^  +  -^1^  +  -4,a?*  4"  •  •  •  +  AnOf^^  4"  •  •  •)  und 
(Oj  +  «2^  +  ^^*  "h  •  •  •  +  fln^»*^^  4"  •  •  •) 
ganz  einfach  das  Product: 

AnOi 

An-ia^ 
A^a^]  Af^^^a^ 


A  (u\  ^»"^l 

1  ^s^ 


*'  *C'         ~y~  •  •  .y 


A^On 

in  welchem  sich  hinsichtlioh  der  Bildung  der  einzelnen  Glie- 
der folgende  Gesetze  aussprechen: 

1.  Die  Summe  der  Zeiger  der  mit  einander  multipKcirten 
Coefficienten  ist  im  1.  Gliede  =2,  gleich  der  Anzahl 
der  zusammen  multiplicirten  Functionsreihen. 

2.  In  jedem  folgenden  Gliede  wächst  diese  Summe  um  eine 
Einheit,  und  ist   in  -den   sämmtlichen   Partialproducten, 


die  Kusammen  einen  Coefficienten  ausmachen ,  durchaus 
die  nämliche;  so  ist  diese  im  2.  CoefScienten  durchaus 
=  3,  im  3.  =4  u.  s.  w.,  im  nf^  Coefficienten  =n  +  l 

3.  Jede  dieser  Summen  erscheint  so  oft  als  möglich  in  2 
Theile  zerlegt,  wobei  die  Elemente  jeder  Complexion 
auch  noch  permutirt  sind,  so,  dass  also  die  Zeiger  die 
2.  Classe  der  Variationen  zu  bestimmten  Summen  bilden. 

4.  Die  Anzahl  der  Theile  oder  Partialproducte  der  auf  ein- 
ander folgenden  Coefficienten  correspondirt  mit  den  Glie- 
dern der  Beihe:  1,  2,  3,  ...  n,  so,  dass  das  3.  Glied 
aus  3,  das  n,  Glied  aus  n  Theilen  u.  s.  w.  besteht. 

5.  Die  Exponenten  von  a  bilden  dasselbe  Gesetz  wie  in  den 
ursprOnglichen  Reihen  (§.  113,  b). 

Um  alflo  irgend  ein,  s.  B.  daa  5.  Glied  dieses  Productes  so  ent- 
wickeln, wird  man  die  sweite  Classe  der  Variationen  snr  Summe 
2-f  5^1«»6,  d.  i.  51,  4S,  33,  84,  15  bilden,  in  allen  diesen  Com- 
plexionen  die  ersten  Zahlen  links  (Ür  die  Zeiger  yon  A,  und  die  fol- 
genden Ar  jene  yon  a  (oder  nmgekehrt)  gelten  lassen,  und  sofort  als 
5tes  Glied  erhalten: 

(A^a^'^'A^a^  +  A9a3  +  Ä^a^  +  A^a^)x\ 

§.  115.  Wird  djis  vorige  Product  noch  mit  der  3ten 
Functionsreihe  Oj  -|-"  <h^  ~l~  ^**  "f"  •  •  •  multiplicirt,  so  erhält 
man,  mit  Anwendung  der  eben  ausgesprochenen  Gesetze, 
für  das  Product  der  3  Functionen 

(Ji  -j-  A^x  +  . . .)  (^  "h  ^2^  "h  •  •  •)  (*i  "f"  «j^  +  •  •  •)  sofort: 

A^a^ 


A^a, 

-^1  «1  «1    +  ^1  «2  / 


«i!^  +  ^^^» 


•C     "^  *  *  *f 


-4,  Oll «3^ 

in  wdchem  man  wieder  ohne  Schwierigkeit  (wenn  man  sich 
noch  die  angezeigten  Multiplicationen  mit  «i ,  a,,  ...  aus- 
geführt denkt)  folgende,  mit  jenen  des  vorigen  §.  analoge, 
Gesetze  erkennt: 

1.  Im  1.  Gliede  ist  die  Summe  der  Zeiger  gleich  der  Anzahl 
der  zusammen  multiplicirten  Functioosreihen  (=3). 


2.  Diese  Summe  nimmt  in  jedem  folgenden  Glied  um  Eins 
zuy  ist  also  im  2.  Glied  =4,  im  3.  =5  u.  s.  w.,  im 
n.  Glied  =n4-2  =  8  +  (n  — 1), 

3.  Jede    dieser   Summen    erscheint   so   oft   als   möglich   in 
*  3  Theile  zerlegt,  oder  es  bilden,  da  auch  alle  Permuta- 
tionen vorkommen,  die  Zeiger  der  einzelnen  Coefficien- 
ten  die  3.  Variationsciasse  zu  den  Summen  3,  4,  5  u.  s.  w. 

4.  Die  Anzahl  der  Theile  oder  Partialproducte,  aus  welchen 
jeder  der  auf  einander  folgenden  Coefficienten  zusam- 
mengesetzt ist,   wird  durch  die  correspondirenden  Glie- 

n  C»  +  J) 

der  der  Reihe  1,  3,  6,  10,  . . .  ,  welche  durch 

f      »      >        >  1.2      * 

successives    Summiren   der   Glieder   der   vorigen   Reihe 
1,  2,  3,  ...  n  entsteht,  ausgedrückt. 

5.  Die  Exponenten  von  x  befolgen  wieder  das  ursprOng- 
liche  Gesetz. 

Es  kann  demnach  anch  hier  sehr  leicht  jedes  Glied  des  Prodnctes 
nnabh&ngig  von  allen  übrigen  gebildet  werden.  So  ist  i.  B.  ftr  das 
5.  Glied  die  Summe  der  Zeiger  =3-|-5  —  1  "->?,  nnd  Ar  diese  Summe 
die  3.  Variationsclasse :  511,  421,  831,  S41,  151,  41S,  32S,  S32,  142, 
313,  223,  133,  214,  124,  115,  wobei  die  Anzahl  der  Theile  oder  Com- 
plexioncn  in  der  That  auch  mit  dem  correspondirenden  5.  Glied  15  der 
hier  geltenden  Verificationsreihe  (die  uns  hier  yorltufig  nur  als  ein  me- 
chanisches Hilfsmittel  dienen  soll):  1,  8,  6,  10,  15,  21  o.  s.  w.  ftber- 
einstinmit. 

Dieses  5.  Glied  ist  demnach: 

welches  indess,  in  der  Form  der  erstem  Glieder  des  obigen  Schemas 
dargestellt,  fllr  die  Anwendung  auf  gegebene  Zahlenbeispiele  beque- 
mer ist. 

§.  116.  Wird  das  vorige  Product  abermals  mit  einer 
Functionsreihe  81  +  SljO?  +  3(,ä'  -+-•••  multiplicirt ,  so  er- 
hält man  für  das  Product  von  4  solchen  Reihen  genau  wie- 
der die  mit  obigen  analogen  Gesetze:  die  Summe  der  Zei- 
ger ist  im  n.  Gliede  =  4  -f-  (n  —  1)  =  n  +  3 ;  die  Zeiger 
selbst  bilden  die  4.  Variationsclasse  zu  dieser  jedesmaligen 
Summe;  die  Anzahl  der  Theile  in  jedem  einzelnen  Coefifi- 
cnten  stimmt  mit  dem  gleichnamigen  Gliede  der  Verifica- 
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tionsreihe   1,  4,  10,  20,  . .  . ,  die  wieder  aaf 

'      '         '         '  1.2.3        ' 

dieselbe  Weise  aus  jener  des  vorigen  §•  wie  diese  letztere 
aus  der  ilir  vorausgehenden  (§.  114),  d.  i.  durch  successives 
Sommiren  der  Glieder  der  Reihen  1,  3,  6,  10,  ...  entsteht, 
überdn. 

§.  IIT  Da  sich  nun  diese  Gesetze  fortwährend  wie- 
derholen und  für  m  4~  1  solcher  Functionsreihen  als  giltig 
erweisen,  wenn  man  sie  fbr  m  Functionen  als  richtig  an- 
nimmt ;  so  kann  jetzt  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  Producte 
jeder  beliebigen  Anzahl  von  dergleichen  Functionsreihen  je- 
des beliebige  Glied  gebildet  werden. 

Um  dieses  durch  ein  Beispiel  nachsnweiseii,   wollen  wir  setaen,   et 
sei  ans  dem  Prodncte  der  4  Fonctionen: 

1— ÄJC  +  8*"  — 4*3+...,     i-|-jt  —  ara  —  af« +  **  +  ..., 
2  +  ax  +  x»4- ar»+ar*  +  ...,    3— X  — 3*»— 2*«  — 4**  — ... 
das  3.  Glied  in  bestimmen.    Bildet  man  sonach  die  4.  Variationsclassa 
rar  Summe  4  +  3  — 1  —  6,  so  erhält  man:   3111,  SSll,  1311,  21S1, 
1221,  1131,  2112,  1212,  1122,  1113,   also  im  Gänsen  10  Complezio- 
nen,  welche  Zahl  anch  in  der  That  mit  dem  3.  Glied  der  hieher  gehö- 
rigen Vexificationsreihe  1,  4,  10,  ...  übereinstimmt    Lisst  nuui  femer 
in  desen   Compiexionen   die  ersten   Zahlen  links  ÜEkr  die  Zeiger  der 
Coeffidenten  der  1.  Function,   die  folgenden  Ar  jene  der  CoefRcienten 
in  der  2.  Function  n.  s.  w.  gelten ,   oder   schreibt  man ,   was   Ar   die 
Rechnung  bequemer  nnd  kflrxer  ist,    diesen  Coefficienten,   übereinstim- 
mend mit  der  Darsteilang  in  f§.  114  und  115,  anf  folgende  Art: 
[(31  +  22  +  13)  1  +  (21  +  12)  2  +  (11)  3]  1 

+  [(21  +  12)  1  +  (11)  2]  2  +  [(11)  1]  3 ; 
so  erfaftlt  man  nach  gehöriger  Substitution  nnd  Bednction  gans  einfach 
Ar  das  rerlangte  3.  Glied:  —  \Sx\ 

Anmerk.    Sind  die  Functionsreihen  von  der  Form 

-4|  X»  +  -4,  jr»+"»  +  . . . , 
so  darf  man  nur  3^=^y  setzen,   um  diese  wieder  anf  die^hier  yor- 
ausgesetzte  Form  su  bringen;  denn  man  erhAlt  dadurch: 

3r(-4,+^y  +  ^y«  +  ...) 

Polynomischer  Lehrsatz. 

§.  118.  Seist  man  in  der  Entwicklung  yon  §.  114 
ai=il|,  0,=^^,  •••  a»  =  ^»;  so  erhält  man  nach  einer 
anfachen  Beduction  für  die  2.  Potenz  eines  Polynoms: 


wobei  also  wieder  dieselben  Gesetze  wie  im  angeführten  §., 
jedoch  mit  einiger  Vereinfachung  gelten.  Um  hier  z.  B. 
das  7.  Glied  ausser  der  Reihe  zu  entwickeln ,  wird  man 
bloss  die  2.  Combinationsclnsse  zur  Summe  2  +  7-^1  =  8 
bilden,  und  jede  C!omplexiou  (welche  sofort  die  Zeiger  des 
Buchstaben  A  geben)  mit  einer  Zahl  (welche  den  betrejffen- 
den  (üoefiicienten  liefert)  versehen,  welche  anzeigt,  wie  oft 
sich  die  Elemente  dieser  Complexion  permutiren  lassen.  Man 
erhält  dadurch  die  4  Complexionen :  71,  62,  53,  44,  zu  de- 
nen der  Reihe  nach  die  Permutationszahlen  2,  2,  2,  1  kom- 
men, deren  Summe  7  (welche  an  die  Stelle  der  Summe  der 
Partialproducte  in  §.114  tritt)  wieder  mit  dem  7.  Glied  der 
hieher  gehörigen  Verificationsreihe  1,  2,  3,  •  .  .  überein- 
stimmt; es  ist  also  das  verlangte  7.  Glied: 

{2A,  A,  +  2A^A^  +  2.4,  ^  +  A\)^\ 

§.  HD.  Setzt  man  eben  so  in  §.  115  aj=a,=^j, 
fit,  =  o,  =  ^2  u.  s.  il ;  so  erhält  man  für  die  3.  Potenz  eines 
Polynoms : 

{A^  +  A^x  +  ^3  jr*  -f  ...)•  =  ^J  +  ZA\A^x 

+  {ZA\A^  +  ZA,A\)x^  +  {ZA\A^  +  ^A.A^A^  +  AX)x^  +  ... 

dabei  bilden  die  Zeiger  im  1.,  2.,  ...  n.  Glied  die  3.  Com- 
Uinationsclasse  zur  Summe  4,  5,  ...  3  +  n  —  l=n  +  2, 
und  die  Coefficienten  die  zugehörigen  Permutationszahlen. 

Um  also  hier  z.  B.  das  6.  Glied  zu  bilden,  hat  man  als  Summe  der 
Zeiger:  3  +  6  —  1  «>  8,  und  dafür:  611,  521,  431,  422,  aSS,  welchen 
Cumplexioncn  beziehungsweise  die  Perroutationszahlen  3,  6,  6,  3,  3 
(deren  Sunmie  21  sofort  wieder  mit  dem  6.  Gliede  der  hieher  gehörigen 
Verificationsreihe  I,  3,  6,  10,  ...  fibcreinstinuiit)  zukommen,  so,  dasa 
iiinn  endlich  ft&r  das  6.  Glied  den  Ausdruck  erhält: 

(3^2^.  +  6^,-4, ^j -f- 6^,  Jl,^^ +  3^*44 +  3-4^^5)4:». 

§.  120.  Bildet  man  nun  nach  dem  nämlichen  Gesetze 
die  71.  Potenz  des  Polynoms  oder  der  Functionareihe,  in- 
dem nmn  nach  und  nach  die  Zahlen  n,  n-fl,  n-^2  ^  ... 
als  Summen   der  Zeiger  im  1.,  2.,  3.  Glied  etc.  ea  oft  als 


n 

muglich  in  n  Theile  ohne  Wiederholung  zerlegt,  jeder  so 
g<ebildeten  Complezion  die  jsugehörige  Pennutationszahl  bei- 
fugt, und  endlich  aus  diesen  Elementen  auf  die  vorige  Weise 
die  Glieder  zusammensetzt ;  so  erhält  man  nachstehende, 
unter  dem  Namen  des  polynomischen  Lehrsatzes 
bekannte  Entwicklung: 

+  [nAr'A,  +  n(n-l)Ar'A,A,  +  ±^Ar'A  j]x»  + . . . 

welche  nicht  nur  at)  für  jeden  ganzen  positiven,  son- 
dern auch  /3)  für  negative  und  y)  gebrochene  Expo- 
nenten gilt,  wie  wir  in  den  nächsten  §§•  erweisen  werden. 

§.  121.  a)  Multiplicirt  man  beide  Theile  der  vorigen 
Gleichung  mit  dem  Polynom  A^  -\-  A^x  -|-  A^x^  +  •  •  «f  wel- 
ches Kürze  halber  durch  P  bezeichnet  werden  soll;  so  er- 
hält man  ganz  einfach: 

i^«+x  =  ^H-i  4-  (n  +  l)^-^;c 

ein  Kesultat,  welches  auch  unmittelbar  aus  der  vorigen 
Entwicklung  (§.  120)  hervcMrgeht,  wenn  man  darin  n-\-\ 
statt  n  schreibt:  gilt  demnach  diese  genannte  Entwicklung 
für  irgend  einen  ganzen,  positiven  Exponenten  n,  so  gilt  sie 
auch  für  den  nächst  folgenden  um  eine  Einheit  grossem 
n  +  l;  da  nun  aber  diese  Entwicklung  (§.  119)  fhr  n  =  3 
gilt,  so  gilt  sie  auch  für  3-|-l  =  4,  und  da  sie  sonach  für 
«  =  4  gilt,  wieder  für  4-|-l=5  u.  s.  w.,  also  allgemein 
für  jeden  ganzen,  positiven  Exponenten  n« 

§.  122.  /3)  Bezeichnet  man  Kürze  halber  die  Coeffi- 
cienten  der  Entwicklung  §♦  120  durch  -öj,  B^y  .  . .,  setzt 
nämlich  P»  =z  B^  -\-  B^x  +  . . . ;  so  ist 

P-»  =  1 :  P"  =  1 :  {B,  +  B.^x  +  B^v*  +  •  •  0 

=  7;  +  T^^  +  y;^'  +  .-.(§.  113,  e). 
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+  i2A,A,  +  A\)x*  +  (2A,A^  +  2A^A,)x*  +  . . ., 

wobei  also  wieder  dieselben  Gesetze  wie  im  angeführten  §., 
jedoch  mit  einiger  Vercinfaehung  gelten.  Um  hier  z.  B. 
das  7.  Glied  ausser  der  Reihe  zu  entwickeln ,  wird  man 
bloss  die  2.  Combinationsclnsse  zur  Summe  2  +  7  —  1=8 
bilden,  und  jede  Complcxiou  (welche  sofort  die  Zeiger  des 
Buchstaben  A  geben)  mit  einer  Zahl  (welche  den  betrefien- 
den  Coefiicienten  liefert)  versehen,  welche  anzeigt,  wie  oft 
sich  die  Elemente  dieser  Complezion  permutiren  lassen.  Man 
erhält  dadurch  die  4  Complexionen :  71,  62,  53,  44,  zu  de- 
nen der  Reihe  nach  die  Permutationszahlen  2»  2,  2,  1  kom- 
men, deren  Summe  7  (welche  an  die  Stelle  der  Summe  der 
Partialproducte  in  §.  114  tritt)  wieder  mit  dem  7.  Glied  der 
hieher  gehörigen  Verificationsreihe  1,  2,  3,...  überein- 
stimmt; es  ist  also  das  verlangte  7.  Glied: 

(2^,  A,  +  2A,A,  +  2A,A,-\-  A^x". 

§.   119.     Setzt   man  eben   so  in   §.  115   04=01=^,, 

012  =  02  =  ^2  u*  ^*  ^* »  B^  erhält  man  für  die  3.  Potenz  eiues 
Polynoms : 

{A,  -f  ^2^  +  ^,  jr*  -f  ...)•  =  JJ  -f  3A]A^a 

+  (3.1^3  +  SA,Ai)x^  4-  (3-4;^,  +  &A,A^A^  +  Al)x^  +  ... 

dabei  bilden  die  Zeiger  im  1.,  2.,  ...  n.  Glied  die  3.  Com- 
l^nationsclasse  zur  Summe  4,  5,  ...  3  +  n  —  l=n  +  2, 
und  die  Coefficieuten  die  zugehörigen  Permutationszahlen. 

Um  also  hier  z.  B.  das  6.  Glied  la  bilden,  hat  man  als  Summe  der 
Zeiger:  3 -f- 6  —  1  »- 8,  und  daför:  611,  521,  431,  422,  332,  welchen 
Complexionen  beziehungsweise  die  Permutationszalilen  3,  6,  6,  3,  3 
(deren  Summe  21  sofort  wieder  mit  dem  6.  Gliede  der  hieher  gehörigen 
Verificationsreihe  1,  3,  6,  10,  ...  fibereinstimmt)  /.ukommcn,  00,  da«4 
man  endlich  för  das  6.  Glied  den  Ausdruck  erhält: 

(3^2 ^.  4-  M,  A^A^  +  %At  A^  A^  +  SAlAi  +  3A.Al)xK 

§.  120.  Bildet  man  nun  nach  dem  nämlichen  Gesetze 
die  71.  Potenz  des  Polynome  oder  der  Functionsreihe,  iii- 
clem  man  nach  und  nach  die  Zahlen  n,  n  -\-ly  n-f2,  ... 
als  Summen   der  Zeiger  im  1.,  2.,  3.  Glied  etc.  ea  oft  als 


n 

muglich  in  n  Theile  ohne  Wiederholung  zerlogt ,  jeder  so 
gebildeten  Complexion  die  jsugehurige  Perniutationszahl  bei- 
fügt, und  endlich  aus  diesen  Elementen  auf  die  vorige  Weise 
die  Glieder  zusammensetzt;  so  erhält  man  nachstehende, 
unter  dem  Namen  des  polynomischen  Lehrsatzes 
bekannte  Entwicklung: 

=zA'-\-nA'-^A^x-\-\nAl-^A,-\-'^^^^A'i-*A\\x* 

+  [nAr-'A,  +  n(n-l)Ar'A,A,  +  "^^A'T'A  jjor»  + . . . 

welche  nicht  nur  a)  für  jeden  ganzen  positiven,  sen- 
ilem auch  ß)  für  negative  und  y)  gebrochene  Expo- 
nenten gilt,  wie  wir  in  den  nächsten  §§.  erweisen  werden. 

§.  121,     a)  Multiplicirt  man  beide   Theile   der  vorigen 

Gleichung  mit  dem  Polynom  A^  +  A^of  +  A^a*  +  . . .,  wel- 
ches Kürze  halber  durch  P  bezeichnet  werden  soll;  so  er- 
hält man  ganz  einfach: 

ein  Resultat,  welches  auch  unmittelbar  aus  der  vorigen 
Entwicklung  (§.  120)  herv(Mrgeht,  wenn  man  darin  n  +  l 
statt  n  schreibt:  gilt  demnach  diese  genannte  Entwicklung 
für  irgend  einen  ganzen,  positiven  Exponenten  n,  so  gilt  sie 
auch  für  den  nächst  folgenden  um  eine  Einheit  grossem 
n-\-l;  da  nun  aber  diese  Entwicklung  (§.  119)  fhr  n  =  3 
gilt,  so  gilt  sie  auch  für  3-f~l  =  49  und  da  sie  sonach  für 
«  =  4  gilt,  wieder  für  4-j-l=5  u.  s.  w.,  also  allgemein 
för  jeden  ganzen,  positiven  Exponenten  n. 

§.  122.  ß)  Bezeichnet  man  Kürze  halber  die  Coeffi- 
cienten  der  Entwicklung  §,  120  durch  i^j,  £j,  .  . .,  setzt 
näiuli(;h  P»  =  JSj  +  B^x  -+-•••;  »<>  is* 

7^—  =  l:r^  =  l:(Bi  +  B.,x  +  ß,.r*  +  . , .) 

=  7;  +  '/;^  +  ^'i^'  +  ...(§.  113,  c\ 
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wo  also  T|y  Tj|9  •  • .  die  zu  beetimmenden  Coefficienten  sind. 
Multiplicirt  maki  zu  diesem  Ende  die  letzte  Gleichung  mit 
dem  Nenner  oder  Divisor  J?i -f-iSiÄ-f-...,  so  erhält  man 
(§.114): 

l  =  T,B,+{T^B,-\-T,B^)« 

+  (T;^.  +  T,5,  +  71^,)«»  + . . ., 
und  daraus  nach  §.111  (oder  112),  wenn  man  für  B^,  B^, . . . 
die  Werthe  aus  §.  120  herstellt: 

7;5,=1,  also    Ti=1:Bi=:1:ä;=ä-'', 
T^B^  +  T^B,  —  0,  also   T^=—T^B^:B^=  —  nA;*-^At^, 
T,  =  (-T^B,-T,B,)iB, 

=  -  nÄ-r^A,  +  '-^YTT-  ^T'^^l  u.  8.  w. ; 

es  ist  also 
P—  =  -47*  —  n-47*-M,Ä 

woraus  sofort  folgt,  dass  die  obige  Entwicklung  §.  120  auch 
fbr  negative  Exponenten  gilt. 

§.   128.    y)  Sei  endlich  der  Potenzexponent  =— ,   wo 
n    und    m    ganze    Zahlen    sein    sollen ;     so    hat    man    ftr 

JP~=7;  +  7;«4-7;a?«4-...  (§.  113,  d),  wenn  die  Glei- 
chung  zur  m.  Potenz  erhoben  wird: 

P«=  (T;  +  T^x  +  r,«*  4- . . .)~,  d.  i.  (§.  120): 
A^l  +  n^7-i^2Ä  4- . . .  =  7>»  4-  m7Y~^ r^«  +  . . . 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  nach  §.  112: 

n 

rj*  =  ^7     oder     T^=Af, 

-—1 
mIY'^T^  =  nA^^A^   oder    7;=-^^     ^,  u,8.w., 

IM 

SO,  dass  man  also  erhält: 

'         m 

n  an  \ 

■+  [^a^'a,  +      ,.,  ^  aT*a\\  *»  -j-  . . .. 


wodurch  sofort  der  Beweis  hergestellt  ist,  dass  die  besagte 
EntwickeluDg  in  §.  120  auch  fbr  gebrochene  flzponen- 
ten,  die  übrigens  (da,  nach  §.  122,  n  oder  m  auch  n^ativ 
sein  darf)  positiv  oder  negativ  sein  können,  gilt. 

Anmerk.  Diese  Entwickelmig  (f.  ISO)  oder  der  polynomiache  Lehr- 
sftts  gilt  übrigeiu  nicht  bloM  flbr  rationale,  sondem  (wie  wir 
im  $.  131  sehen  weiden)  mach  Ar  irrationale  und  selbst  ima- 
ginäre Exponenten. 

Zar  Uebang  entwickle  man  (1 -«2jr-)~''  — Sx*)^  Tollstftn- 
dig  und  von  (l-^Sx*  +  3ir«  — 4x«-|- «*)*  da»  7.  GUed.  Mali 
erii&lt  besiehnngsweise  t 

1  —  Sx  +  SSjp'  —  6S**  +  14«x*  —  2S«x*  -f-  S»»**  —  404jp* 
+  3»74p'  — 33«jr»  +  270jr**— 108x"-f81x"  nnd  «OSx'"*), 

Binomischer  Lehrsatz. 

§.  124.  Alis  der  Entwickelung  des  §.  120  folgt  als 
spedeller  Fall  fbr  A^  =  A^=^  etc.  =  0^  wenn  man  noch  zur 
grossem  Einfachheit  ^|  =  a  und  A^a  =  b  setzt ,  die  unter 
der  Benennung  des  binomischen  Lehrsatzes  bekannte  Ent- 
wickelung : 

welche  also  ebenfalls  für  ganze ,  gebrochene  ^  positive  und 
negative  Werthe  von  n  gilt. 

Anmerkung.      Der    Kflne    wegen    werden    wir    in    der   Folge    die 

Bi  **•  *  j       •  ^    "      n(n  —  1) 

1  nominal  CO  ei  fi  ci  en  ten,    das    ist   -— ,    — ^ — rr^»   •  •  • 

1  1.2) 

»  (n  —  l)  . .  .  (n  —  m  ■+-  0 


(:) 


1  .  S  •  .  .  m 
bezeichnen. 


,    der  Reihe  nach ,    durch 


(")•  (0 


§.  125.  Von  den  Gesetzen,  welche  in  dieser  Entwi* 
ckelung  Statt  finden,  führen  wir  hier,  als  die  fbr  uns  wich- 
tigsten, nur  folgende  an:  1)  für  ganze,  positive  Expo- 
nenten n  bricht  die  Reihe  ab  und  schliesst  mit  dem  n  -f~  1* 
Glied.    2)  In   diesem   Falle   besitzen  je   2  von  den  beiden 

*)  Man  sehe  I.  S.  28. 


äussern  gleich  weit  abstehende  Grlieder  einerlei  Coeffi- 
cienten  und  die  Exponenten  von  a  and  b  sind  bloss  unter 
einander,  verwechselt.  3)  Für  negative  und  gebro- 
chene Exponenten  n  geht  die  Reihe  oder  Entwickelung 
ohne  Ende  fort. 

Denn  das  Abbrechen  der  genannten  Reihe  hftngt  offenbar  bloss  Ton 
dem  Nnllwerden  eines  der  Schlassfactoren  n  —  1,  n  —  2,  m*— 3  a.  s.  w. 
ab ;  setst  man  daher  den  Schliis«factor  des  m  -f-  S.  Gliedes ,  d.  L  n  —  m 
Null,  so  hat  man  als  BedJngongsgleichung  f&r  das  Abbrechen  der  obi- 
gen  Reihe  :  n  — •  m  »*  0 ,  and  daraas  m  =  n,  so,  dass  also  (da  m  seiner 
Nattir  nach  nur  gans  nnd  positiy  sein  kann)  ftr  ganse,  positive  Werthe 
Ton  Hj  das  m -|~  2.  =  n  >-|- 2.  Glied  snerst  verschwindet ,  nnd  sonach  (da 
dieser  Factor  n-^m  nnn  auch  in  allen  folgenden  Gliedem  erscheint) 
die  Reihe  mit  dem  n  -|~  !•  Gliede  abbricht ;  dagegen  für  negative  oder 
gebrochene  Werthe  von  n,  wofllr  diese  Bedingungsgleichung  n»-«m«-0 
gar  nicht  bestehen  kann,  die  Reihe  ohne  Ende  fortllkaft 

Ferner  ist  das  fli-|-  1.  Glied  vom  ersten  gesählt 

=  w(n— •1)(«  — 2)...(n--^m+l)  ^,^^ 
1«2.      3      •      •      •in 

und  das  m-f-  1.  Glied  vom  letzten  gezfthlt,   welches  sofort  vom  ersten 
an  gerechnet,  das  n  —  m-f-  1.  bildet 

_n(>i--l).,  .(m-f  2)(m+  1)     ^^^.^ 
1  .  2  .  .  .  (n  —  m  —  1)  («  —  m) 

m(»— l)...(w— m+l)(n  — m)(n— m—  l)...(m+ 2)  (m-f-1)  .,  ^ 
""1.2      .     .     .     m  (w»+l)     (m-|-2)  .  .  .  (H-m-l)(n  —  m) 

_  n  (n  —  1)  . . .  (w  —  m-f  1)  ^,j^_ 
1.2     ■     .     ■     m 
wodurch  auch  das  zweite  Gesetz  bewiesen  ist 

§.  120.    FQr  einen  ganzen  positiven  Exponenten  n  folgt 
also  nach  dem  vorigen  §. : 

(a  -f  i)"=  a»+  (1)  a»"^fc  -f  (2)  a--»6»  +  •  •  • 

oder,  wenn  man  in  dieser  Reihe  das  1.  und  letzte,  2.  und 
vorletzte  Glied  u.  s.  w.  zusammennimmt,  auch: 

(1)     (<f  +  by  =  (a-  +  ft-  )  -f  {])  ab  (a— «  +  ft"-«) 


dab^i  isty  wie  man  aus  dem  allgemeinen  Gliede 

findet,  das  letzte  Glied,  ftr  n  gerad  (da  man  m  =  --  setzen 
und  Yon  dem  Resultat  die  Hälfte  nehmen  muss) : 

«(n-lMi  +  l)   T,f 
a  0 

1.2...       ^ 
und  für  n  ungerad  (indem  man  ms= zu  setzen  hat): 

6       (fl  +  o). 


1  .  2  .  .  .  (Ifl) 


§.  127.  Wir  wollen  nun  in  dieser  Entwickelung 
a-^b  =  y  setzen ,  und  sofort  auch  die  Binome  des  zweiten 
Theils :  a"  -f-  ^  >  ^""^  +  **~'  •  •  •  >  durch  y  auszudrücken 
Buchen,  dabei  aber,  um  nur  mehr  den  Gang  der  Rechnung 
anzuzeigen,  nie  weiter  als  bis  zu  dem  Binome  a*"*4~**~* 
gehen ,  und  sonach  die  folgenden  a*"^  +  i*~'  u.  s.  w.  aus- 
lassen. Diess  vorausgesetzt,  setze  man,  da  die  spätem  Bi- 
nome zuerst  bestimmt  werden  müssen ,  in  der  genannten 
Entwickelung  (1)  n  —  6  statt  n;  so  erhält  man: 

(wo  man  stehen  bleiben  muss,  indem  im  folgenden  Gliede 
schon  das  Binom  öf"^  +  ft^*"^  vorkäme),  wodurch  nun  schon 
das  Binom  a"~*  4"  b^~*f  welches  das  letzte  in  unserer  Reihe 
bilden  soll»  bestimmt  ist. 

Setzt  man  femer  in  (1)  n  —  4  statt  n,   so  erhält  man: 

y— ^  =  (a"-*  +  i*^)  +  (n  —  4)  ab  (a— «  +  6^«), 

und  daraus,  wenn  gleich  für  das  letzte  Binom  der  eben  ge- 
fundene Werth  substituirt  wird: 

a*~*  +  6*"^  =  y""^  —  (n  —  4)  aby^"^. 

Eben  so  folgt,   wenn  oben  n  —  2  statt  n  gesetzt  wird 
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y»-»  =  (a^»  4-  i"-»)  -I-  (n  _  2)  afi  (rf^  +  b»-*) 

und  daraus  erhält  man,  nach  gehöriger  Substitution  der 
bereits  gefundenen  Werthe  und  der  einfachen  Reduction : 

a"-»  +  i^>  =  y»-^  —  (n  —  2)  aJjT-^ 

'1.2  ^ 

Lässt  man  endlich  in  (I)  n  unge'andert,  bestimmt  dar- 
aus ci"  -f~  ^"  9  indem  man  fbr  die  bereits  durch  y  ausge- 
drückten Binome  subsfituirt;  so  erhält  man,  wenn  man  zu- 
gleich die  Entwickelung  so  weit  hersetzt,  i^ie  isie  erhalten 
wird ,  wenn  man  nicht  mit  dem  Binome  a*"^  -|-  t*^,  son- 
dern erst  mit  jenem  a*~^"  +  i"~"^°  überall  abbricht  •) : 

(a)     o»  +  Ä»  =  y*  —  «aiy*-«  +  l^LZ^  a*b*t/ 

i    f    SS 

-  1    ■    a      .      8        *»  *  V"       +  ,    .    8      .      3.4        "  *  V-^ 

_,(,-«)(n-7)(,-8)(n-9) 

1.2.3.4.5  ^  '  ' 

wobei  also  a-^b  =  f/  und  n  eine  ganze,  positive  Zahl 
ist.  Aus  den  leicht  (nach  jenen  in  §.  126)  zu  bildenden 
letzten  Gliedern  folgt,  dass  diese  Reihe  immer  nur  so  weit 
fortgesetzt  werden  darf,  bis  y  den  Exponenten  0  oder  1  er- 
hält (die^  Entwickelung  hat  nämlich,  je  nachdem   n  gerad 

oder  ungerad  ist,  — \-l  oder  Glieder). 

§.  128.  Aus  der  Ableitungsart  (§.  124)  folgt,  dass 
das  Binomialtheorem  tbr  jeden  rationalen  Exponenten  Gil- 
tigkeit  habe;  um  diese  aber  auch,  des  künftigen  Gebrau- 
ches willen,  für  irrationale,  ja  selbst  imaginäre  Ex- 
ponenten zu  erweisen,   behandeln  wir  in  der  nachstehenden 


*)  Eine  dem  AnAnger,    der   dankbaren   Rednctionen  wegen,   sehrein- 
pfehlenswerthe  Uebung. 


n 

directen  Ableitung  dieses  Satzes,  den  Ebqponenten  voUkom- 
men  als  variable  Grösse. 

§.  129.  Man  setze  (1)  (l+ay  =  l  +  A^a  +A^a*  -f . . . 
+  -4«jf  4"  •••>  wobei  -4j,  il,, ...  von  x  unabhängige  Coef- 
ficienten,  also  offenbar  gewisse  (eben  zu  bestimmende)  Func- 
tionen vom  Exponenten  y  sind.  Lässt  man  a  um  die  ganz 
willkflrliche  Ghrösse  z  zunehmen ,  so  erh&lt  man  auch: 

■{- An{s  +  zy -\- . . . 

Setzt  man  femer  in  (1)  —  statt  x^  so  folgt ,  wenn  man 

gleich  durchaus  mit  dem  Nenner  sfl  multiplicirt  und  hierauf 
z  m  z-^-l  übergehen  lässt : 

(3)  {l-\^z  +  x)F={l+zy+A,{\+zT'x 

+  A^{l+z)^^w^  +  ...+An(l  +  z)^af^  +  ... 

Aus  (1)  folgt  aber»  da  A^^  A^^.,.  nur  vom  Exponenten 
abhängen:     {l-^-z^  =1  +  A^z -\- A^z^  +  . .. ,    (l+;f)J^i 

etc.,  (i  +  z)!'— -*  =  i+ifi;f  +  -a^2^*  +  ...,  {i+zy-^ 

=  1  +  ^^  4"  ^2^*  4"  •  •  •  f  w>  >  dass  man  also  die  Coeüfi- 
cienten  jBj,  Ci,...  N^  aus  A^y  jene  5„  (7,,...  N^  aus  A^ 
XL  8.  w.  erhält,  indem  man  beziehungsweise  in  A^^  A^,.,. 
An  (als  Functionen  von  y)  der  Reihe  nach  y  —  1,  y  —  2,... 
y  —  n  setzt  Werden  diese  Werthe  in  (3)  substituirt,  hier- 
auf die  Entwickelungen  (2)  und  (3)  (als  identische  Ausdrücke) 
emander  gleichgesetzt,  imd  zugleich  in  (2)  von  den  Poten- 
zen (die  man,  weil  die  Exponenten  ganze  Zahlen  sind,  als 
bekannt  voraussetzen  darf)  nur  überall  die  beiden  ersten 
Glieder,  als  für  ünsem  Zweck  hinreichend,  entwickelt;  so 
erhalt  man  die  Gleichung: 

1+A^x  +  A^x*  +  ... 

+  AiZ  +  2A^xz  +  3A^x^z  +  •  •  •  +  nAnOf-'h  -f  . . . 

=  l+A^z  +  A^z^  +  ...  +  A^x(l+jB^z-]-B^z^  +  ...) 

+  A^x*(l  +  C^z  +  C^z* +  ...)  +  ... 

+  A^iaf--'  (1  +  M,z  +  M^z^  +  ...), 

und  daraus,  nach  §.  112  (da  A^^  A^^..*  £i,  wS,,...  etc. 


von  «  und  t  unabhängig  Bind):  2^,  =  yliS,,  8-4,  =  ^4,^, 
u.  8,  w.y  nAn=^Af^\M^y  woraus  man  der  Reihe  nacb 

"  1.2*  •  1.2.3  ' 

und  dieses  Gesetz  für  A^^x  als  giltig  angenommen ,  also 

•"»—1  =^ 

1  .  2.3...(ii— 1) 

gesetzt y  aus  der  letzten  Gleichung: 

*  ^^^^  1 — ö — ö 

1.2«3    «.•    11 

(wodurch  die  Allgemeingiltigkeit  dieses  Gesetzes  erwiesen 
ist)  erhält.  —  Nach  dem,  was  vorhin  über  die  Bildung  der 
C'oefficienten  B^y  C'j,...  M^  bemerkt  worden,  würden  al8o 
die  sämmtlichen  Coefficienten  A^,  A^,,,An  gefunden  sein, 
wenn  jener  A^^  bekannt  wäre. 

§.  180.  Um  aber  diesen  ersten  Coefßcienten  ^,,  von 
welchem  alle  folgenden  abhänget,  zu  bestimmen,  setze  man 
(da  er  irgend  eine  Function  vom  Exponenten  y  sein  muss), 
^i=?(y);  80  ist  (§.  129)  (l+^)i'  =  l+^9(y)  +  ... 
und  eben  so :  (1  +  ä?)'  =  1  +  «9  (z)  +  .  .  . ,  (1  +  ^)»+* 
=  l-]-ary(y-]-z)  +  .,.  Nun  ist  aber  auch  (1* -f- ar)»+' 
=  (1  +  ay  (1  4"  ^)'5  «^lw>  9  wenn  man  substituirt : 

1  +  ar  j  (y  +  ^)  4- . . .  =  [1  +  ary  (y)  +  . . .]  [1  +  j?y  (r)  +  .. .] 

=  1  +  ^  [9  (y)  +  (f  (z)]  + . . . ; 

daraus  folgt  (§.  112)  :  y  (y  +  5:)  =  y  (y)  -\-  y  {z).  Diese 
Relation  gibt  fiir  z  =  y:  y  (2y)  =  2f  (y) ,  fQr  jz:  =  2y : 
?(%)  =  9(3^)  +  ?(2y)=%(y)»  ™d  B<>  allgemein:  y(ny) 
=  ny(y).  oder   ^  ^^  =  - — ;    die    Function   y(y)   ist   dem- 

«y  «y 

nach  so  beschaffen,  dass  der  Quotient  ^{y)'y  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  statt  y  irgcwd  ein  Vielfaches  von  y  setzt ; 
diese  ist  also  nothwendig  von  der  Form  -4y,  wo  ^  eine 
constante  Grösse  bezeichnet.  Man  hat  demnach  (1  -f- ')' 
=  1  +  Ay  .  Ä?  4"  •  •  •  »  ^^^  ^*  ®8  gleichgiltig  ist,  bei  wel- 
chem  Werth  von  y  die  davon  unabhängige  Grösse  A  be- 
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stimmt  wird ,  so  setze  man  y  =  1 ;  dadurch  erhält  man : 
1 +jp=  1 +  -4d?  +  ...,  80,  da88  also  (§.  112)  ^  =  1,  folg- 
lich Ai=(f  (y)  =  Ay=^y  wird.  Mit  diesem  Werthe  von 
A^=y  hat  man  daher  (§.  129)  Bi=y — 1,  Ci  =y  —  2,... 
if,  =y  —  (n  —  1),  iVJi  =y  —  n  u.  s.  w.,  also,  wenn  man 
diese  Werthe  in  die  obigen  Ausdrücke  von  A^^  -4„...  A^^ 
80  wie  dann  diese  Ck>efficienten  in  der  Beihe  (1)  substituirt: 

\r/vi/  '^'l.2  '1.2.8  ' 

^1.2...»         ^i----' 

m  welcher  Entwickelung  nun  der  Exponent  durchaus  je- 
den (sowohl  reellen  als  imaginären)  Werth  haben  kann. 

§.  ISl.  Zusatz.  Man  kann  jetzt  auch  der  Ent- 
wickelung in  §.  120  oder  dem  polynomischen  Lehrsatze 
dieselbe  Allgemeinheit  hinsichtlich  des  Exponenten  verschaf- 
fen, wenn  man  A^at -\-A^a^ '\- ,..  =  B  setzt ,  wodurch 
die  Entwickelung   des   Polynoms  i^    in  jene  des   Binoms 

flbergeht,  hierauf  die  Potenzen  B\  jB*,...  nach  §§.  118, 
119  etc.  (oder  §.  120,  wo  n  nur  ganze  Werthe  erhält),  ent- 
wickelt und  die  erhaltenen  Resultate  gehörig  substituirt. 
Man  erhält  dadurch,  übereinstimmend  mit  §.  120: 

wobei  aber  nun  diese  Entwickelung  für  jeden  Exponen- 
ten gilt. 


BoTg'a  Competidinm  -d.  höh.  Math.  ß 


Drittes  Capitel. 


Von   den   Grenzen  der  Functionen;   dem  unendlich 

Grossen  und  ElemeQ. 

Erklärungen. 

§.  1S2.  Nähert  sich  bei  der  Bieten  Zu-  oder  Abnahme 
der  veränderlichen  Grösse  die  davon  abhängige  Function 
immer  mehr  und  mehr  einer  bestimmten  Grosse,  ohne  diese 
jemals  überschreiten  zu  können ;  so  wird  diese  letztere  Grösse 
Grenze  (Umes)  der  Function  genannt. 

So  ist  z.  B. ,  wenn  x  fortwährend  w&chst,  a  die  Grenze  der  Func- 
tion y  *-*  a  :i=  —  (was  man  jetzt  kurz  durch  lim.  y  ^^  a  zu  bezeichnen 
pflegt) ;  die  Einheit  die  Grenze  der  Summe  der  unendlichen  Reihe : 
■— -j-— -j-  —  +  ...=  l  —  — -;  der  KreiBum&ng  die  Grenze  der  demzel- 
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ben  ein-  und  umgeschriebenen  regelmässigen  Vielecke,  bei  fortwähren- 
der Zunahme  der  Seitenzahl  u.  s.  w.  Eben  so  ist  bei  der  steten  Ab- 
nahme  des   numerischen   Werthes   von  x,    1   die  Grenze  der  Function 

v» — r'— ,   welche  Grenze  aie  Ikberdiesa  flkr  x*->0,   ToUkommen  er- 

reicht 

§.  183.  Von  einer  wachsenden  Grösse ,  deren  nume- 
rischer Werth  ins  Unbestimmte,  über  alle  angebbaren 
Grenzen  hinaus  zunimmt,  sagt  man,  sie  werde  unend- 
lich, oder  ihre  Grenze,  die  man  dann  durch  oo  bezeich- 
net, sei  das  unendlich  Grosse.  Will  man  anzeigen, 
dass  u  bereits  grösser  als  jede  angebbare  Zahl  geworden 
sei;  so  schreibt  man:  u  =  oo.  (Da  jedoch  das  Unendliche 
nie  im  S  e  i  n,  sondern  nur  im  W  e  r  d  e  n  besteht,  so  schreibt 
man  auch  lim.  u  =  cx)). 

So  würde  z.  B.  in  der  ohne  Ende  fortlaufenden  Reihe:  1,  2,  S, 
4 ,  • . .  eines  der  spätesten  oder  letzten  Glieder  u  =c  ck  sein. 

Eine  Grösse  kann  beständig,  d.  i.  ohne  Ende  zunehmen,  und 
gleichwohl  nicht  unendlich  werden,  sondern  an  eine  bestimmte  end- 
liche Grenze  gebunden  sein,  wie  im  obigen  Beispiele  (voriger  §.)  die 
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Function  y  =  a bei  der  fortwährenden  Zunahme  von  x,  oder  wie 

der  Cm&ng  und  die  FlAcbe  eines  im  Kreise  beschriebenen  regelmAssi- 
gen  Vieleckes  ohne  Ende  mit  der  Seitenzahl  snnehmen,  ohne  dass  sie 
jedoch  jemals  grösser  als  der  Umfang  nnd  die  Fläche  des  Kreises  wer- 
den können.  Man  hat  daher  ein  Wachsen  ohne  Ende,  ron  einem 
Wachsen  oder  Zunehmen  bis  ins  Unendliche  sn  uaterscheiden. 

$.  IM.  Von  einer  Grösse ,  deren  numerischer  Werth 
ins  Unbestimmte  abnimmt  mid  dabei  kleiner  werden  kann 
als  jede  noch  so  kleine  angrbbare  QrOsse,  sagt  man,  sie 
werde  anendlich  klein  oder  habe  die  Null  zur  Grrenze. 
—  Ist  a  eine  endliche,  u  eine  bis  ins  unendliche  wachsende 
Grosse ;  so  kann  jede  unendlich  klein  werdende  Grösse  durch 

00  =  -  dargestellt   werden.     Stellt   man   sich   yor ,   dass   u 

ihre  (fingirte)  Grenze  oo  im  Zunehmen  erreicht  hat;  so  ist 
auch  00  mit  ihrer  Grenze  0  zusanunengefallen  und  man  hat 

0  =  ~.    (Da  auch  das  unendlich  Kleine  nur  im  Werdea 

existirt,  so  schreibt  man  wieder  linL  oo  =  0). 

So  sind  a.  B.  die  letsten  Glieder  der  unendlichen  Reihe  --',  ---,  -r-«  •  •  • 

2b       4      o 

unendlich  klein  nnd  von  Nnll  nicht  mehr  sa  nntersdieiden. 

Eine  Grösse  kann  ebenfalls   ohne   Ende   abnehmen ,    ohne   dessbalb 
unendlich  klein  sn  werden,   wie  a.  B.   bei   der  unendlichen   Znnahme 

Ton  X,   die  obige  Function  y  =  a-\ ,   nicht  kleiner  als  a,  der  Um- 

X 

fimg  oder  die  Flftche  eines  einem  Kreise  umschriebenen  regelm&ssigeii 
Polygons,  bei  der  fortwahrenden  Zunahme  der  Seitenzahl,  nicht  kleiner 
ab  der  Umfang  oder  die  Flftche  des  Kreises  werden  kann  n.  s.  w. 

Analog   mit   der   hier   fttr   die    unendlich  klein  werdende  GrOsse  so 
angeftUirte  Beseichnnng  lAsst  sich  eine  nnendlich  gross  werdende  GrOsse 

auch  durdi  ii  =  •^'  darstellen,    und  es  wird  «  ihre  Grenxe   im  Zuneh- 

men  erreicht  haben,  wenn  a  die  ihrige  im  Abnehmen  erreicht  hat,  so, 

dass  oo  =r  ---  ist. 

§.  1S5.  Da  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  u  nichts 
destoweniger  das  geometrische  Verhältnies  u :  u*  jenem  von 
I :  u  ungeändert  gleich  bleibt ,    so  wird  auch ,   wie  u  gegen 

6* 


1 ,  BO  M*  gegen  u  unendlich  zunehmen ,  und  für  «  =  00, 
sofort  cx>*  gegen  cx)  selbst  wieder  unendlich  gross  sein. 
Aus  diesem  Grunde  heisst  auch  cx>'  das  Unendliche  der 
zweiten  Ordnupg,  während  jenes  einfache  cx^  auch  das 
der  ersten  Ordnung  genannt  wird.  Aus  gleichem  Grunde 
heissen  oo',  cx>^,  .  .  .  cxs^  beziehungsweise  unendliche  Grös- 
sen der  3.,  4.,  .  .  .  n.  Ordnung. 

Obschon  also  bei  dem  unendlichen  Wachsen  von  u  die  Grössen 
ti,  u«,  o**,  loffu  u.  8.  w.  durchweg  Unendlich  werden;  so  können  sie 
dennoch  Yon  yerschiedenen  Ordnungen  sein,  und  selbst  noch  ftr  h  =»  co 
eine  Vergleichung  unter  einander  gestatten. 

§.  1S6.  Da  eben  so  fiir  die  unendlich  klein  werdende 
Grosse  00  fortwährend  öo:oo*  =  l:a>  bleibt ,  so  wird,  wie 
0)  gegen  1,  so  00*  gegen  oo  selbst  wieder  unendlich  klein, 
und  man  nennt  desshalb  auch  00'  das  unendlich  Kleine  der 
zweiten  Ordnung,  so  wie  aus  gleichem  Grunde  oo*,  a*,..^ 
00"  unendlich  kleine  Grössen  der  3.,  4., .  .  .  n.  Ordnung 
heissen* 

Lehrsätze. 

§.  IST.  Aus  den  über  das  unendlich  Grosse  (§§.  133, 
135)  gegebenen  Erklärungen  folgen  unmittelbar  folgende 
Lehrsätze :  v 

§.  1S8.  Eine  unendlich  werdende,  oder  kürzer,  eine 
unendliche  Grosse  wird  nicht  geändert,  wenn  man  eine  end- 
liche Grösse  hinzuaddirt  oder  davon  abgeht. 

Denn  es  ist,  wenn  a  eine  endliche,  v  eine  unendlich  werdende 
Grösse  bezeichnet,  offenbar  u  -f-  a  =  « ;  indem  ja  schon  in  dem  Be- 
griffe des  Unendlichwerdens  von  ti,  jede  gedenkbare  Znnabme  hegt, 
also  durch  w^a  nichts  ausgedrückt  wird,  was  nicht  schon  u  an  and 
für  sich  bezeichnet.  Ist  aber  u  -{-  a  =^  Uy  so  ist  auch  (beiderseits  a  ab-* 
gezogen)  u  =  u  —  a,  also  überhaupt :  u  :iz  (*  =  »j  oder ,  auf  die  Gren- 
zen übergehend :  <yo  :^  a  =^  «5,  [oder  auch  lim.  (w  i  o)  =  od]. 

§.  139.  Eine  unendliche  Grösse  höherer  Ordnung  wird 
durch  Addition  oder  Subtraction  einer  unendlichen  Grösse 
niederer  Ordnung  weder  vermehrt  noch  vermindert,  (Oder 
die  Grenze  einer  imendlichen  Grosse  höherer  Ordnung  wird 
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nicht  g^ndert,  wenn  zu  dieser  GrOsse  eine  unendliche  GhrOsse 
Ton  niederer  Ordnung  addirt  oder  subtrahirt  wird.) 

Denn  Ar  A^^at^  und  B  =  6u»-'m,  wo  also  A  (bei  nnendlicher 
Zonahme  Ton  u)  eine  unendliche  GrOsse  ron  höherer  Ordnung  als  B 
iit,  hat  man  ^  :t  -ß  "■  «*"*"•  (a««»  i  6)  «  «i»— « .  an«  (infolge  des  to- 
ligen  §.)  ==^  au*  =^  A  f  oder  auch,  anf  die  Grenzen  übeigehend: 
a<Si»±b  «?•—*»•  =  arKin  [d.  i.  Hm.  CA±B)  =  litn,  .-4  *)]. 

*}  Sind  u  und  co'  verschwindende  oder  unendlich  klein  werdende  GrOs> 
sen,  so  erh&lt  man  ftkr  die  Grenzrechnung  folgende  Hanpts&tze: 

Ans  X  =  a  :ii  03  folgt  a ^=* lim,x  und  daher  ist  auch  x  «»>  (im.  x:^<o» 
Daraus  folgt  weiter: 

1.  Es  sei  x  =  lim.  x  +  w  nnd  jr  -=  Um. y  +  «',  so  ist  x  ^y  =  limx 
±:  lim.  jr  -^  (w  db  "')  nnd  bei  dem  Unendlichklein  werden  von  ta  ^  ca', 
auch: 

/im.  (x  i:  jf)  -»  2tm.  x  ^  /im.  y. 

2.  Ans  dieser  ttelation  folgt  für  y  »>  x  nnd  das  untere  Zeichen  lim.  (x — y) 
=  lim.  X  —  lim.  y  *"  0,  also  lim.  y  =  lim.  x. 

3.  Die  beiden  enteren  Gleichungen  in  1.  geben  xy  >— /im.  x . /im. jr  + 
(u)'  lim.  X  -i-  <a  lim.  y  4"  "  ^  )  woraus  sofort  lim.  (xy)  >—  lim.  x  .  /fm.  y 
folgt 

Ist  y  >«  ^  eine  constnnte  Grösse ,  so  ist  lim.  Ax  =  A  lim.  x  (wegen 
Um.  A  =  A^.     Auf  gleiche   Weise  folgt  auch : 

lim, (xy X ...)>—  lim. x .  Um. y .  lim.  t ... 

4.  Ans  den  genannten  beiden  Gleichungen  in  1  folgt  femer: 

X       Hm.  X  -|-  «       Um.  x      co  lijn.  y  —  «'  /un.  x 
y       /«m.  y  +  »'       /im.  y       (/»m.  y  -f*  «')  /«"»*•  y 
da  im  2.  Theile  dieser  Gleichung  der  2.  Bruch  bei  dem  unendlichem 
Abnehmen  Ton  «o  nnd  u,  nnendlicfa  klein  wird,   so  ist  sofort 

,.     /x\       /tm.x 

5.  Aus  3.  fblgt,  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  unmittelbar: 

Um.  (x")  =  (/im.  x)*. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  n^q  nnd  x'  statt  x,  so  folgt: 

iim.  (xO  --  (/«w.  X«  )«  und  daraus 
P  i 

/«m.  (x*)  =  (Um.  x')*  oder  wegen  lim.  jP  =  (/im.  x)'  anch 

t  Z 

iim.  (x*)  «  (/im.  x)'. 

Eben    so    ist    w^gen    --; — - — r  =  -rr- — ^—  —  (/*'«•  xV- •    und    auch 

/im.(x»)       (/im  r)»       ^ 


§.  140.  Unendlich  werdende  continuirliclie  Grös- 
sen behalten  das  bei  irgend  einem  endlichen  Werth  obwal- 
tende geometrische  Verhältniss  auch  dann  noch  bei,  wenn 
sich  diese  ihren  Grenzen  schon,  so  weit  man  nur  immer 
will,  genähert  haben. 

Denn  ftLr  A'^nu  und  B  =  mu  bat  man  A:B '^nw.mu'^nimj 
welches  Verh&ltniss  selbst  noch  f&r  w^co,  wofür  also  A  und  B  Un- 
endlich werden,  gilt 

§.  141.  Aus  den  Erklärungen  (§§.  134,  136)  über  das 
unendlich  Kleine,  ergeben  sich  gleichfalls  folgende,  mit  den 
eben  angeführten,  analoge  Lehrsätze: 

§.  142.  Eine  endliche  Grösse  kann  durch  die  ESnzu- 
fügung  oder  Wegnahme  einer  unendlich  kleinen  Grösse  we- 
der vermehrt  noch  vermindert  werden. 

Denn  ist  m  eine  unendlich  klein  werdende,  oder  kflrzer,  eine  un- 
endlich kldne  GrOsse;  so  ist  (§.  134)  co»-^,  folglich 

o       Au:ta      Au 

^-j-a)  =  ^±—  = «=  —  =  A, 

u  u  u 

weil   (§.  138)    die   endliche   QrOsse   a   gegen   die   unendliche  Au  rtT" 

schwindet. 

§.  14S.  Eine  unendlich  kleine  Grösse  niederer  Ord- 
nung wird  durch  die-  Addition  oder  Subtraction  einer  un- 
endlich kleinen  Grösse  höherer  Ordnung  nicht  geändert 

{lim,  x)-^. 

6.  Da,  wie  man  leicht  sidit,  Um.  (a<^)  »  1  ist,  also  a^  »  1  +  co'  gesetst 

werden  kann ,   so  folgt  a*  «»  a*»"»- «+ "  ^  a'*»-  * .  a"  =»  o*«-  *  (1  +  «') 
c»  a'^"*'  *  -j-  aa**^  *  und  es  ist  lim,  (a*)  =  a*"»«  *. 

7.  Auf  ähnliche  Weise  findet  man  noch  lim.{x')^={lim.x)^*'^9. 

Mit  Hilfe  dieser  Sätze  folgt  nun  die  obige  Belation  auf  folgende  Art. 

Wegen   ^i-B  «  a.ti»  ±  6.  «••—*»  =  lai: — Im»   ist,    wenn    man 

auf  die  Grenzen  Hbergeht  lim.  (-4  i  ^)  »=  /»m.  j  a  i  — )  .  Um»  (u«)  *= 

Um,  a ,  lim.  («)*•  :*=•  a  lim.  («»)  ■=»  Um,  (a  m«)  =  Um.  A  ,     wie     angegeben 
wurde. 


CT 

Denn  für  ^»a«*-«  und  B'^bußf  wo  also  B  unendlich  klein 
TOD  höherer  Ordnung  als  Ä  ist,  folgt  mit  BerQcksichtignng  des  vorigen 
Satzes  (§.  142) :  ^  i  Ä  «  »»i— «  (a  ±:  6««»)  =■  «>•— » .  a  —  o«»^— m  =  ^. 
(Auch  kann  man  in  diesem  §.  auf  eine  gans  fthnliche  Weise,  wie  in 
f.  139  die  Grenzen  sam  Grande  legen). 

§.  144.  Unendlich  klein  werdende  continuirliche 
Grossen  behalten  das  geometrische  Verhältniss,  welches  sie 
bei  irgend  einem  endlichen  Werthe  gegen  eitiander  besitzen, 
selbst  dann  noch  bei,  wenn  sie  sich  schon  ihrer  Grenze 
Null,  so  weit  man  nur  immer  will,  genähert  haben. 

Denn  setzt  man  A'^nta  und  B^^mco,  so  findet  fortwährend ,  ob- 
sdion  A  und  B  mit  m  unendlich  klein  werden,  das  Verh&ltnisB  Statt: 
AiB  ^^  n(o:mcds=n:m. 

§.  145.  Zusatz.  Mit  Hilfe  des  unendlich  Kleinen 
lässt  sich  nun  auch  von  den  continuirlichen  Functionen 
({.  110)  folgende  einfache  Definition  geben:  die  Function 
f{x)  ist  innerhalb  der  Grenzen  a^=a  und  a  =  b  stetig, 
wenn  eine  unendlich  kleine  Zu-  oder  Abnahme  von  x,  die- 
ses X  zwischen  a  und  b  genommen,  eine  unendlich  kleine 
Aenderung  in  /(a)  hervorbringt.  Liegt  a  zwischen  a  und 
b,  so  sagt  man  auch,  die  Function  /(a)  sei,  wie  klein  auch 
die  Differenz  a  —  b  oder  b  —  a  sein  mag,  in  der  Nähe  von 
£  =  a  stetig  oder  continuirlich. 

So  ist  ftr/(*)  «-  z"  sofort/(aP+«)=(a+»)»  =x»  +  i  "  I  xß-^  »  + 

I    lar»-2a,«-j-..,s=.ar»+P«,    wo  P  fftr   alle  endlichen  Werthe  yon 

X  (nnd  natOrlieh  n)  eine  endliche,  also  Pta  eine  unendlich  kleine  OrÖsse, 
daher  die  Aendemng  der  Function  f(x  •+•  cd)  — fix)  »>  Pw  selbst  un- 
endlich klein,  also  x»  fftr  alle  endlichen  Werthe  der  Yaziablen  x  eine 
continuirliche  Function  yon  x  ist 


88 


Viertes  CapiteL 

Theorie  der  höheren  Gleichungen. 


L 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten. 

Erklärungen. 

§.  lüb.  Eine  höhere  Gleichung  mit  einer  unbekann- 
ten Grösse  heisst  geordnet,  wenn  sie  auf  die  Form  ge- 
bracht ist: 

(1)    af'-{-A^af-^  +  A^af^'^  +  ...+A^ia  +  An  =  0. 

In  dieser  Gleichung  des  n.  Grades,  von  der  Unbekann- 
ten ojy  können  die  Buchstaben-  oder  Zahlencoefficienten  A^, 
A^f  .An  reell  oder  imaginär,  rational  oder  irrational,  ganz 
oder  gebrochen,  positiv  oder  negativ  und  zum  Theil  (selbst 
alle  von  A^  bis  inclus.  An^i)  auch  Null  sein ;  indess  setzen 
wir  hier  ein  für  alle  Mal  reelle,  rationale  Coefficien- 
ten  voraus. 

§.  I4T.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  diese  allgemeine 
Gleichung  durch  -X'=0  darstellen,  wobei  X  das  Polynom 
der  Gleichung  heisst  und  sofort  eine  Function  von  x  ist 

§.  148.  Jeder  reelle  oder  imaginäre  Ausdruck,  wel- 
cher, fßr  a  gesetzt,  der  Gleichung  Genüge  leistet,  also  das 
Polynom  X  auf  Null  bringt,  heisst  Wurzel  der  Glei- 
chung. 

So  ist  s.  B.  für  die  Gleichung  4x* -{•  l  =^  Sx -\- 2x^ ,  welche  ge- 
ordnet  in  j:'  —  2x*  4"  f  *  —  J  =■  0  Obergeht ,  jeder  der  3  Aufdrücke : 
1»  i(l~|"V^ — 0  nnd  i(l — Y — 1)  eine  Wurael,  wovon  man  sich 
leicht  überzeugen  kann. 

§.  140.  Lehrsatz.  In  jeder  höhern  Gleichung  X=  0 
ist  das  Pol3mom  X  für  alle  endlichen  Werthe  von  a  eine 
continuirliche  Function  von  x. 


Denn  läest  man  a  um  die  willkfirliche  Grösse  oo  zu- 
nehmen oder  in  a-\-oo  übergehen ,  so  geht  X  oder  /(x) 
über  in 

-f  An-l  («+«)  +  Anf 

und  wenn  man  (§.  124)  entwickelt  und  Alles  nach  Potenzen 
von  99  ordnet,  erhält  man: 

(flt)    f(a  +  (c)  =  X+X^co-]-X^(A^  +  X^;o*  +  ... 

wobei  die  auf  einander  folgenden  Coefficienten  X,  X|  .  .  . 
folgende  Werthe  haben: 

^         1.2.S  '  1.2.3  *  * 

y,  »  (n  —  1)  (n  —  2)  ...  3  .  2  .  1  

1  .  2  .  3  . . .  (»  ~  1)  n 

Da  nun  X  nichts  anderes  als /(x)  ist,  so  folgt: 

nnd  es  ist,  wenn  00  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet, 
für  alle  endliche  Werthe  von  ä?,  wofür,  wie  man  sieht, 
auch  Xf  X^y  X^y,*,Xn  endliche  Grossen  sind,  diese  Diffe- 
renz oder  Aenderung  der  Function  f(x)  unendlich  klein, 
mithin  diese  Function  f(ai)  =  X  (§.  145)  innerhalb  dieser 
Grenzen  in  der  That  continuirlich. 

A  n  m  e  r  k.  Da  d!e  obige  Entwickclnng  (x)  in  der  Folge  hftiifig  ange- 
wendet wird,  80  machen  wir  darauf  aufmerksam,  daas  sie  immer 
leicht  hingeschrieben  werden  kann ,  wenn  man  nur  die  ganx  ein- 
fachen Bildungsgcsetse  der  Coeffieienten  X,  X^ ,  X^  , . . .  berflck* 
sichtiget ;  diese  sind  nimlich  folgende :  X  ist  das  gegebene  Polynom 


der  Gleichung  selbBt  X^  wird  aas  X  gebildet  oder  abgeleitet,  in- 
dem man  in  jedem  Gliede  den  Exponenten  Yon  x  snm  Coefficientea 
macht  und  den  ^Exponenten  selbst  um  eine  Einheit  Termindert. 
Genau  auf  dieselbe  Art  wird  X^  aus  X^ ,  X^  aus  X^  u.  s.  w., 
Xn  ans  Xn^i  abgeleitet  oder  derivirt,  nur  dass  man  noch 
alle  Glieder  in  X^  durch  1,  in  X,  durch  1  .  S  u.  s.  tr.,  in  Xm  durch 
1 .  2 .  3  . . .  n  dividiren  muss.  Aus  diesem  Grunde  heissen  die  Po- 
lynome X^,  X^f,,.Xn,  der  Reihe  nach,  das  1.,  2.,  ...n.  abge- 
leitete Polynom,  uhd  man  erhftlt ,  was  als  Rcchnungsprobe 
dienen  kann ,  Ar  das  letzte  Polynom  Xn  immer  den  1.  Coefficien- 
ten  des  Polynoms  X  der  gegebenen  Gleichung  (also  A^^  wenn 
X'^Ä^a^  4-  A^  r«— 1  + . . .  iat). 

§.    150.     Lehrsatz.     Ist,    vom   Zeichen   abgesehen. 
Am  der  grösste  Coefficient  des  Polynoms  X;  so  wird  für 

^^^  +  1  das  1.  Glied  O^  desselben  grosser,  als  die  Summe 
aller  übrigen  Glieder. 

Denn  setzt  man  Kürze  halber  -4,«"^*  +  Jl,«*"^ -]-. .. 
+  -4«  =  P,  so  ist  offenbar  Am^ü^^  +  A^ß"^^  +  -4««»-^  +  •  •  • 

-\- Amy  d.  i.  (1)  Am\ — -i>'P.   Setzt  man  nun  Ä~-4m+l, 

\X^— '1/  ^> 

so   folgt   X  —  \,~Am  oder   {x  —  l)a:"~-4m^,    und   wenn 
man  davon  die  Relation  0  <^  A^  abzieht ,  fbr  beide  Falle : 

(o?  —  1)  4:»  >  A^st?"  —  A^  oder  af  >  -4m(^). 

Diese  Eelation,  mit  der  vorigen  (1)  verglichen ,  gibt 
um  so  mehr:  «1  >  P,  d.  i.  ä"  >►  A^aS^^  +  A^ af^'^ -!-•••■+■  ^»9 
was  zu  beweisen  war. 

So  wird  z.  B.  in  x'  +  2x'  +  4x  +  8  —  0,  ftr  x  «-  4  +  1  »=  5 ,  das 
1.  Glied  x'b=125  grosser,  als  die  Summe  der  flbrigen  Glieder: 
60  -|-  20  -f-  3  =  73.  In  rielen  F&llen  (besonders  wenn  auch  negatire 
Glieder  vorkommen)  reichen  sogar  schon  kleinere  Zahlen,  wie  nament- 
lich hier  die  Zahl  4,  au  diesem  Zwecke  hin. 

§.  151.  Folgerung.  Aus  diesem  Satze  folgt  un- 
mittelbar folgender:   Es   lassen   sich  in   der  endlichen  oder 

unendlichen   Reihe  y*"  + -^jy*^^ +  ^2y*^^H"  •  •  •  ^  V  ^ 
kleine  Werthe  angeben,  dass  dadurch  das  1.  Glied  y"  grös- 
^r  als  die  Summe  aller  folgenden  Glieder  ausfallt. 


n 

Denn  aetzt  man  in  dem  obigen  Polynom  X  (vor.  §.) 
ar  =  — ,  80  hat  man  fhr  — ~-4«+l  sofort: 

d.  1.  für  y  ~  -; — r—  sofort :   1  >  -^^y  +  -/l^*  +  . . .  +  -4«y", 

oder,  wenn  man  mit  y^  multiplieirt,  bei  diesen  angegebenen 
Werthen  von  y,  auch: 

y-»  >  ^,y-^l  +  J,y-^2  +  .  .  .  +  ^.y^", 

wobei  auch  offenbar  n  =  oo  sein  kann« 

§.  152.  Lehrsatz.  Erhalt  man  aus  dem  Polynome 
X  der  Gleichung  X=Oj  für  die  2  auf  einander  folgenden 
Substitutionen  a  =  a  und  a=^b,  Besultate  mit  verschie- 
denen Zeichen;  so  liegt  zwischen  a  und  b  wenigstens 
eine  (je  nach  Beschailenheit  von  a  und  b  reelle  oder  ima- 
ginäre) Wurzel  dieser  Gleichung. 

Denn  da  X=f(a)  (§.  149)  eine  continuirliche  Func- 
tion von  a  ist,  so  muss  f{x)  bei  dem  Üebergange  von  /(a) 
in  /(Ä),  d.  i.  vom  Positiven  ins  Negative,  oder  umgekehrt, 
nothwendig  (da  hier  f{x)  nicht  Unendlich  werden  kann) 
durch  Null  gehen,  so,  dass  es  also  einen  zwischen  a  und  b 
liegenden  Werth  a  geben  muss ,  wofhr  f{a)  =  0  wird ; 
dann  ist  aber  (§.  148)  a  =  %  eine  Wurzel  der  Gleichung 
t\x)z=X=0. 

$.  lös.  Zusatz  1.  Da  bei  dieser  Voraussetzung 
(dass  /(a)  und  f(b)  verschiedene  Zeichen  besitzen)  f(a) 
bei  dem  Üebergange  von  /(a)  in  /(ft),  oder  umgekehrt,  «im 
Allgemeinen  3,  5, . . .  2m  -f- 1  Mal  durch  Null  gehen  kann, 
so  kann  auch  überhaupt  zwischen  a  und  b  eine  ungerade 
Anzahl  von  Wurzeln  der  Gleichung  X=0  liegen. 

§.  154.  Zu s atz  2.  Man  sieht  femer  leicht,  dass, 
wenn /(a)  und /(J)  einerlei  Zeichen  besitzen,  zwischen 
a  und  b  sofort  0,   2,  4,... 2m,  d.  i.  überhaupt  eine  ge- 


rade  Anzahl  von  Wurzeln,    die  Null   mitgerechnet   (also 
auch  gar  keine),  liegen  könne. 

§.  155.  Lehrsatz*  Jede  Gleichung  von  einem  un- 
geraden Grad  hat  wenigstens  eine  reelle  Wurzel ,  ihr 
Zeichen  ist  das  entgegengesetzte  von  jenem  des  letzten 
Gliedes  Am> 

Denn  setzt  man  als  1.  Substitution  ^  =  0,  so  fallen 
in  X  alle  Glieder  bis  auf  das  letzte  An  weg,  und  man  hat 
je  nach  dem  Zeichen  desselben  für  X  ein  positives  oder 
negatives  Resultat.  Setzt  man  ferner  als  2.  Substitution, 
je  nachdem  An  positiv  oder  negativ  ist,  ^=:^(-4m  +  l), 
so  erhält  (§.  150)  X  das  Zeichen  des  1.  Gliedes  «•,  wird 
also  negativ  oder  positiv,  und  es  liegt  daher  (§.  152)  im  er- 
stem Falle  zwischen  0  und  —  (-4«  +  1),  im  letztem  Falle 
zwischen  0  und  -|-  (A^  +  1 )  i  wenigstens  eine  reelle  Wur- 
zel, und  diese  ist  beziehungsweise  negativ  oder  positiv. 

§.  156.  Lehrsatz.  Jede  Gleichung  von  einem  ge- 
raden Grad,  deren  letztes  Glied  negativ  ist,  hat  wenig- 
stens zwei  reelle  Wurzeln,  davon  ist  eine  positiv,  die 
andere  negativ. 

Denn  setzt  man  wieder  als  1.  Substitution  ^  =  0,  so 
wird  X  (gleich  dem  letzten  Glied)  negativ ;  setzt  man  dann 
als  2.  Substitution  jf  =  ±  (^„, -j- 1),  so  wird -in  beiden  Fal- 
len X  positiv:  es  liegt  also  (§.  152)  eine  Wurzel  zwischen 
0  und  +  (^m+1),  die  sonach  reell  und  positiv,  und 
eine  Wurzel  zwischen  0  und  —  (Am  + 1) ,  welche  sofort 
reell  und  negativ  ist. 

§.  157.  Lehrsatz.  Jede  Gleichung  von  einem  ge- 
raden Grad,  deren  letztes  Glied  positiv  ist,  so  wie 
ül)erhaupt  jede  Gleichung  von  was  immer  für  einem  Grad, 
deren  Coefficienten  sämmtlich  oder  theil weise  imaginär, 
jedoch  in  der  Form  a  -f-  ß  y^- —  1  enthalten  sind ,  hat  we- 
nigstens eine  in  dem  Ausdruck  p  -\-  q  l/~  1 1  wobei  p  und 
q  reelle  Grossen  (die  theilweise  auch  Null  sein  können)  be- 
zeichnen, enthaltene  Wurzel. 


Da  sich  dieser  allgemeine  Satz  hier  nicht  ohne  viele 
Weitläufigkeit,  mit  Hilfe  der  Differentialrechnung  hingegen 
sehr  einfach  beweisen  lässt,  so  verweisen  wir  in  dieser  Be- 
dehttDg  auf  die  Anmerkung  des  §.  697. 

§.  156.  Zusatz.  Fasst  man  das  in  den  drei  letzten 
$§.  Gesagte  zusammen ,  so  folgt,  dass  jeder  hohem  Glei- 
chung ohne  Ausnahme  wenigstens  eine  Wurzel,  diese  mag 
nun  reell  oder  imaginär  sein,  entsprechen  müsse. 

§.  ISO.  Lehrsatz.  Ist  ar  =  oo  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X=0 ,  so  ist  das  Polynom  X  durch  « —  oo 
theilbar. 

Denn  ist  «  eine  Wurzel  der  Gleichung  -X'=  0,  so  findet 
(§.  148)  die  Gleichung  Statt :  w»  +  ^,«— *  +  A^cn/^'^  +  • . . 
•^An—icü'{-Am^=0;  bestimmt  man  also  aus  dieser  Glei- 
chung An  und  setzt  dessen  Werth  in  das  Polynom  X,  so 
erhält  die  Gleichung  Jir=0  die  Form: 

-j-  A»^i  {x  —  «)  =  0, 

unter  welcher  die  Richtigkeit  unseres  Satzes  unmittelbar 
erkannt  wird  *). 

§.  100.  Zusatz.  Thcilt  man  wirklich,  so  erhalt  man. 
Alles  wieder  nach  x  geordnet: 

dabei  ist,   wie  man  leicht  findet:   -5j=-4i+oo,  5,=^, 

-f  ^1 00  +  00* ,  J5,  =  -4,  +  -4j  w  -j-  -4, 00*  -|~  «*  >  •  •  •  Bn-\ 
=  An^i  +  -4ii-2»  -+-•••  +  «*~S  und  nach  demselben  Bil- 
dungsgesetz : 

B.  =  An  +  A-i «  +  ...  +  A «— ^  -f  »"  =  X  =  0 . . .  ( j3) 


•)  Schnrfrinniger  noch  ist  folgender  Beweis:  theüt  man  X  durch  x — m 
und  die  Division  geht  nicht  auf,  so  wird  der  Quotient  JC  eine  Ähn- 
liche Function  yon  x  wie  X  sein ,  dagegen  der  Best  R ,  nach  der 
Natur  der  Division,  kein  x  mehr  enthalten,  und  man  hat  X  =^ 
(x  —  ia)X  -\-R,  Setxt  man  nun  x  =  w ,  so  wird ,  da  m  eine  Wur- 
zel ist,  Jr=0,  und  man  erhalt  daher  0  — 0-|-i2,  d.  i.  Ä  =«  0,  und 
zwar ,  da  R  von  x  unabhängig  ist,  nicht  bloss  für  x  —  w ,  sondern 
überhaupt  fOr  jeden  Werth  von  x. 
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oder  auch  in  anderer  Darstellung  (recurrirend)  und  wenn 
man  im  Pol3mome  X  den  Coefificienten  zu  af^  allgemein  mit 
A^  bezeichnet,  wodurch  der  Quotient  BQaf*^^-\-B^af^'^'\-... 
+  Bn-\  =  0  entsteht ,  sofort : 

-Bo  =  -^0 ,   J5j  =±  J5^,  00  +  -^1,  5,  =  J5j  «  +  -4»>  •  •  • 

5n-i  =  Ä-2  «  +  An^i    und    (S)    Bn  =  Ä-1  00  +  ^»  =  0. 

Es  ist  also,  um  es  wiederholt  zu  bemerken: 

X=  (j?  —  co)  {af-^  -\-Bia^^  +  B^af"-*  + . . .  +  Ä^i)  =0. 

An  merk.  1.     Sind  die  Coefficienten  Ä^,  A^  * . .  der  Gleichung  X^=0 
in  Zahlen  gegehcn  nnd  ist  x^=  x  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so 

erhält  man  hei   der  wirklichen  Rechnung  den  Quotienten  am 

*  X  —  flt 

einfachsten  und  bequemsten,  wenn  man  sich  zur  Herleitung  der 
Zahlencoefficienten  B^^  ^^ . . .  Bn^i  des  zuletzt  angpegebenen  Sche- 
mas bedient;  zugleich  kann  man  die  Relation  (<^),  welche  dabei 
Bn='0  geben  muss,  als  GontroUe  Air  die  Richtigkeit  der  Rechnung 
benutzen« 

Um  z.  B.  die  Gleichnng  2arS  — 3x* — ll:r+6»0,  weicht  die 
Wurzel  f  —  3  besitzt,  durch  x  — •  8  zu  theflen,  schreibt  man : 

A^  Ä^^  A^  A^ 

2  —8  —11  +6 

X  — 8     [2],   8X2— 8«-[3],  8X3— 11  —  — 2,   8X  — «  +  «'-<' 

^0  B,  B,  B. 

und  erh&lt  sofort  als  gesuchten  Quotienten :  2x*  -|-  8x  —  2  »»  0. 

Eben  so  hat  man  fttr  die  Gleichung  x*  -|"  *'  •""  7**  —  x  +  6  «-  0, 
in  welcher  x  =>  —  1  eine  Wurzel  ist ,  um  den  durch  Dirision  mit 
X  -|-  1  entstehenden  Quotienten  zu  erhalten,  nach  diesem  Verfahren : 

1,  +1,  —7.  -1, 

*— -1     1,    — 1X1+1«0,     -iXO-7=-7,    ^lX-7— 1-+«, 

— iXö+C'-O 
also  den  Quotienten  x*  —  7x  -f-  6  >—  0. 

Femer  daraus ,  wegen  x  —  2 ,  wenn  man  mit  x »-«  2  diridirt : 

1,  0,  —7,  +6 

X  — 2     1,     2X1  +  0  —  2,     2X2  — 7  — —  3,     2X  — 3  +  6-"^ 

sofort    x»+2x  —  8  —  0. 

Endlich  folgt  wieder  daraus ,  da  in  dieser  Gleichung  x  ==  1  eine 
Wurzel  ist,  wenn  man  mit  x— 1  theilt: 

1,  +2,  —8 

x  —  l       1,     1X1  +  2  =  8,     1X3  —  3  =  0 
der  Quotient    x  +  8  =  0, 
so  dass  hier  x  —  —  8  die  Wurzel  ist 


—  8, 

-1, 

+  1, 

+  8. 

[6] 

Anch  die  vielfachen  Wurzeln  einer  Gleichung  geben  sich  da- 
durch sa  erkennen  ;  denn  ist  z.  B.  die  Gleichung  r*  —  3z'  •— «  6x'  -{- 
28jr  —  24  =  0  gegeben,  tind  man  untersucht  ob  2  eine  Wurzel  der- 
selben ist;  so  hat  man  nach  diesem  Verfahren  ganz  kurz  das 
ochnna« 

—  6,     +  28,     —  24 

-8,     +12,     [0] 

-6,     [0] 

[0] 

Da  also  nicht  bloss  das  Polynom  der  gegebenen  Gleichung  durch 
X  —  2  theilbar  ist,  sondern  auch  der  durch  die  Division  Ton  x — »2 
entstehende  Quotient  und  so  auch  der  folgende  und  der  uAchst  fol- 
gende ;  bo  besitzt  die  gegebene  Gleichung  diese  Wurzel  x  —  2  drei 
Mal  und  der  aus  der  Division  mit  (x  — 2)*  entstehende  Quotient 
ist  X  +  3  a-  0,  also  noch  x  <-■  —  3. 

A  n  m  e  r  k.  2.  Theilt  man  das  Polynom  X  durch  den  Factor  x  —  a, 
und  ist  OL  keine  Wurzel  der  Gleichung  X'—O;  so  erhAlt  man 
nach  diesem  Voigange  fOr  Bn  nicht  Null ,  sondern  wie  aus  der 
Gleichung  (ß)  zu  ersehen ,  jenen  Werth ,  welcher  anch  entsteht, 
wenn  man  in  dem  Polynom  X  die  Unbekannte  x  >—  s  setzt 

Um  also  B.  B,  die  Resultate  fitar  die  Substitutionen  Ton  x  —  2, 
3,  4 . . .  in  dem  Polynome  X  =  x*  +  Sx'  +  2x'  +  6x  —  148'6  an 
erhalten,  hat  man  nach  diesem  Verfahren: 

1,  3,  2,  6,  —148-6 
2)  1,  6,  12,  80,  [—88-6] 
8)  1,  6,  20,  66,  [+49-4] 
4)       1,     7,     30,     126,     [+355-4] 


wobei  die  eingeklammerten  Zahlen  die  gesuchten  Resultate  dieser 
Substitutionen  sind.  Dieses  Rechnungsverfahren  stellt  sich  gegen 
das  gewöhnliche  um  so  bequemer  heraus,  je  höhere  Potenzen  von  x 
in  dem  Polynome  X  vorkommen. 

$.  161.    Lehrsatz.    Jede   Gleichung  des  n.  Qrades 
hat  n  Wurzehi,  und  zwar  weder  mehr  noch  weniger. 

Denn  ist  oa^  jene  Wurzel,   die  der  Gleichung   X=0 
(f  158)  nothwendig  zukommt,  so  hat  man  (vorig.  §.) 

X  =  (jr?  —  »1 )  (jr— 1  +  ^1  ^»^'^  +  . . .  +  5-i)  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  aber  nicht  bloss  für  a  —  oo^  =  0, 
woraus   eben   die  genannte   Wurzel  a!  =  co^  folgt,    sondern, 
auch  für  X  =  4?»-i  -f  5idr— 2  +  •  •  •  -f  ^»-i  =  0  befriediget. 
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Ist  daher  wieder  oo,  die  Wurzel,  welche  dieser  letztem  Glei- 
chung nothwendiger  Weise  entsprechen  muss;  so  hat  man 
eben  so: 

eine  Gleichung,  welcher  auf  doppelte  Weise,  ein  Mal  für 
X  —  0),  =  0  (woraus  eben  ^  =  Wj  folgt)  und  dann  auch  für 
-X"  =  ^p^2  +  Ci^r»-«  -f  . . .  +  CL-'2  =  0  Genüge  geleistet  wird. 
Bezeichnet  man  desshalb  die  Wurzel,  welche  diese  letztere 
Gleichung  haben  muss,  durch  oo, ;  so  ist  eben  so 

-X"  =  (^  —  CD, )  («^  4-  i>^  -i-—«  4-  . . .  4-  B^t)  =  0. 

Werden  diese  Schlüsse  fortgesetzt,  so  erhält  man,  da 
zuletzt  statt  dem  Polynom  nur  noch  ein  Binom  als  Quotient 
entsteht :  Z^*-'^'  =  (j?  —  ««-i)  (a?  +  Q)  =  0 ,  so ,  dass  aus 
Ä?  +  Q  =  0  sofort  die  letzte  Wurzel  a  =  —  Q  =  a>»  hervor- 
geht Man  hat  daher  endlich  durch  die  stufenweise  Sub- 
stitution : 

X=  (a  —  (0^)  IC  =  (x  —  »I )  (a?  —  cd,)  X' 

=  («  —  wj  (a  —- «,)  (x  —  00,)  JP" 
u.  8.  w.,  und  zuletzt: 

(y)     -y=  («  —  coj  (x  —  »,)  (or  —  »,)...(«  —  »»)  =  0, 

aus  welcher  Darstellung  nun  auch  unmittelbar  folgt,  dass 
erstlich  jede  der  n  Grössen  00|,  oo,,...»»,  statt  a  gesetzt, 
die  Gleichung  X=0  befriediget,  also  eine  Wurzel  dersel- 
ben ist,  und  ferner,  dass  es  ausser  diesen  keine  andere  Wur- 
zel mehr  geben  könne. 

§.  102.  Zusatz.  Sind  also  »i ,  oo, ,  eo, , .  • .  00«  die  n 
Wurzeln  der  Gleichung  X=0;  so  lässt  sich  das  Polynom 
derselben  durch  X=(x  —  00^) (x  —  w,)(dr  —  00,)... (j;  —  ««) 
darstellen*),  also  in  n  einfache  Factoren  von  der  Form 
X  -f-jp,  oder,  wenn  man  will  (für  den  Fall,  dass  p  ein  Bruch 
wäre),  a'\'  bx  zerlegen.    Ist  n  gerade,  und  nimmt  man  im- 

mer  2  einfache  Factoren   zusammen ,  so  entstehen  —  q  u  a- 

8  ^ 

*)  Nach    dieser    Darstellung   ist    es    ebenfalls    leicht   die    S&tze   in   §§. 
1 52  —  1 54  zu  erweisen. 
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dratische    Factoren   von   der   Fonn   a -f- &r  4-cjf*;    flXr 

n  ungerade    hingegen    erhalt    man   quadradeche   und 

einen  einfachen  Factor. 

So  hat  z.  B.  cUe Gleicbnbg  x^-f-x*— 7r'— -r  +  6  —  0  dieWorselB 
X  —  -f-  1,  —1,  -4-2,  —  3 ;  also  ist : 

r*  4-  r»—  7x"  —  X  +  6  —  (x  —  1)  (jr  +  1)  C*  —  «)  (*  +  «) 
—  (x"—l)(x»  +  x  — 6)  — (x"  —  ax  +  8)(*''-f -^  +  8)  o.  t-w. 
Um  das  Polynom  lSx^+l<>x'  —  Sx  —  4  m  Factoren  in  serlegen, 
lulde  man  die  (logleidi  geordnete)  Gleichung 

und  da  die  Wanefai  dieter  Gleicbang  sind :  x  —  ^,  —  ^,  — } ;  so  folgt 

**+}'*  — *'  —  i  —  (*--i)('"fi)('  +  })'   o^«»»   '^«na  ™*n   <*»• 
Biiklie  wegschafft: 

l»x«  +  16x"  — «X  —  4  —  («X  —  1)  (2x-J-  1)  (8x  +  4). 

§.  m.  Lehrsatz.  IbI  p  -{-q}/^—!  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X=0,  bo  muss  auch  der  conjugirte  Werth 
p  —  q  y^ —  1  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  sein. 

Denn  setzt  man  in  Jf  =  «•  -|-  -4j  «•"**  +  . . .  +  -^«> 
g=p-\-  q\/ — 1;  so  erhält  man,  nachdem  sowohl  die  re- 
ellen, als  auch  imaginären  Theile  ftkr  sich  zusammen  genom- 
men worden,  einen  Ausdruck  von  der  Form  P+  Q]/—-!» 
wo  P  nur  gerade  und  Q  nur  ungerade  Potenzen  von  9 
enthält.  Setzt  man  femer  im  Polynome  -X,  a  =p  —  q\/ —  1 ; 
80  ändert  sich  durchaus  nichts,  als  (da  man  nur  — q  statt 
-\-q  zu  setzen  hat)  das  Zeichen  von  Q,  und  man  erhält  als 
Besultat  dieser  Substitution:  P — QV^— 1.  Ist  nunp  + j|/— 1 
eine  Wurzel  der  Gleichung  X=0,  so  hat  man  (§.  148) 
P-f-Qj/^ — 1=0,  d.  i.  (indem  diese  Relation  nicht  anders 
bestehen  kann)  P=0  und  Q]/^— 1=0,  woraus  durch 
Subtraction  auch  P — Q]/^— 1=0  folgt:  es  bringt  also 
auch  die  2.  Substitution,  nämlich  a=p  —  g|/^— 1,  das 
Polynom  X  auf  Null,  folglich  ist  auch  dieser  Werth  von  m 
eine  Wurzel  der  Gleichung  X=^0. 

{.  164.  Zusatz  1.  Da  also  die  imaginären  Wurzeln 
einer  Gleichung  inmier  paarweise  und  conjngirt  vor- 
kommen, so  entspringen  aus  jedem  Paar  die  einfachen  Fac- 
toren x —  p  —  q\/ — 1  und  a — />  +  ?l/— 1>    welche   zu- 

Bvf  *t  Compendimii  4.  höh.  Math.  7 
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sammen  den  quadratischen  Factor  {a — />)*  +  ?*  geben;  es 
kann  demnach  das  Polynom  einer  jeden  höhern  Gleichung 
in  lauter  reelle  quadratische  Factoren  von  der  Form 
Ä?*  +  öw?  +  fc  aufgelöst  werden ,  wozu  für  eine  Gleichung 
von  ungeradem  Grade,  noch  ein,  ebenfallB  ideeller,  ein- 
facher Factor  kommt. 

§.  165.  Zusatz  2.  Da  femer  die  quadratischen  Fac- 
toren, also  auch  ihr  Product,  wesentlich  pos'itiv  ist;  so 
kann  das  Polynom  einer  hohem  Gleichung  von  lauter  ima- 
ginären Wurzeln  fiir  gar  keinen  reellen  Werth  von  j?  ne- 
gativ werden, 

§.  1Ö6.  EigenschaftenderCoefficienten.  Ver- 
richtet man  in  (y)  §,  161  die  Multiplication  mit  den  n  Bi- 
nomial- Factoren  und  ordnet  das  Ganze  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  Xy  so  erhält  man: 

(S)  -X  =  ^  — 6;^«--^  +  C,^'^2  — C3^'^  +  ...  +  (— 1)"C 
wobei  die  Coefficienten  Cj ,  (7,  , . . .  nachstehende  Werthe 
haben :    Ci  =  Wj  -f-  ^o,  +  •  •  •  +  öo«  ,    Cj  =  coj  co^  -f-  oo,  co,  + . . . 

+  GöiWn  +  CöjCüj  +  .  .  .  +  COjCö«  -f  etc.  +  Wf»-!««,  (7,  =Cüi  CO^CÖ,  + 
etc.  +  Cöfl_2Wn^lC0n  U.    S.    W.  ,    C»  =  OO1CO2CO3  .  .  .  CO«— iCO«,    SO,   da86 

also  Cj  die  Summe  der  Wurzeln  oder  die  Summe  ihrer 
Combinationen  zu  1 ,  C,  die  Summe  ihrer  Combinationen  zu 
2  u.  s.  w.,  Cn  die  Summe  ihrer  Combinationen  zu  n,  d.  i. 
ihr  Product,  bezeichnet. 

§.  167.  Zusatz.  Fehlt  also  in  einer  hohem  Glei- 
chung das  2.  Glied,  so  muss  die  Summe  der  positiven  Wur- 
zeln jener  der  negativen  Wurzeln  gleich  sein.  Fehlt  das  letzte 
Glied  (An)  9  so  muss  wenigstens  eine  ihrer  Wurzeln  gleich 
Null  sein. 

An  merk.  Sind  die  s&mmtlichen  Wurzeln  einer  Gleichung  X^O 
negativ,  so  besitzt  das  Polynom  JST«  (x-j-co,)  (ar-}*"»)  •  •  • 
(x  -f-  tan)   nnr   positive    Coefficienten. 

§.  168.  Lehrsatz.  Aendert  man  in  der  Gleichung 
X=0  .die  Zeichen  des  2.,  4.,...  d.  i.  jedes  in  gerader 
Stelle  stehenden  Gliedes;   so  verwandelt  man  dadurch  die 


Gleichung  in  eine  andere,   welche  die   nämlichen   Wurzeln, 
jedoch  mit  entgegengesetzten  Zeichen  besitzt. 

Denn  setzt  man,  um  die  Zeichen  der  Wurzeln  zu  än- 
dern, in  X=0,  statt  a^  — a;  so  erhält  man,  fiir  n  ge- 
rad:  af  —  -4i^p*~*  4~ -^»^""^ — ...  +  -4«=0,  und  fiir  n 
ungerad:  — «" -|- -4jdj"""*  —  ...  +  ^«  =  0,  oder,  wenn 
man  durchaus  die  Zeichen  ändert ,  wieder  wie  zuvor : 
*■  —  A^a'^^  +  -^j^r»-^  —  ...  —  ^.  =  0.  Diese  Gleichung  hat 
also  die  Wurzeln  — a,  — p,  -f-y  etc.,  wenn  die  ursprüngliche 
Z=0  die  Wurzeln  -\-a,  -\-ßy  — y  u.  s,  w.  besitzt. 

So  hat  s.  B.  die  Gleichung  x^  -|-  4x*  -\-x  —  6  =  0  die  Waneln  +  1, 
—  2,  —  3,  während  jene  x^  —  4a?'  +  x  -f"  *  =  ^  ^»c  Wurzeln  —  1,  -|-  2, 
+  3  besitzt. 

Anmerk.  1.  Mit  Rflcksicht  auf  die  Gleichung  (^)  (§.  166),  in  welcher 
die  Wurzeln  positiT  angenommen  sind,  folgt  also,  dass  eine  Glei- 
dinng  X  =»  0 ,  in  welcher  das  Polynom  lauter  positive  Coeffi- 
denten  besitzt,  nur  negative  Wurzeln  haben  könne.  (Vergleiche 
auch  die  vorige  Anmerk.) 

Anmerk.  2.  Wir  werden  die  Gleichung  mit  entgegengesetzten  Wur- 
zeln (wie  man  sich  Kürze  halher  auszudrücken  pflegt)  kurz  durch 
X  <="  0  bezeichnen. 

$.  169.  Erklärung.  Je  nachdem  zwei  auf  einander 
folgende  Glieder  des  Polynoms  X  gleiche,  oder  verschiedene 
Zeichen  besitzen,  sagt  man,  dass  diese  beiden  Glieder  eine 
Zeichenfolge  (Permanenz)  oder  einen  Zeichenwechsel 
(Variation)  bilden. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  in  einer  Gleichung  des  n. 
Grades  kein  Glied  fehlt,  die  Summe  aus  der  Anzahl  der 
Zeichenfolgen  und  Zeichenwechsel  gleich  n  ist. 

So  enthält  z.  B.  die  Gleichung  ar»-— 2x*--3x'  + z"  —  4jc  — 5«=0 
3  Zeichenwechsel  und  2  Zeichenfolgen. 

§.  110.  Lehrsatz.  Eine  Gleichung  X=0  kann  nicht 
mehr  reelle  positive  Wurzeln  besitzen,  als  in  X,  und  nicht 
mehr  negative  Wurzeln  haben,  als  in  X  =  0  (§.  168)  Zei- 
chenwechsel vorkommen. 

Denn  stellt  man  das  Polynom  X  einer  Gleichung  des  m. 

Grades  durch  X=^"'  + +  •••  — -4j>^ ...+A^  +  + 

7» 
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etc.  —  Au^ ...  —  Am  dar ,    wobei ,   ohne  Rflcksicht  auf 

die  etwa  fehlenden  Glieder,  ApX'  das  erste  vorkommende 
negative  9  AqX^  das  hierauf  zuerst  folgende  positive  Glied 
u.  8.  w.,  endlich  A^a^  dasjenige  Glied  bezeichnet,  in  wel- 
chem der  letzte  Zeichenwechsel  Statt  findet,  und  daher  mit 
dem  letzten  Gliede  Amy  welches  wir,  um  die  Ideen  zu  fixiren, 
als  negativ  voraussetzen,  einerlei  Zeichen  besitzt,  also  hier 
ebenfalls  negativ  ist,  und  diesem  sonach  unmittelbar  ein 
positives  Glied  vorausgeht ;  so  erhält  man,  wenn  X*  mit  dem 
Binom  a  —  oo,  wobei  oo  positiv  sein  soll,    multiplicirt  wird: 

JJ:::=ä^'++:::+«:}-+H«. 

so,  dass  dieses  Product  die  Form  hat: 

af^^ ...  —  Ä^a^^ . . .  +^i^+* .  • .  —  -4;,«^^ . . .  +  {WO. 

Obschon  nun  in  diesem  Producte  die  Zeichen  der  Zwi- 
schenglieder unbekannt  sind,  so  ist  doch  so  viel  gewiss, 
dass  vom   1.   Glied  af^^  bis   zu  jenem   Ä  x'^^  wenigstens 

ein,   bis  zu  jenem  Äafl^^  wenigstens   zwei  u.   s.  w. ,   also 

bis  zu  jenem  -4|^a?^*  wenigstens  eben  so  viele  Zeichenwech- 

sel,  wie  im  ursprünglichen  Polynom  JT  von  af^  bis  zu  dem 
nämlichen  oder  correspondirenden  Gliede  A^a?^  Statt  finden. 
Da  aber  von  da  an  in  X  kein  Zeichen  Wechsel  mehr,  dage- 
gen im  vorliegenden  Producte  wenigstens  noch  ein  solcher 
(durch  das  letzte  Glied  -f-  H«  begrCUidet)  vorkommt ;  so  be- 
sitzt das  Product  X  {x  —  «)  wenigstens  einen  Zeichenwech- 
sel mehr,  als  JT*). 

Stellt  nun  X  das  Product  aller  einfachen  Factoren 
dar,  welche  aus  den  negativen  und  imaginären  Wurzeln 
unserer  Gleichting  Jf=0  entspringen  (also  -3r  =  l  ist,  wenn 
keine  solchen  Wurzeln  vorhanden  sind),  und  bezeichnen 
Ol,   CD,»  •  •  •  die  positiven  Wurzeln  derselben;    so  hat  man 

*")  Der  Beweis  ist  der  nftmliche,  wenn  man  das  letste  Glied  Amy  also 
auch  damit  ^«x«  positir,  mithin  das  diesem  Gliede  yoraosgehende 
als  negatiy  annimmt. 
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X=-X'{x — aii)(x — o»2)...y  und  es  gibt  sonach  in  X(a?— o, ) 
wenigstens  einen,  in  X {x — g'i)(^  —  «»2)  wenigstens  zwei 
n,  8.  w.  2ieiehenwechsel  mehr,  als  in  X.  Selbst  also,  wenn 
in  JST  gar  kein  Zeichen  Wechsel  vorkommt ,  besitzt  das  Po- 
lynom X  dennoch  wenigstens  eben  so  viele  Zeichenwechsel, 
als  in  der  Gleichung  X=0  positive  Wurzeln  m^y  cD^y  •  •  • 
vorhanden  sind. 

Verwandelt  man  femer  (§.  168)  die  Gleichung  X=0 
in  jene  mit  entgegengesetzten  Wurzeln  X=0,  so  erschei- 
nen die  negativen  Wurzeln  der  erstem,  als  positive  Wurzeln 
der  letztem  Gleichung,  und  diese  muss  daher  wenigstens 
r  Zeichenwechsel  darbieten,  wenn  die  Gleichung  X  =  0  r 
negative  Wurzeln  besitzt. 

Da  also  jede  positive  Wurzel  der  Gleichung  A'=0  we- 
nigstens einen  Zeichenwechsel  in  X^  und  jede  negative  Wur- 
zel einen  solchen  Wechsel  in  X  begründet;  so   kann    man 

auch  sagen,  dass  in  X=0  nicht  mehr  positive  und  nega- 
tive reelle  Wurzeln  vorhanden  sein  können,  als  beziehungs- 
weise in  X  und  X  Zeichenwechsel  Statt  finden. 

§.  111.  Zusatz.  Fehlt  aber  in  einer  Gleichung  kein 
Glied,  so  kann  diese  nicht  mehr  positive  Wurzeln  als  Zei- 
chenwechsel, und  nicht  mehr  negative  reelle  Wurzeln  ha- 
ben, als  Zeichenfolgen  vorhanden  sind.  Sind  dabei  die 
sämmtlichen  Wurzeln  reell,  so  bietet  das  Polynom  genau 
so  viele  Zeichen  Wechsel  und  Folgen  dar,  als  die  Gleichung 
beziehungsweise  positive  und  negative  Wurzeln  besitzt. 

Die  oben  (§.  168)  angeführte  Gleichung  x3»4x>  +  ar  +  6  —  0  be- 
litit  2  positive  nnd  1  negative  Wurzel ;  es  enthält  aber  auch  in  der 
That  das  Polynom  derselben  2  Zeichenwechsel  und  1  Folge.  80  be- 
sitzt femer  das  Poljnom  der  Gleichnng  JT  =-  jc<  —  1  Ix'  -|-  ISjp  —  8  =  0, 
deren  Wurzeln  sofort  1 ,  1 ,  2 ,  —  4  sind ,  3 ,  und  jenes  der  Gleichung 
JT  —  x*  —  1  Ix*  —  18x  —  8  =  0    1   Zeichenwechsel ;    es    hat   aber   auch 

diese  Gleichnng  wirklich  3  positive  und  1  negative  Wurzel. 

Transformation  der  Gleichungen. 

§.  112.  Aufgabe.  Eine  gegebene  Gleichung  X=0 
in  eine  andere  y'=0  zu  verwandeln,  in  welcher  die  Wur- 
2ehi  um  a  kleiner  als  in  der  ursprün^ichen  sind. 


Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Unbekannte  oder  das 
Symbol  aller  Wurzeln  der  transforniirten  Gleichung  durch 
y ,  so  soll  f/  =  a  —  a  oder  jp  =  a  -+-  y  »ein.  Dieser  Wcrth 
für  4?  in  -Y=0  substituirt,  gibt  in  Uebereinstimnuing  mit 
der  Entwicklung  in  §.  149  für  die   transformirte   Gleichung 

F=y-+2;y-i+2;y-'^  +  ...+  7;^ty+7;  =  0, 

wobei  (in  §.  149  ^  x  =  a  und  o  =  y  gesetzt) : 

T;  =  a«  +  Aya'*-^  +  A^a^-'^  +  . . .  +  A^ia  +  An, 
Tn^i  =  nar-^  +  (n  —  1)  A^a"*-'^  +  . . .  +  ^«~i  etc., 

r,  = ö*  4"  (** — 1)  -^1 « "h  -^2  ^'^^  ^1 = "^  "I"  -^1  '®*' 

Auch  kann  man  in  dieser  Gleichung  statt  y  den  Buch- 
staben oder  das  Symbol  a  setzen,  muss  aber  dann  die  trans- 
formirte Gleichung  Y=  0  durch  f(x  -j-  a)  =  0  bezeichnen, 
wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  X=0  durch  f(a)  =  0 
ausgedrückt  wird,  weil /(o?)  =/(y  +  a)  ist. 

A  n  m  e  r  k.     Um   für   die    pracdsche    Bechnang   wieder  ein  kurzes  und 
bequemes  Verfahren  abzuleiten,  kann  folgende  Betrachtung  dienen. 

Soll  z.  B.,  um  die  Ideen  festzusetzen,  die  Gleichung 
X  =  ^o^'  + A*'^  +  -^i^4--4a  =0...     (1) 
in  eine  andere    Y=0  verwandelt  werden ,    deren  Wurzeln  nm  die 
GrOsse  a  kleiner  sind ,  woflir  also  y  «=•  a:  —  a,  oder  z  =  y  -|-  a  wird, 
so   erhalt  man  durch  Substitution  und  Entwickelung  eine  Gleichung 
von  der  Form 

Ooir'  +  «1  y  ■  +  «»y  +  «•  =  0 . . .    (2) 
wobei  es  sich  also  um  die    leichte    und   bequeme    Berechnung  der 
Coefficienten  a^,  a^ . .  .  handelt. 

Setzt  man  aber  in  dieser  letztem  Gleichung  f&r  y  seinen  Werth 
X — a,  so  wird  auch: 

ao  (jc  — a)3  +  Oj  (jp  —  a)»  -f-  a,(x  — a)  4-  a,  «0  . . .     (3) 
und  da  diese  Gleichung  entwickelt  und  nach  x  geordnet  mit  jener 
(1)  identisch  sein  muss,  so  folgt  sogleich  a^  «■  A^^. 

Da  ferner  das  Polynom  (3)  durch  x  —  a  getheilt  den  Rest  o, 
und  den  Quotienten  o,  (z  —  o)' -|- a,  (ar  —  a)-\-a^  gibt,  so  mmw, 
wegen  der  erwähnten  Identität,  auch  das  ursprüngliche  Polynom  X 
in  (1)  durch  x  —  a  getheilt,  diesen  Quotienten  und  den  Kest  o, 
geben.  Wird  der  erhaltene  Quotient  abermals  durch  x  —  a  getheilt, 
so  erhält  man  den  liest  a,  und  Quotienten  o^  (x  ^^  a)  -^  a, ,  welcher 
wieder  mit  x  —  a  dividirt  den  Rest  a^  und  Quotienten  a^  =>  Ä^  gibt. 

Da  man  nun  durch  das  in  §.  160,  Anmerk.  angegebene  Verfah- 
ren diese  auf  einander  folgenden  Divisionen  mit  x—^a  sehr  leicht 
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»DtfUiren  und  so  diese  Reste  o,,  a,,  a^  erhalten  kann ;  so  hat  man 
SQch  dadurch  die  gesuchte  Gleichung  (2)  gefunden. 

SoU  8.  B.  die  Gleichung  3x»— jr«  —  ISir'— ISx*  —  a:+8  =0  ...  (1) 
in  eine  andere  verwandelt  werden,  deren  Wunscln  um  9  kleiner 
sind,  so  hat  man  nach  diesem  Vcrfiihren : 

3 
x  =  2     3,    2X3—1=5.    2X5  — 18«-— 8,    2X— 8  — 18  =— 34, 

2X— 34— l=--69 
3,  —1,  —18,  —18, 

x=-2     3,    2X3—1=5,    2X5--18—-8,     2(— 8)  — 18  =— 34, 

-1,  +3 

2(-34)— 1=  — 69,    2(-69)-f-3  — [— 135] 
3,    2X3-h*  =  ll.  2X11  —  8=14,    2X14— 34--  — 6, 

2(— 6)  — 69=-[— 81] 
3,    2X3+11=17,  2X17+14  —  48,  2X48— 6  =  [90] 
3,    2X3+17=23,  2X83+48  =  [94] 
3,    2X3  +  23«-[29] 

folglich  Ar  die  gesachte  Gleichung,  da  die  eingeklammerten  Zahlen 
die  genannten  Beste  sind,  und  wenn  man  das  Symbol  der  Unbe- 
kannten statt  mit  y  ebenfalls  durch  x  beseichnet : 

34P»  +  29x*  +  94x*  +  90x2—  81x  —  135  =  0  . . .  (2) 

und  in  der  That  sind  —1,  —1,  —1,  3  und  ^  die  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  (1),  wfthrend  diese  letztere  Gleichung  (2)  die 
Wurzeln  besitzt :  —  3,  —  3,  —  3,  +1   und  —  J. 

Sollten  dagegen  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  z.  B.  um  1  ver- 
grOssert  werden ,  so  wfirde  man  x  =  —  1  setzen  und  dadurch 
folgendes  Schema  erhalten: 

3, 

3. 

3, 

3, 

3, 

3,     [—16] 
folglich  wäre  die  transformirte  Gleichung: 

3x»  — 16x«+  16x3  =  0 
also  die  Wurzel  x  =  0  3  Mal  vorhanden,    so,   dass  man  durch  Ab- 
kürzung mit  x3  die  Gleichung  3x' — 16x  +  16  =  0  und   daraus  fltr 
die  beiden  übrigen  Wurzeln  x=»4  und  x  =  |  erhält,  wie  es  sein  soll. 

Dass  man  endlich  in  dem  vorigen  Schema,  von  der  zweiten  Zeile 
angefangen,  ILberall  das  erste  Glied  3  hätte  auslassen  können,  wird 
man  von  selbst  bemerken,  und  es  wUrde  sich  mit  Rücksicht  auf  diese 
Bemerkung,  wenn  z.  B.  die  Gleichung 

3x*— 13x3+  7x"  —  8x  — 9  =  0 
in  eine  andere  verwandelt  werden  sollte,   deren   Wurzel  jede 


—  1, 

—  18,     —18,     —  1, 

+  3 

—    4, 

—  14,     —    4,     +3, 

[0] 

-    7, 

—    7,     +3.     [0] 

—  10, 

+    3,     [0] 

—  18, 

[+16] 

_  m 

kleiner  ist,    das  SchemA  auf  die  einfachste  and  kürzeste  Art  ent- 
wickelt ,  so  darstellen : 

3,     —13,     +7.     —8,     —9 
x^i  —12,     +3,     -7,     [+V] 

-11,     -i,     [-V] 
—  10,     [—4] 
[-9] 
und  dadurch  die  yerlangte  Oleichnng  3jp*  — 9«* — 4x* — V*+  V  ^"^ 
erhalten. 

§.  178.  Aufgabe.  Aus  einer  Gleichung  das  zweite 
Glied  wegzuBchafifen. 

Auflösung.  Transformirt  man  die  gegebene  Gleichung 
^=0  nach  dem  vorigen  §.  in  jene  y=0,  so  soll  in  dieser 
Gleichung    sofort  T^ ,    d.  L   na-\-  A^=0   sein ;    aus   dieser 

Bedingungsgleichung  folgt  aber  a  = -^  also  d?  =  y -^ 

fi  a 

und  daraus  ganz  einfach  die  Regel  zur  Wegschaffung  des 
2.  Gliedes  der  Gleichung  X=0. 

So    mnss    man    also,    nm    ans    der    Gleichung   ar^  —  8x' -|- 8x*  + 
6x  —  5  »  0  das  2.  Olied  wegzuschafifen, 

setzen,  wodurch  man  die  Oleichnng  y*  —  22y'  —  hOy  —  33  «-  0  erhAlt. 

§.  174.  Aufgabe.  Eine  Gleichung  in  eine  andere 
zu  verwandeln,  deren  Wurzeln  m  Mal  so  gross  sind  als  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

Auflösung.    Ist   -X'  =  0   die   gegebene,     y=0   die 

transformirte   Gleichung;    so   soll  y  =  fn4r  oder  a  =  —  sein. 

Diesen  Werth  in  X  substituirt,  erhält  man,  wenn  auch  gleich 
zur  Wegschaffung  der  Brüche  durchaus  mit  m"  multipli- 
cirt  wird: 

y"  +  mA^  y»"*  +  m^A^y*-^  +  . . . 

4-  m*"*  Af^iy  -f-  m*An  =  0, 
ein  Resultat,  welches  man  auch  kürzer  erhält,    indem  man 
unter  die  Glieder  von  X  (die  etwa  fehlenden   durch  Nullen 
er^nzt)   die   geometrische   Reihe   1,   m,   m^<i  .  •  ,  m^    setzt, 

7wei  über  einander  stehende  Glieder  mit  einander  multi- 
t,  und  überall  y  statt  a  schreibt. 
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Um  X.  B.  di«  Gleichung  x'  +  x*  —  lOx  -[-8  —  0  in  eine  andere  mit 
9  Mal  so  grossen  Wurzeln  su  verwandeln,  hat  man  nach  diesem  Ver- 
Mren:  y'  +  3.y»  — 9.  lOy-f  27.8  =  0,  d.i.  y" -f- 3y"  —  90y-f  216 
»0;  es  sind  in  der  Thut  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  -»  1, 
S,  —4,  wfthrend  die  letztere  die  Wurzeln  a,  6,  — 12  besiut. 

§.  115.  Aufgabe.  Aus  einer  gegebenen  Gleichung, 
ohne  das«  sie  (§.  146)  aufhört  geordnet  zu  sein,  die  Brüche 
w^uschaffen. 

Auflösung.     Seien,   um  die  Ideen  festzusetzen,  aus 

der  Gleichune  a*  A —  a*  A —  aA —  =  0   die  Brüche   weg- 
°  P  g  r 

zubringen.  Transformirt  man  nach  dem  vorigen  §.  diese 
Gleichung  in  eine  andere,  deren  Wurzebi  m  Mal  so  gross 
dnd,  so  hat  man: 

y  +yr  +  — y  +  — =  0. 

Nimmt  man  nun  ftir  die  hier  als  unbestimmt  anzuse- 
hende Grösse  m  den  kleinsten  Werth,  fiir  welchen  p,  g,  r 

beziehungsweise  in  «i,  m*,  m*  (da  man  die  Brüche  -,  -, . . 

P    9 

als  ZOT  kleinsten  Benennung  gebracht  voraussetzt)  enthal- 
ten sind,  was  in  jedem  Falle  (öfter  aber  auch  durch  klei- 
nere Zahlen)  erreicht  wird,  wenn  man  für  m  das  kleinste 
gemeinschaftliche  Vielfache  von  p,  j,  r  nimmt;  so  ist  die 
Aufgabe  mit  den  möglich  kleinsten  Zahlen  aufgelöst. 

Um  %.  B.  ans  der  Gleichung  x* — i^'+i^'  —  ('"hf  ^0  die 
BrQcfae  wegzuschaffen,  hat  man  nach  der  eben  erw&hnten  allgemei- 
nen Regel,  wenn  man,  da  S  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
der  Nenner   ist ,    die  Warsein    8    lial   so   gross   macht ,    also   x^^ijf 

letst   (f.    174):    y*-ty^  +  ^y'-^y  +  ^  =  0.    das    ist 

jr*  —  4y3-|-48y*  —  640y+ 1586  =  0.  Indess  erreicht  man  hier  seinen 
Zweck  schon  dadurch,  dass  man  die  Wnrseln  der  gegebenen  Gleichung 
bloss  verdoppelt,  indem  man  dafür 

4       2iJ_*-^a       8. 5,    16. 8       ^ 

ii.  jr*  — ya  +  Sjr»— l(^-t-6=-0,  also  eine  weit  ein&chere  Gleichung 
sla  Toriiin  erhftlt. 
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§.  176.  Aufgabe.  Für  eine  gegebene  Gleichung  die 
Differenzen- Gleichung,  d.  i.  jene  Gleichung  zu  finden, 
deren  Wurzeln  die  Differenzen  aus  je  zwei  Wurzeln  der 
gegebenen  Gleichung  sind. 

Auf  lös.  Sind  ci|,  o,*  cd,  . .  .  co«  die  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung,  und  ist  y  die  Unbekannte  der  gesuchten 
Gleichung  y=0;  so  ist  zufolge  der  Aufgabe  y  der  allge- 
meine  Stellvertreter   der  sämmtlichen  Differenzen  Oj  —  m,  , 

Cl|  (Ojy  .  .  .  Oj  Oft  j    02  —  G^x  9    0^2  —  Oj)  •  •  •  OJj  —  On  U.  S.  W., 

die  sich  aus  den  n  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  bil- 
den lassen.  Da  nun  cD|  und  o,  Wurzeln  von  Jr=0  siiid, 
so  bestehen  (§.  148)  die  Gleichungen: 

(1)     ci7+^i©r"^+^2©r-'  +  ...  +  ^n  =  0    und 

(2)  ©«+^iair^+^«>r*  +  ...+^»=o. 

Aus  ©2  —  ©j  =  y  folgt  ©2  =  ©i  4"  y>  ^^d  wenn  man  diesen 
Werth  in  der  letztem  Gleichung  (2)  substituirt,  so  erhält 
man  nach  §.  149,  ©=y  gesetzt: 

^  +  uy  +  "2y*  +  •  •  •  +  "^«-ly*"*  +  '«y"  =  0, 

wobei  -4,  r^,  "2»  •  •  •  "»•  ^*®  ^^''^  angegebenen  Werthe  von 
Xj  Xyf  X^,  ...  Xm  nur  überall  ©^  statt  ^  gesetzt,  besitzen. 
Da  aber  auf  diese  Weise  A  das  Polynom  der  vorigen  Glei- 
chung (1),  und  dieses  gleich  Null  ist;  so  hat  man  auch: 

■^ly  +  "2y*  +  •  •  •  +  "ny*  =  0, 

oder  wenn  man  mit  y  abkürzt,  d.  i.  die  Wurzel  y=0  (die 
den  Differenzen  ©j  —  ©j ,  ©2  —  ©2,  •  •  •  ©•  —  ©•  entspricht) 
gleich  auslässt,  auch: 

(wegen  t„=1),  in  welcher  Gleichung  sofort  (§.  149)  die 
Coefficienten  Tj  ,  "jj  •  •  •  Functionen  von  ©^ ,  nämlich  die  ab- 
geleiteten Polynome  aus  der  Gleichung  (1)  sind.  EHminirt 
man  daher  aus  dieser  Gleichung  {m)  und  jener  (1)  die  Grösse 
©1,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  y,  deren  Coefficienten 
gewisse  Functionen  von  den  gegebenen  A^^  A^,  .  , .  sind, 
als  gesuchte  Gleichung. 

Da  man  aber  statt  der  in  Rechnung  gebrachten  Diffe- 
renz ©2  —  ®i  ==  y   eben    so   gut  jede   andere   ©,  —  0^=^  y« 
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e,  —  m^=^y  xl  8.  w.  der  übrigen  hätte  nehmen  können ;  so 
mu8s  man  gleichzeitig  in  (1)  und  den  Coefficienten  'j,  '2'*** 
(als  Functionen  von  a^)  die  Wurzel  m^  mit  den  übrigen  oo,, 
Cs'--*^  vertauschen  können^  und  immer  noch  durch  die  an- 
gedeutete Elimination  (nun  von  co,  oder  od,  u.  s.  w.)  aus 
den  betreffenden  Gleichungen  (m)  und  (1)  die  gesuchte  Glei- 
chung erhalten. 

Man  kann  also  auch  in  (1)  statt  d^  den  allgemeinen 
Stellvertreter  von  ©j,  io^y  .  .  .  ön>  d.  i.  «,  wodurch  aber  diese 
Gleichung  in  die  ursprüngliche  X  =  0,  und  eben  so  in  den 
Coefficienten  "j,  "j, .  • .  der  Gleichung  (m)  x  statt  a^  setzen, 
wodurch  diese  Gleichung  genau  in  jene 

^1  +  -X^  +  X^*  + .  •  +  ^-ir-'  +  y"^'  =  0  (vergl.  §.  149; 

&bergehty  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  a  eliminiren, 
um  die  gesuchte  Gleichung   Y  =  0  zu  erhalten. 

So  ist  B.  B.  ftr  die  Gldchnng  «»  — 7jc  +  6  =  0  sofort  Jt=a:»  — 
7r  -|-  6 ,  X,  =»  3x*  —  7  ,  X^  =  Sx  (^  <«•  1) :  man  mii08  daher ,  am 
dazu  die  DifFerenzengleichung  su  finden,  ans  den  beiden  Gleichangen 
*3— 7x  +  6=-0,  iX^O)  und  3j»— 7-f-3ay  +  y"  — 0(X|  +X^  + 
jr^  =  0)  X  eüminiren.  Man  findet  als  Resultat  dieser  Elimination  die 
Gleichnng  y«  —  42^*  -f-  44 ly'  —  400  —  0  ,  welches  auch  in  der  That 
die  yerlangte  Differenzengleichnng  ist;  denn  es  sind  die 
Wnrseln  der  gegebenen  Gleichnng:  1,  8,  — *3,  ans  denen  sich  so- 
fort die  Differenzen  1  — 2=-  — l,  1-1-3  =  4,  2  — 1  —  1,  2  +  3  =  5, 
--3— !«=•  —  4  nnd  --^3  — 2=-  — 5  (da  jene  1—1,  2  —  2  etc., 
bereits  ausgeschieden  sind)  als  Wurzeln  dieser  letzteren  Gleichung  er- 
geben. 

Eben  so  findet  man  y*  —  36y*  +  324y2-|- 459  =  0  als  Differen- 
sengleichung  der  Gleichung  x^  —  6x  —  7  »»  0. 

§.  117.  Da  sich  die  n  Wurzeln  o^,  a^y^ny  wenn  man, 
wie  es  bereits  oben  geschehen  ist,  jene  Differenzen  o^  —  Oj, 
Oj  —  CD,,  .  .  .  o«  — CO»  ausFässt,  n(n — 1)  Mal  zu  2  combi- 
niren  lassen,  nämlich  eben  so  viele  Differenzen  oder  Wur- 
zebi  der  Gleichung  Y=0  geben;  so  ist  diese  letztere  vom 
n{n  —  l)**  Grade.  Da  femer  jeder  positiven  Wurzel  eine 
gleiche  negative  entspricht,  indem  man  hat: 

®i  —  Oj  =  +  a    und    o,  —  Oj  =  —  a, 

o^  — »,  =  +  i3    und    u>a-  Gi|  =  — ß   u.    s.   w. ; 
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80  18t  das  Polynom  der  Dififerenzenglcichung  F  =  0  in  Fac- 

toren  aufgelöst  (§.  162): 

r-(y-«)(y  +  «)(y-ß)(y-f/3)..=(y»-«»)(y»-p«)... 

SO,  dass  dieses  also  aus    "^""^        =  m  quadratischen  Fac- 

toren  von  der  Form  y*  —  co*  besteht,  welche  sofort  ein 
Product  von  lauter  geraden  Potenzen,,  d,  i.  ein  Product 
von  der  Form 

geben.  Setzt  man  daher  y'  =  jgr,  so  geht  die  Gleichung 
Y=  o  über  in  jene :  Z=z«  +  J,  ^^-^  +  «J,  ^-*  +  - .  +  *m=o, 
deren  Grad  nur  halb  so  gross,  als  jener  der  Differenzeu- 
gleichung  ist,  und  in  welcher  die  W.  z^=y^  die  Quadi-ate 
von  den  Differenzen  der  Wurzeln  der  ursprünglichen  Glei- 
chung X=0  sind;  aus  diesem  Grunde  wird  diese  letztere 
Gleichung  die  quadrirte  Differenzengleichung,  oder 
besser,   die  Gleichung  der  quadrirten  Differenzen  der 

Gleichung  X  =  0  genannt. 

Fftr  die  im  rorigen  |.  angefahrte  Gleichung  ar*  —  7jc  -|-  6  =  0  hat  man 
sonach  x* ^^ 42  «*-|- 441  «^-400  =  0  als  die  quadrirte  Differenzen- 
gleichung. 

Auf  gleiche  Art  findet  man  z*  —  48  z'  4~  ^^^  ^  —  49  :=  0  als   qna- 
drirte  Differenzengleich nng  fftr  die  Gleichung  x^  —  7x  i  7^=0. 

§.  118.  Aufgabe.  Zu  untersuchen,  ob  eine  gegebt^ne 
Gleichung  gleiche  oder  sogenannte  vielfache  Wurzeln 
besitzt. 

Auf  losung.  Bezeichnet  man  in  der  Gleichung  A''=0, 
deren  Wurzeln  coi ,  cö,  , . .  eo»  sind,  die  Binome  x  —  Wi ,  jr  —  eo,, .  - 
X  —  ^n  Kürze   halber  durch  6| ,  S, ,  •  .  &m  ;  so  ist  (§,  162) 

X==  b^b^b^  .  •  &f|. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  a  -|-  a  statt  a?,  wo  a  eine 
ganz  willkürliche  Grösse  bezeichnet ;  so  geht  (§.  149)  X  in 

X -f  Aj  a -f-  Aj  a*  +  •  •  •  +  *">  ^^^  ^^^  Product  byb^..lhk 
in  (6j  4-a)(6,  +  a)...(6«  +  a)  =  Cn+C;-ia+C;»_,a*  +  ... 
+  Cj  a*~^  +  a*über,  wobei  (analog  mit  §.  166)  C  die  Summe 
der  Combinationen  der  Grössen  b^y  b^y  .  .  ä»  zu  n ,  C«-i 
jene  der  Combinationen  zu  n —  1  u.  s.  w.,  d.  i.  Cn  =  b^b^..K, 

.1  =  ^  -f  ^+  . .  4-  ^  u.  s.  w.  ist   Man  hat  also  die 
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Gleichung X  +  Xj  a  +  . .  -j-  a*=  C«  -j-  Cn-\  a  -|- . .  +  «•,  und 
daraus  (§.  112),  da  -ST,  -Xj , . , .  C„,  Cn-u  •  •  •  von  a  unab- 
hängig sind :  JSC  =  C»  =  £i&2  .  • .  6«  (die  ursprüngliche  Glei- 
chung),  JTj  =  Cn-i  =  T"  +  T"  +  •  •  •  +  7-   "•   8-   W. 

Besitzt  nun  die  gegebene  Gleichung  X=0  m  gleiche 
Wurzeln,  und  zwar  ©i  =  o,  =  . . .  =  o«  =  a,  so  ist  auch 
ij  =  62  = .  • .  =  6m  9    und  man   hat   X  =  b^  &m+i  •  •  •  ^  und 

X^  =  f/ift^^i  6,^1 . . .  fc„  4-  ft?iiiH-^ . .  •  i»  4-  etc. 

woraus  sofort  folgt,  dass  die  beiden  Polynome  X  und  X^ 
als  grossten  gemeinschaftlichen  Divisor  den  Factor  b^^  = 
(dr  — a)"^*  besitzen.  Besässe  die  obige  Gleichung  X  =  0 
ausserdem  noch  p  Würzein  jede  =fc,  so  würde  man  eben 
80  finden,  dass  die  beiden  Polynome  X  und  X^  als  grossten 
gemeinschaftlichen  Factor  den  Ausdruck  (x  —  a)**"**  {a  —  by^^ 
haben,  u.  b.  w. 

§.  179.  Um  also  zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung 
X=0  gleiche  Wurzeln  besitzt,  leite  man  (§.  149,  Anmerk.) 
aus  X  das  Polynom  X^  ab  und  suche  zu  X  und  X^  den 
grOssten  gemeinschaftlichen  Divisor;  ist  dieser,  in  einfache 
Factoren  zerlegt,  von  der  Form  (a  —  a)**  (a  —  i)^  ( j?  +  cY . . ., 
80  enthält  diese  Gleichung  die  Wurzel  a  (m  -f~  1)  Mal,  jene 
6  (p4-l)  Mal,  die  Wurzel  — e  (r-f-1)  Mal  u.  s.  f.;  findet 
man  keinen  solchen  gemeinschaftlichen  Divisor,  so  hat  die 
Gleichung  auch  keine  gleichen  Wurzeln. 

So  ist  8.  B.  fftr  die  Gleichung  x*  —  ar^  — 3jc«  +  5jp  — 2  =- 0: 
X=x*  —  *'  —  3x"  -f-  5x  —  2,  -Xi  =-  4x^  —  8x*  —  6ar  +  5 ;  und  da  man 
zwischen  X  und  JT,  als  grOssten  gemeinschaftlichen  Divisor  x*  —  Sx-f-l 
»(x — ])'  findet,  so  enth&lt  diese  Gleichung  die  Wurzel  x=l  S  Mal; 
und  in  der  That,  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind:  1,  It  1  nnd  — 2. 

Cubische  Gleichungen. 

§.  180.  Da  sich  (§.  173)  aus  jeder  Gleichung  das  2. 
Glied  wegschaffen  lässt,   so  können  wir  zur  grossem  Ein- 
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fachheit  die  aufzuloBende  cubische  Gleichung  in  der  Form 
voraussetzen :  (1)  a*  -\-  px  -}-  q  =  0. 

Um  diese  Gleichung  aufzulösen,  setze  man  (2)  a=t/-{'Zi 
80  geht  dieselbe  über  in :  y'  -f-  2^'  +  (3^-?  -)- jo)  «  -)-  ^r =0,  und 
wenn  man,  um  y  und  z  zu  bestimmen,  nebst  der  vorigen  Bc- 
dingungsgleichung  (2)  noch  die  folgende:  Sy^; -f~ j>  =  0,  wor- 
aus (3)  z= folgt,  annimmt,  so  folgt:  (4)  y'-f-^'4'?=0 

oder  y»— _^  +  j  =  0,    d.   i.   y«  +  gy>  =  — ,  woraus  so- 

3 

fort 


y=  K  -i±|^  +  g  folgt.     Aus  (4)  hat  man 
^•  =  —  q  —  y',    oder  wenn  man  für  y'  substituirt  und  die 

Wurzel  auszieht:  z  =  |/  —  —  rp  L/ 1-  ^.  Es  folgt  also 

endlich  aus  (2),  von  den  doppelten  Zeichen  nur  die  obem 
beibehaltend,   indem  die  untern  dasselbe  Sesultat  geben: 

welcher  Ausdruck  unter   dem   Namen   der   Cardan'schen 
Formel  bekannt  ist. 

§.  181.     Setzt  man  Kürze  halber 

(6)  -i+i/^^=A  und  _±_i/2r;^=Ä 

^    ^  2'|^4'27  2  K4'27 


8 


so  geht  die  Formel  (5)  über  in  (7)  x  =  yA  +  }/^B.  Um 
nun  zu  sehen,  wie  diese  Formel  die  sämmtlichen  3  Wurzeln 
der  Gleichung  (1)  enthält,  bemerke  man,  dass  die  3  Cubik- 

wurzeln  aus  a*  sind:  a,  al 1  und  al 1*), 

3 

♦)  Setzt  man  nAmlich  yoS  =  jp,  so  folgt  ar'  — o"«=»0,  and  da  x  —  fl 
eine  Wurzel,  also  (§.  159)  ar»  —  o'  durch  x  —  a  thcilbar  ist;  so  er- 
h&lt  man  noch  x*-\-ax'^a^'^  0,  und  daraus  die  beiden  Abrigeo  oben 

3 

angegebenen  imagin&ren  Wurzeln  von  ya*. 
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oder  für  ^  ( —  1  + 1/—  3)  =3  a  auch :  a,  aa,  «•o.  Versteht 
man  also  unter  yA  die  gewöhnliche,  reelle  oder  arithmeti- 
sehe  Cubikwurzel  aus  A;  so  sind  die  3  Wurzeln  von  yA 
m(oTt:  \,\^A,  ayAj  at^yA.  Auf  die  nämliche  Art  hat 
man  für  die  3  Werthe  von  y^B  auch  I-V^jB,  «V^-B,  ol*\^B; 

da  nun   aber  [vergl.  (2)  und  (3)]  wegen  y-?  = in  (6) 

3 

für  y  A  und  |./ ^  nur  jene  Werthe  genommen  werden  dür- 
fen, die  zusammen  ein  reelles  Product  geben;  so  sind  für 
T  nur  folgende  3  Combinationen  möglich  oder  brauchbar: 

(8)    ^j  =  l.f^A  +  l  .\^B,    a^  =  ap^A+  a^p% 

und     a:^  =  a^y  A  -{-  a\/  By 

welches  zugleich  die  gesuchten  3  Wurzeln  der  Gleichung 
(1)  sind. 

§.  182.  Um  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen 
die  vorigen  3  Wurzeln  der  Gleichung  a*-\-pa-\-q  =  Of  in 
welcher  p  und  q  positiv  oder  negativ  sein  können,  reell 
oder  imaginär  ausfallen,  inuss  man  die  3  Fälle  unterschei- 
den :  1.)  wenn  1-  -f  ^  >  0,  2.)  =0  und  3.)  <  0  ist.    Man 

findet  durch  diese  Discussion  [I,  105],  dass  im  1.  Falle  die 
Wurzel  jTj  reell,  die  beiden  übrigen  imaginär  sind ;  dass  im 
2.  Falle  alle  3  Wurzeln  reell  sind  und  dabei  «,  =  ar,  ist, 
und  dass  endlich  auch  im  3.  Falle  die  sämmtlichen  3  Wur- 
zeln reell  ausfallen,  obschon  sie  in  der  Card  an' sehen  For- 
mel unter  einer  imaginären  Form  erscheinen,  wesshalb  man 
diesen  auch  den  irreduciblen  Fall  genannt  hat 

Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  mit- 
telst  trigonometrischer  Functionen. 

§.  183.  Für  den  1.  der  im  vorigen  §.  angeführten  3 
Falle  setze  man,   wenn   a)  der  Coefficient  p  positiv  ist, 

(m)  -  1/  -;;-  =  lang  y  und  ytang  ^  y  =  tang  ^^  wo  9  und  ^ 

9   r         *' 
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zwei  Hllfswinkel  bezeichnen ;  80  erhält  man  für  die  Grossen 
A  und  B  im  §.  181,  (6),  nach  einigen  leichten  Reduetionen : 

Ä=y/~.tang\^  und  B  = —^/^  .coti^f ,    folglich 

fttr  die  reelle  Wurzel  ^i  in  (8) :  (a)  ^^  =  —  2  1/^ .  cot  2«)?. 

Man  wird  also  zuerst  aus  (m)  (mit  beständiger  Anwendung 
der  Logarithmen)  die  Hilfswinkel  ^  und  ^^  und  mit  diesen 
letzteren  aus  der  Gleichung  (a)  die  Wurzel  a^^  berechnen. 

§.  184.  Ist  aber  b)  p  negativ,  so  setze  man,  wenn 
überall  [nämlich  in  (1)  und  (6),  §§.  180,  181]  p  gleich  ne- 
gativ genommen,   und  dann  unter  p  wieder  nur  der  nume- 

rische  Werth  verstanden  wird:  (m')  —  1/  —  =  «my  und 
wieder  ytang  ^  9  =  tang  ^ ;  so  findet  man 

und    («0  x^=  —  J—  1/^, 

wobei  die  Rechnung  wieder  nach  der  vorigen  Angabe  zu 
f&hren  ist. 

§.  185.  Da  sich  im  2.  Falle  die  3  Wurzeln  unmittel- 
bar  logarithmisch  berechnen  lassen,  indem  «1  =  —  2  1/ -» 

=  ^,  =  1/ —  ist ;   so   sind   hierzu   keine  anderweitigen 
Hilfsgrössen  nothwendig. 

§.  186.  Für  den  3.  oder  sogenannten  irreduciblen 
Fall,  in  welchem  p  nothwendig  negativ  sein  muss,  setze 
man ,  wenn  unter  p  wieder  nur  der  numerische  Werth  ver- 
standen [also  die  Gleichung  (1)  durch  a* — pa?-f-y  =  0  dar- 

gestellt]  wird ,    a  =  r8in;f   oder  «n  y  =  — ;    so   erhält  man 

wegen  (§.  23.  Anmerkung)  nnS(f  =  3  8tn(f  —  isitKf*  oder 
gin  y  '  —  ^sin^  '\-  \  sin  3^  =  0  sofort : 

(n)     «*  —  ^r^x  -f-  Jr*  sin  3y  =  0, 


*2 
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eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  in  dem  Ausdrucke  (d) 
j?  =  r«n9,  wobei  für  9  alle  Werthe  gesetzt  werden  müs- 
sen, für  welche  «w3y  (als  Bestandtheil  des  letzten  Gliedes 
der  vorigen  Gleichung)  ungeändert  bleibt ,  enthalten  sind. 
Diese  so  beschaffenen  Werthe  von  y  sind  aber  die  dritten 
Theüe  von  3(f,  180  — 3;?,  3.180  — 3y,  5,180  — 3y,... 
und360  +  3y,  2.360  +  39,  3.360 +  39  u.  s.  w.,  also  die 
Werthe:  9,  60  — 9,  180  — 9,  300  — 9,...  und  120 +  9, 
240  +  9,  360  +  9  u.  s.  w.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen, 
dass  diese  unzähligen  Bögen  nur  3  verschiedene  Sinus, 
nämlich  sin  9 ,  ein  (60  —  9)  und  —  sin  (60  +  9)  haben,  so, 
dass  also  auch  aus  dem  genannten  Ausdrucke  (d)  fbr  die 
Gleichung  (n)  nur  3  Wurzeln,  nämlich  (ß)  a^=rsin^^ 
jFj  =  r  sin  (60  —  9)  und  ar,  =  —  r  sin  (60  +  9)  hervorgehen. 
Vergleicht  man  endlich  die  obige  Gleichung  (n)  mit  der 
urBprünglichen : 

x^  — px  +  j  =  0, 

so  folgt:  (y)  \t^=p  und  {r*«n3y  =  g,  woraus  nun  ganz 
einfach  r  und  9,  und  mit  Hilfe  dieser  Werthe  aus  (/3)  die 
3  Wurzeln  mittelst  Logarithmen  berechnet   werden  können. 

Man  findet  k.  B.  fllr  die  dem  1.  Falle  (§.  183)  entsprechende  Glei- 
chang  x'  4-  3x  —  2  «  0  die  Hilfswinkel  9  =  135%  sb  =-  53*  17'  52  "-7, 
und  damit  die  reelle  Wurzel  x,  =: -5960717. 

Fflr  die  (dem  im  §.  184  angeführten  Falle  entsprechende)  Glei- 
chung X»  —  2x  4-  4  =  0  folgt  9  =  15*  47'  35  "-4  ,  0.  =  27"  22'  4"  und 
X,  =  —  2.     (Die  beiden  imaginären  Wurzeln  sind  :  —  1  ±  K — '  1)^ 

Ans  der  zum  2.  Falle  (§.  185)  gehörigen  Gleichnng  x»  —  3x  —  2  —  0 
erhält  man  die  Wurzeln  x,  =»  -["  ^ »    'i  =  *•  =^  —  ^• 

Endlich  findet  man  för  die  zum  3.  Falle  (§.  186)  gehörende  Glei. 
chung  x3 — 7t  +  6  =  0,  aus  (7):  %r=-4850183  und  9  =  19' 6'23"'8, 
folglich  mit  diesen  Werthen  aus  (ß)\  x^  =—  1,  x,  =«  2,  r,  =r  —  8. 

Gleichungen  des  vierten  Grades. 

§.  187.  Es  sei  auch  hier  die  aufzulosende  Gleichung 
bereits  von  ihrem  2.  GHede  befreit  und  auf  die  Fonn  ge- 
bracht: (1)  x^ -\'px^ -\- qx -\-r^=0.  Man  setze  (2)  Ä  =  M + 

y-{-Zi   so  wird  j?*  =  m*  +  y'  +  ^*  -(-  2  {uy  +  wr  +  yz)  und 

Bnrg'i  Comp«ndiiim  d.  hSh.  Matb.  8 
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*  (^V*  +  ***'2:*  +  y^^^)  +  iuyza  [wegen  (2)]  ;  diese  Werthe 
für  a^  und  x^  in  (1)  substituirt,  erhält  man: 

+r  +  [4(u« +y>+;?«)  +  2p]{xiy  +  uz  +yz)  +  (8«^^^  +</)  *=0. 
Da  die  Gleichung  (2)  unbestimmt  ist  und  noch  2  Bedingun- 
gen gestattet y  so  setze  man  (4)  4(tt*  +  y*  +  '2^*)  +  2p  =  0 
und  (5)  iuyz  -|-  g  =  0 ;  dadurch  geht  die  vorige  Gleichung 
(3),  wenn  man  zugleich  noch  für  tt*  +  y*  +  jf*  den  ans  (4) 

folgenden  Werth substituirt,  in  die  folgende  einfachere 

über:  (6)  u^y^ +  u^z^ +y^z^  =  ^\{p^  ^  Ar);    endlich   folgt 

noch  aus  (5)  die  Relation  (7)  «•y*z*  =  -r-« 

64 

Da  nun  von  den  3  Grössen  w*,  y*,  z^  in  (4)  die  Summe 
oder  Combinationen  zu  1,  in  (6)  die  Summe  der  Combinationen 
zu  2,  und  in  (7)  die  Summe  der  Combinationen  zu  3  oder 
ihr  Product  ausgedrückt  ist;  so  können  diese  (§.  166)  als 
Mie  Wurzeln  der  cubischen  oder  sogenannten  reducirten 
Gleichung 

angesehen  werden. 

§.  188.  Löst  man  diese  cubische  Gleichung  nach  den 
vorhergehenden  §§.  auf ,  und  bezeichnen  Vj ,  r j ,  r,  die  3 
Wurzeln  derselben ;  so  hat  man  u  =  ±  |/t'j ,  y  =  ±  \^^ij 
jr  =  ±  ]/  V,,  und  zufolge  der  Gleichung  (2)  : 

j?  =  dz  j/vi  dt.  j/vj  ±  ]/tJ,. 

Macht  man  in  dieser  letztem  Summe  hinsichtlich  der 
doppelten  Zeichen  alle  Verbindungen,  so  findet  man  darun- 
ter nur  8  verschiedene  Werthe.  Von  diesen  8  Werthen 
för  X  sind  aber  bloss  4  als  Wurzeln  der  gegebenen  Glei- 
chung brauchbar;  man  findet  diese,  wenn  man  berücksich- 
tiget,  dass  vermöge  der  Gleichung  (5)  das  Product  aus  ti, 

y,  Zy  d.  i.  aus  ]/», ,  |/r^,  j/^s*  ^^^  entgegengesetzte  Zeichen 
von  q  erhalten  muss. 

§.  189.     Man  hat  also,   wenn  q  positiv  ist,   nämlieh 
die  Gleichung  (a)  a?*+P^*+ 9^  +  »'  =  0  die  Wurzeln: 
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'i  =  —  V^i  —  V^%  —  V^sf  «a  =  —  V^i  +  W  +  |/t's» 

und  wenn  ^  negativ  ist,  oder  för  die  Gleichung  (b)  x^-^por^ 
—  ^j*  +  r  =  0 ,  die  Wurzeln  : 

^1  =  V^i  +  V^iL  +  V\f  *j  =  \\  —  l/»s  —  l/t'a» 
«t  =  ~  J/tj  +  \\  —  l/r„  or^  =  —  \/\  —  J/»,  +  |/r,. 

Fflr  die  Gleichung  x*  —  25x3  ^  eOr  —  36  =  0  ist  die  r  e  d  n  c  i  r  t  • 
oder  «ubia  che  Gleichung:  »•— V»*+W«^ — '}•=<>,  und  da 
man  flkr  diese  die  Wurseln  »i  ^*  t«  Vj  "=*  4«  ^m*^  V  findet ;  so  erhftlt 
man  aus  den  der  Gleichung  (a)  zukommenden  Wurzeln :  x^  —  —  6, 
X,  =»  ^-  3,  X,  =  -f-  2,  x^  I—  -f-  1  ala  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

Eben  so  findet  man  fÄr  die  Gleichung  x*  — 7x5^-17x* — 17x 
-f-  6  a»  0,  welche  (§.  1 73)  vom  2.  Gliede  befreit  in  jene 

so  wie  diese,  wenn  ({.  175)  die  Brftche  weggeschafft  werden,  in  jene 
y4_«22y  —  24y  +  ^^  =  0  flbergeht,  als  redncirte  Gleichung: 
v^ —  11»'  4-  19»— »9  *=-  0,  dafür  die  Wurzeln  v^  =  1,  v,  «-  1,  v,  =  9, 
und  damit  aus  den  obigen  Wurzeln  der  Gleichung  (6): 

yi=-5,     y'j— -.3,     y,  =  — 3,     y«  =  1  J 

da  femer  y  =  |y'  und  x  =  y  -|-  J^  ist ,  so  erh&lt  man  endlich  Ar  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung :  x^  =  3,  x,  =  1,  x,  =  1,  x^  =  2. 

Die  reciproken  Gleichungen. 

§.  100.    Erklärung.    Sind  in  einer  Gleichung  X=  0, 
welche  die  Wurzeln  a,  ß , . .  •  besitzt »    auch  die  reciproken 

Werthe  — ,  -, . .  Wurzeln  derselben ;  so  wird  die  Gleichung 

eine  reciproke  genannt  und  unmittelbar  daran-  erkannt, 
dass  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen,  je  zwei  von  den  bei- 
den äussern  Gliedern  des  Polynoms  gleich  weit  abstehende 
Glieder  einerlei  Coefficienten  besitzen. 

§.  101.     Es  ist  also 
(1)    a^  -f  A^x^^  +  A^a^-'^  +  . . .  ±  A^a^dzA^azhl  =  0 
die  allgemeine  Form  der  reciproken  Gleichungen. 
Denn  ist  a  eine  Wurzel  derselben ,  so  hat  man 

a«  +  ^ja—i  +  ^ja«-«  -|-  . . .  ±  A^a^  ±  ^,a  =b  1  =  0, 

8» 
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oder  9  wenn  man  durchaus  mit  d=a"  dividirt  und  die  Glie- 
der in  umgekehrter  Ordnung  schreibt : 

woraus  sofort    folgt ,   dass  in  (1)  auch  ;p  =  —  (§.  148)  eine 

et 

Wurzel  ist.  Dasselbe  gilt  auch  für  eine  jede  andere  Wur- 
zel ß,  y  u.  8.  w.  der  Gleichung  (1). 

§.  IM.    Für  eine  reciproke  Gleichung  von  gerader 
Ordnung  hat  man,  nur  die  obem  Zeichen  beibehaltend: 

+  -42Ä?2  +  ^ja?  +  l=0, 

oder,  wenn  man  durch  a^  dividirt  und  die  Glieder  paar- 
weise,  nämlich  das  1.  und  letzte,  2.  und  vorletzte  u.  s.  w. 
zusanunennimmt : 

Setzt  man  nun  (4)  a -\ — =y»  so  erhält  man  aus  der 

X 

Entwicklung  (a),  §.  127,  für  a  =  a;  und  6  =  — : 

(5)    «"+-1^  =  ^  — ny-»  +  l^^y-* 

_„(„-4)(„-5) 
1.2.3  ^ 

und  daraus  auch,  indem  man  statt  n  nach  und  nach  n  —  1, 

n  —  2  u:  s.  w.  setzt,  die  Binome  a**^^  H 7  u.  s.  w.  durch 

y  ausgedrückt,  so,  dass  wenn  man  dann  die  Werthe  aller 
dieser  Binome  in  die  Gleichung  (3)  substituirt,  eine  Glei- 
chung in  y  entsteht,  welche  nur  vom  n.,  also  halb  so  ho- 
hem Grade  als  die  gegebene  Gleichung  (2)  ist.  Lässt  sich 
diese  letztere  auflösen,  so  hat  man  zur  Bestimmung  der 
ursprünglichen  Wurzeln  a  aus  (4)  die  Relation: 

(6)    x  =  i(y±y^^^^). 


in 

80,  das8  also  jede  der  n  Wurzeln  y,  2  Wurzeln  in  ic,  die 
zugleich  zu  einander  reciprok  sind,  liefert,  und  sonach  die 
2n  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  gefunden  sind. 

So    hat    man    z.   B.    flir  die    Gleichung    x«  —  6x»  -f-  1^'*  —  18x» 
-f  Uj*  — 6x -f  1  =0    »uerst 

oDd  iftr  r-| ^^^j  nach  der  Entwicklung  (5)  (oder  auch  davon  un- 

abh&ngig,  wenn  man  die  3.  und  2.  Potenz  macht) : 

x3+— =  y3  — Sjr     und     x2-f  — =  y«— 2 

Je  Jt 

(vergL  wegen  des  Abbrechens  dieser  Reihe  §.  127),  also  wenn  man 
substitairt  und  reducirt :  y'  —  6y '  -f~  *  ^y  —  6  =  0.  Da  diese  Gleichung 
die  Wurzeln  y  =  1 ,  2 ,  3  besitzt ;  so  erhält  man  nach  der  Relation 
(6)  mr  3^  =  1  : 

_1  +|/— »3  1  —  1/— 3  2 

't—  2  »     '«—  2  -"l4-V^-3' 

für  y  =  2  : 

2  +  0       ,  2  -  0       , 

und  f&r  y  =  8 : 

3  +  1/5  _  8  —  K5  _        2 

'»—    2    '  ''•-    2    ""i+ys 

als  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung. 

§.    193.     Zusatz.     Haben    die   gleichen   numerischen 
Coefficienten    verschiedene    Zeichen ,    wie    z.    B.    in 

jr*^  +  ^,d?*  +  ^^2-=^*  —  -^2^?*  —  AiX  —  1=0  (wo  also  der 
mittlere  Coefficient,  da  ihm  gleichzeitig  beide  Zeichen  zu- 
kommen, Null  sein  rauss) ;  so  folgt  zuerst  aus  der  genann- 
ten Vereinigung  der  Glieder  oder  der  Darstellung: 

(^«  —  1)  +  A.xia"  —  1)  +  A^a^(x^  —  1)  =  0, 
dass  diese  Gleichung  durch  «*  —  1  theilbar  ist,  ihr  also  die 
beiden  Wurzeln  ;i?  =  ±  1  zukommen.  Führt  man  aber  die 
Division  aus,  so  kommt  man  wieder  auf  eine  reciproke  Glei- 
chung, und  zwar  von  der  im  vorigen  §.  behandelten  Eigen- 
schaft. Dieser  Quotient  ist  für  die  vorige  Gleichung: 
X*  +  A^a*  +  (1  +  A^)a^  +  A^a  +  1=0. 

§.  IM.     Ist  die  reciproke  Gleichung  von  ungerade 
Ordnung,    so  hat  diese,    wie  leicht  zu   sehen,  je  nachd 
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die  gleichen  numerischen  Coefficienten  gleiche  oder  verschie- 
dene Zeichen  haben,  zuerst  die  Wurzel  —  1  oder  -f"  1»  ^^^ 
man  erhält,  wenn  das  Poljmom  beziehungsweise  (§.  159) 
durch  azhl  gothcilt  wird,  wie  man  ganz  einfach  findet,  als 
Quotienten  das  Polynom  einer  reciproken  Gleichung  von 
gerader  Ordnung,  die  man  sofort  nach  den  beiden  vori- 
gen §§.  weiter  behandeln  wird. ' 

So  ist  fftr  die  Gleichung  3ar»  —  r*  —  18r>  —  18x*  —  x  -f-  8  —  o 
snerst  x^  =>  —  1  eine  Wurzel,  und  man  erh&lt  daraus  durch  die  Division 
mitjr-[-l  die  reciproke  Gleichung  gerader  Ordnung:  3x*  —  4x^ — 14j:* 
—  4x-|-3-=0,    welche    nach    §.  193    behandelt,    noch    die    Wurzeln 

X,  =-—  1,  X,  —  — -  ,  X4  —  3  und  Xj  =-Jt  liefert 
Eben  so  erhftlt  man  l&r  die  Gleichung 

X»-Jx*^l3ßx3+^3"x«  +  ix-.l-0 

zuerst   die  Wurzel  x,  =»  1 ,  und  dann  aus  der  durch  Division  mit  x  —  1 
entstehenden  reciproken  Gleichung 

nach  §.  192  noch  die  Wurzeln  —  1,  -— r-,  3  und  J. 

Anmerk.  Da  wir  von  den  zunächst  hieher  gehörigen  binomischen 
Gleichungen  x«  i  -^  =  ö,  welche  sich  mit  Hilfe  der  reciproken  Glei- 
chungen allgemein  bis  zum  10.  Grad  auflösen  lassen  [L,  124],  weiter 
unten  (§§.  229,230,  315,  316)  die  ganz  allgemeine  Auflösung  g^ben 
werden;  so  können  wir  diese  hier  vorl&ufig  übergehen. 

Auflösung  der  numerischen  Gleichungen. 

§.  195.  Erklärung.  Sind  die  Coefficienten ^i ,  ^,,..^« 
einer  hohem  Gleichung  in  Zahlen  gegeben,  so  nennt  man 
die  Gleichung  eine  numerische  Gleichung,  zu  deren  voll- 
ständigen oder  näherungs  weisen  Auflösung  (da  die  all  ge- 
rne ine  Auflösung  der  Gleichungen  bis  jetzt  noch  nicht  über 
die  Gleichung  des  4.  Grades  hinausreicht)  die  Analysten 
sofort  verschiedene,  mehr  oder  weniger  scharfsinnige,  Me- 
thoden erfunden  haben. 

Grenzen  der  reellen  Wurzeln. 

§.  106.    Erklärung.     Liegen   die  positiven  Wurzeln 

'^er  Gleichung  zwischen  den   beiden  (positiven)  Zahlen  g 

Gy  so  heissen  diese  Zahlen  Grenzen  der  positiven 
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Wurzeln;  man  eetzt  aber  dabei  immer  voraus,  das« 5p  und  O 
die  Wunsein y  wenigstens  in  ganzen  Zahlen,  so  eng  wie 
möglich  einscUiessen ,  g  also  (in  der  Voraassetzung  von 
g^G)  so  gross,  und  G  so  klein  als  möglich  sei.  (So  wä- 
ren in  diesem  Sinne  ^=4  und  6r  =  10  die  Grenzen  der 
positiven  Wurzeln  einer  Gleichung,  welche  die  positiven  Wur* 
zeln  i%  6  und  9*6  besitzt.) 

Bezeichnet  man  eben  so  die  Grenzen  der  negativen 
Wurzeln  durch  g*  und  (?',  wo,  vom  Zeichen  abstrahirt,  ^^G' 
ist;  80  heissen  auch  G  und  G'  die  obern  oder  äussern, 
und  g  und  g'  die  untern  oder  Innern  Grenzen.  Gewöhn- 
lich, besonders  wenn  G  und  G  nicht  weit  von  einander 
abstehen,  lässt  man  die  Nulle  für  die  gemeinschaftliche  in- 
nere Grenze  gelten. 

§.  107.  Unter  allen  Methoden,  die  obere  Grenze  der 
positiven  Wurzeln  einer  Gleichung  X=0  im  obigen  Sinne 
zu  finden,  ist  folgende  (von  Newton  herrührende)  die 
sicherste : 

Man  verwandle  die  Gleichung  Jr  =  0  durch  Substitu- 
tion von  a?=y-|-a  (§.172)  in  jene  y=0,  und  suche  die 
kleinste  ganze  Zahl  für  a,  für  welche  die  sämmtlichen 
Coefficienten   Tj ,  7J,, . .  71,  dieser  transformirten  Gleichung 

y=y  +  r,  y-' +  r,y-2  +  . .  +  7;  =  0 
positiv  ausfallen ;  so  werden  die  sämmtlichen  durch  y = j?  —  a 
dargestellten  Wurzeln  dieser  letztem  Gleichung  (§.  168,  An- 
merkung 1.)  negativ,  folglich  ist  «^^,  d.  i.  bei  diesem 
kleinsten  Werth  dennoch  grösser,  als  jede  positive  Wurzel 
der  Gleichung  X=o. 

§.  106.  Zur  Bestimmung  der  untern  Gfrenze  g  der  po- 
sitiven Wurzeln  der  Gleichung  X=0   verwandle  man  diese 

durch  Substitution  von  «  =  —  in  jene,  y  =  0,  und  suche 
Oür  diese  Gleichung  wieder  (nach  dem  vorigen  §.)  die  obere 
Grenze  '6r  der  positiven  Wurzeln  y ;  so  ist  ^=  r^  eine  Zahl,  klei- 
ner als  die  kleinste  Wurzel  x  der  Gleichung  X=0,  und 
zwar  "wieder  im  obigen  Sinne  (§.  196). 
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§.  199.  Um  endlich  die  beiden  Grenzen  G\  g  der 
negativen  Wurzeln  der  Gleichung  X  =  0  zu  bestimmen, 
verwandle  man  diese  (§,168)  in  jene  X  =  0  mit  entgegen- 
gesetzten Wurzeln,  und  suche  für  diese  nach  den  beiden 
^vorigen  §§.  wieder  die  beiden  Grenzen  i,  l  der  positiven 
Wurzeln;  so  hat  man  sofort  (r=Z  und  g'=^L 

So  findet  man  a.  B.  für  die  Gleichung  x*  —  2x'^  54x'  —  30x+  189  =  0 
die  Grenzen  G^-Q,  6?*  —  6,  ^  =  1,  ^'«2;  und  in  derThat,  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  sind:  1*6055,  8*4774,  —  5*6060, '«-2*4 7 70. 

Das  Aufsuchen  der  rationalen  Wurzeln. 

§.  200.  Lehrsatz.  Die  rationalen  Wurzeln  einer  ge- 
ordneten Gleichung,  deren  Coefficienten  durchaus  ganze 
Zahlen  sind,  können  nur  ganze  Zahlen  und  keine  Brüche 
sein. 

Denn  es  sei  —  ein  zur  kleinsten  Benennung  gebrach- 
ter Bruch,    und  wenn  es  möglich  ist,  x  =  —  eine   Wurzel 

der  nach  §.  146  geordneten  Gleichung  X  =  0  von  durchaus 
ganzen  Coefficienten ;  so  hat  man ,  wenn  dieser  Werth  in  X 
8ubstituirt  und  dann  durchaus  mit  |3*~^  multiplicirt  wird. 

eine  Gleichung,  welche  unmöglich  bestehen  kann,  weil  sich 
sonst  die  Summe  von  ganzen  Zahlen  und  einem  Bruche  auf 
Null  reduciren  könnte. 

§.  201.  Hat  man  daher  die  gegebene  numerische  Glei- 
chung nach  §.  146  geordnet,  und  die  etwa  vorhandenen 
Brüche  nach  §.  175  weggeschafft;  so  müssen  die  rationalen 
Wurzeln  dieser  Gleichung  ganze  Zahlen  und  überdiess  (§.  166) 
Factoren  des  letzten  Gliedes  An  sein.  Zerlegt  man  demnach 
das  letzte  Glied  des  Polynoms  in  seine  einfachen  und  zu- 
sammengesetzten Factoren  und  setzt  diese  nach  und  nach 
für  Xy  und  zwar,  wenn  das  Polynom  -X"  Zeichenwechsel  und 
Zeichenfolgen  besitzt  (§.  170),  sowohl  positiv  als  auch  nega- 
tiv ironommen ;  so  sind  jene  Factoren,  welche  dabei  X  auf 
ngen,  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  -X  =  0.  Um 
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'mAess  dieses  Verfahren,  welches,  wenn  An  aus  sehr  vielen 
Factoren  besteht,  ziemlich  ermüdend  werden  kann,  zu  ver- 
einüachen,  dienet  folgende  Betrachtung. 

§.  202.  Es  sei,  um  nur  die  Ideen  festzusetzen,  die 
Gleichung  gegeben :  x^  -\-  A^  x^  -{-  A2  a;  -{-  A^  =  0^  und  a  eine 
Wurzel  derselben ;  so  folgt :  A^  =  —  A^ot  —  A^^ot^  —  ot*.  Da 
nun  der  2.  oder  der  Theil  rechts  dieser  Gleichung  durch  a 
theilbar  ist ,  so  muss  es  auch  der  1.  sein ,  d.  h.  es  muss 
A^:  IX  ^=  B  eine  ganze  Zahl  sein;  es  folgt  also  weiters,  wenn 
man  wirklich  dividirt :  B  -\-  A^  =  —  A^a,  —  a*.  Da  auch 
hier  wieder  der  Theil  rechts  durch  »  theilbar  ist,  so  muss 
gleichfalls  {B  +  A^)  :ot=  C  eine  ganze  Zahl  sein,  und  man 
erhält  nach  der  Division:  C+ ^1  =  — «.  Aus  gleichem 
(rrunde  muss  auch  (C  +  -4i):a=Z>  eine  ganze  Zahl  sein, 
und  man  erhält,  nachdem  wirklich  durch  a  getheilt  worden: 
/)  -f- 1  =  o.  Man  wird  also,  da  sich  diese  Schlüsse  auf  eine 
jede  Gleichung  anwenden  lassen ,  nachdem  die  Zahlen  zk.  1 
auf  gewöhnliche  Art  probirt  worden,  von  den  Factoren  des 
letzten  Gliedes  sogleich,  jene  als  unbrauchbar  oder  Nicht- 
wurzeln  weglassen,  welche  bei  diesem  Vorgange  die  von  der 
Zahl  Ä  so  eben  angeführten  Bedingungen  nicht  erfhllen. 

So  findet  man  nach  diesem  Verfahren,  dass  in  der  Gleichung  x^-^Sx* 
—  31jr*  —  63x  -f-  90  =  0  von  den  Factoren  des  letzten  Gliedes  90,  d.  i.  1,2, 
3,  5,  6,  9,  10,  l5,  18,  30,  45,  90  nur  jene:  +1,  —  3,  -f-  5,  —  6  Wur- 
zeln derselben  sind.    Denn  man  hat 

«4-90  —  93 

z.  B.  X_^«  — 30,  _30— 63  «  —  93,  —  31,  31  —31  —0, 

—  3  — i  3 


—  »  o,  0  -f'  3  =  3, — "  —  1  und  —  1+1=0;  also  —  3   eine 

"~~  3  — *  3 

4-90  —  48 

Wurzel.  Dagegen -4 —  =15,  15  — 63  =  —  48,  — -— —  — 8,— 8---31 

6  6 

» — >39,   aber  — 39   durch   6  nicht   theilbar;    also  ist   6   keine  Wurzel 

0.  8.  w. 

§.  203.  Hat  man  auf  diesem  Wege  nicht  alle  Wurzeln 
einer  Gleichung  finden  können,  so  ist  es  möglich,  dass  sie 
gleiche  Wurzeln  besitzt.  Diese  können  nach  §.179  oder 
noch  einfacher  dadurch  gefunden  werden,  dass  man  die 
Gleichung   durch   die  aus  den  bereits  gefundenen  Wurzeln 
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a,  ]3 ,  . .  gebildeten  Faotoren  x  —  a ,  o?  —  ß ,  . .  (§.  159)  divi- 
dirt,  und  die  als  Quotient  entstehende  Gleichung  neuerdings 
nach  dem  vorigen  §.  behandelt;  dieses  Verfahren  aber  tkber- 
haupt  80  oft  als  nöthig  wiederholt. 

So  findet  man  s.  B.  nach  der  Verfahrnngs weise  des  rorigen  §.  fUr 
die  Gleichung  jp*  — 4x*-|- ^'+ ^^-^p' — 4x— 8=0  tnerst  nnr  die  beiden 
Wurzeln  j;  =>  —  1  und  r  "-  2.  Dividirt  man  aber  die  Gleichung  durch 
(x  +  1)  (x  — 2):=  ap*— X — 2,  80  erhftlt  man  als  Quotient  die  Gleichung 
x*  —  3x*  4"  "*  =*•  ^»  'i^*^  ^  diese  neuerdings  die  Wurzeln  x  =  —  1  und 
T  =  2.  Theilt  man  daher  diese  letztere  Gleichung  abermals  durch  x* —  x-— 2, 
so  entsteht  die  Gleichung  x — 2  <»0,  aus  welcher  man  die  letzte  Wurzel 
r  =  2.  findet.    Es  sind  demnach  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung: 

—  1,-1,  2,  2,  2. 

§.  204.  Hat  man  von  einer  gegebenen  Gleichung  alle 
Wurzeln  bis  auf  2  gefunden,  so  erhält  man  diese  letztem 
immer  dadurch ,  dass  man  die  als  Quotienten  entstehende 
quadratische  Gleichung,  wenn  man  die  gegebene  durch  das 
Product  der  aus  den  bereits  gefundenen  Wurzeln  gebildeten 
einfachen  Factoren  dividirt,  nach  der  Regel  auflost. 

So  findet  man  ftkr  die  Gleichung  x^  —  30x  —  56  —  0  nach  §.  202  nnr 
die  einzige  Wurzel  x  =  —  4.  Dividirt  man  aber  diese  Gleichung  durch 
x-f~4,    so   erhlüt  man   als  Quotient  die  quadratische  Gleichung  x^  —  4x 

—  14=>0,  welche,  nach  der  Kegel  aufgelost,  noch  die  beiden  Wurzeln 
X  =  2  -|-  V^IS  und  r  =1  2  —  l/lS  liefert,  so,  dass  also  die  3  Wnneln  der 
gegebenen  Gleichung  sind:  —  4,  2  -+-8  K^,  2  —  3  V2,  ♦) 

*)  Herr  J.  Derffel,  Assistent  am  hies.  k.  k.  polyt  Institute,  gibt  lar 
Auffindung  der  rationalen  Wurzeln  einer  numerischen  Gleichung  ein 
(noch  nicht  yeröffentlichtes)  practisches  Verfahren  an,  welches  eben 
so  einfach  als  sinnreich  ist.  Dasselbe  ergibt  sich  aus  folgenden  Be- 
trachtungen : 

Sind  a^,  a,  ...o«  die  Wurzeln  der  Gleichung  A'=0,  also  — s,« 
—  a,  .  .  .    — ocn    jene    der    Gleichung    X  =  0    (§.    168),     ist    also 

-X"  =  (x  —  a,)  (x  —  «,)  . .  (x  —  fltn)  =  0  und  X  —  (x  i-  aj  (x  -f"  »«)  •  • 
(x  -)-  ocfi)  =t  0  go  setze  man  die  aus  der  Substitution  von  x  =  1  ent- 
stehenden Polynome: 

X=  1  -f  ^^  -f .  .  +An  =  (—  0*  (*i  —  !)(*!  —  1) .  •  (»«—  1)=  'S;  u. 
X- 1 -.^, +..  +  (— 1)»^««  (i,  +  1)  (x,  +  1)..  (*n -f.  1)  =  5,. 

Soll  nun  z.  B.  am  eine  rationale  Wurzel  der  Gleichung  X  =  ^ 
sein,  so  muss  nicht  nur  xm  oin  Factor  des  letzten  Gliedes  Ani  ^^' 
dem,  wenn  «m  positiv  ist,  om — 1  ein  Factor  in  iS^,   und  Xfn-h' 
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Das  Aufsuchen  der  irrationalen  Wurzeln. 

§.  MSk  Hat  man  alle  rationalen  Wurzeln  einer  Glei- 
ehuDg  nach  dem  Vorhergehenden  gefunden,  diese  durch  das 
Product  der  daraus  entspringenden  einfachen  Factoren  divi- 
(Ürt  und  als  Quotienten  die  Gleichung  X  =  0  erhalten;  so 
kann  diese  Gleichung,  sofeme  dieselben  nicht  imaginär  sind, 
nur  mehr  irrationale  Wurzeln  enthalten.  Um  diese  zu  fin- 
den, sucht  man,  besonders  wenn  das  letzte  Glied  An  aus 
vielen  Factoren  besteht  (§§.197,199),   die  äussern  Grenzen 

ein  Factor  in  S^,  dagegen  wenn  xm  negativ  ist,  om  +  ^  ®ixi  T&c^ 
tor  in  S| ,  und  o«  *-*  1  ein  Factor  in  S^  sein,  so,  dass  also  in  diesen 
beiden  Fällen  die  3  Zahlen  (tm — 1«  etm,  ohn+l  beaiehnngs weise 
eine  steigende  oder  fallende  Reihe  bilden. 

Man  wird  sonach  znr  Anfenchang  der  rationalen  Wnneln  der 
Gleichung  X  »*  0 ,  aus  dieser  and  jener  X  =  0  die  Summen  5,  und 

'S!,  bilden  (wlke  S^  oder  «S,  =  0 ,  so  w&re  besiehungsweise  om  oder 
—  2m "»  1  eine  Wurzel)  diese ,  so  wie  auch  An  in  die  einfachen  und 
ZQsaxnmengesetzten  Factoren  anil(>8en  und  nachsehen,  ob  nicht  irgend 
einem  Factor  am  von  An  zwei  unmittelbar  anliegende,  nur  um  eine 
Einheit  verschiedene  Factoren  von  iS|  und  S^  entsprechen,  indem  nur 
ein  so  beschaffener  Factor  am  eine  Wurzel  der  Gleichung  X  =  0 
sein  kann  und  sofort  zu  versuchen  ist,  alle  übrigen  aber  ausgeschlos- 
sen sind ;  und  zwar  versucht  man  diesen  Factor  am  mit  dem  Zeichen 
-\-  oder  — ,  je  nachdem  diese  3  erwähnten  Zahlen,  als  Factoren  von 
iS, ,  Ant  S^  in  dieser  Ordnung  eine  steigende  oder  fallende  Beihe 
bilden. 

So  ist  z.  B.  für  die  Gleichung  x»— 2a:*— 5 Tor' +  194*« + 
56* —  192  =  0  . .  (1)  sofort  5^  =-  0,  also  x  =  1  eihe  Wurzel.  Wird 
durch  x< — 1  dividirt  (was  am  einfachsten  geschieht,  wenn  man  be- 
merkt, dass  die  algebraische  Summe  der  ersten  m  Coefficienten  dieser 
Gleichnng  den  m*^  Coefficienten  der  neuen  Gleichung  gibt)  so  erhält 
man  jene  x*  —  x*  ~  58x»  +  136x  +  192  =  0 . ,  (2). 

Femer  ist  in  der  gegebenen  Gleichung  S^  -■  0,  also  auch  x—*^l 
eine  Wurzel  derselben,  so  wie  natürlich  auch  dieser  Gleichnng  (2) 
oder  X«-  1  eine  Wurzel  der  Gleichung  x*-\-x^ — 58x*—136x-f  192=0, 
woraus  man  wieder  durch  Division  mit  x — 1  jene  x^-|-2x'-— 56x — 
192=0  oder  die  Gleichung  x^  —  2x2  ~  56x  +  192  «-  0 . .  (3)  erhält, 
welche  entsteht,  wenn  man  die  Gleichung  (2)  mit  x4~l  od^^  ^0 
nrsprfingliche  (1)  durch  (x— l)(x+  1)  dividirt 

Fflr  diese  letztere  Gleichnng  ist  aber  weiters: 
S^  »  135  «  1.3.3.3.5,  An  -»  192  =  1.2.2.2.2.2.S.3,  S,  —  S45  »•  1.5.7.7 
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G,  G'  der  poeitiven  und  (woiiii,  §.  170,  Bolche  vorhanden 
sein  können^  der  negativen  Wurzeln,  substituirt  in  X  für  x 
nach  und  nach  die  WeNhe  0,  1,  2  .  .  G  und  0,  -r- 1, — 2, 
. .  —  G\  und  beobachtet  die  dadurch  in  X  entstehenden 
Zeichenwechael ;  ändert  nämlich  -X^  für  ^  =  a  und  ar  ^  a  -|-  1 
sein  Zeichen,  so  liegt  (§.  152)  zwischen  diesen  beiden  Zah- 
len a  und  a  4"  1  wenigstens  eine  reelle  Wurzel.  Bei  diesen 
Substitutionen  hat  nun  entweder  das  Polynom  X  sein  Zei- 
chen A  so  oftmal  geändert,  als  der  Ordnuugs-Exponent  n 
der  Gleichung  Einheiten  hat,  d.  i.  es  haben  sich  die  sämmt- 
lichen  Wurzeln  der  Gleichung  -X'=  0  vcrrathen ,  oder  es 
findet  dieses  B,  nicht  Statt;  beide  diese  Fälle  sollen  beson- 
ders behandelt  werden. 

Ä*  Wenn  sich  eben  so  viele  Wurzeln  zu  erkennen 
geben,    als  n  Einheiten  besitzt. 

§.  206.  In  diesem  Falle  liegt  zwischen  zwei  solchen 
auf  einander  folgenden  Substitutionen  x  =  a  und  ;f  =  a  -i-  1, 
die  in  X  einen  Zeichenwechsel  bewirken,  nur  immer  eine 
Wurzel,  und  man  kann  diese  durch  einige  Zwischensubsti- 
tutionen sehr  leicht  zwischen  zwei,  höchstens  um  j'^  von 
einander   abstehende  Grenzen    einschliessen.     Liegt  also  die 

'Nimmt  man  nun  in  derselben  Ordnung  aus  jeder  dieser  3  Grössen 
einen  Factor,  so  sieht  man  leicht|  dass  sich  nnr  die  4  Gruppen 

3,  2,   1,     3,  4,  5,     9,  S,  7,     5,  6,  7 
von  der  oben  erw&hnten  Eigenschaft  bilden  lassen,  so,  dass  also  bloss 
die  Zahlen  —  2,  -|-  4,  —  8  und  -|-  6  Wurzeln  der  betreffenden  Glei- 
chung (3)  sein  können   und  zu   versuchen    sind.     Man   findet    in   der 
That  dafür  die  Wurzeln  4-4,-8  und  -f  6. 

Für  die  Gleichung  jr*  —  3x3 -- 6jr* -f  28x  —  24  =  0  erhält  man 
5,  =.  4  =  1.2.2,  ^n  =  24  =  1.2.2.2.3,  5,  =  54  =  1.2.3.3.3 
80  dass  man  hier  nur  die  Zahlen  -|-  2,  -|-  2,  -j-  2,  —  3  eu  versuchen 
braucht,  welche  auch  in  der  That  sämmtlich  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung sind,  so,  dass  diese  Methode  zugleich  auch  eben  so  einfach  die 
wiederholten  Wurzeln  gibt. 

Für  die  Gleichung  endlich   x*  —  113x>-f  llx*— 120jc -f  360  =  0 
folgt 

5,  =  139,    An  =  360,    5,  =  605 
woraus  man    ohne  Mühe  ersehen  kann,    da«s  diese   Gleichung  keine 
rationale  Wurzel  besitzt. 
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betreffende  Wurzel  bereits  zwischen  a  und  a  +  yV>  so  setzt 
man  nach  der  von  Newton  angegebenen  Näherungsnie- 
thode  j?=a-|-yj  wobei  nun  y  <^  j^^  ist ;  man  erhält  durch 
diese  Substitution  in  -X'=0  (§.  149): 

dabei  die  Polynome  X^  X^ » .  .  so  verstanden,  dass  überall  a 
statt  x  gesetzt  wird.  Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn 
man,  da  es  sich  nur  um  einen  Näherungswerth  handelt,  die 
hohem  Potenzen  von  y  vernachlässiget:  X -\'  X^t/^szO  oder 

Diesen  Werth  ftkr  y  in  a  =  a'\-y  substituirt,  erhält  man 
(im  Allgemeinen)  für  a  schon  einen  etwas  genaueren  Werth, 
welchen  man  für  a  gelten  lässt  und  damit  aus  derselben 
Formel  (a)  ein  noch  genaueres  y  berechnet,  wodurch  auch 
das  neue  a=^a-\'  y  dem  wahren  Werthe  wieder  näher  ge- 
bracht wird,  u.  s.  w. 

So  findet  man  s.  B,  fftr  die  Gleichung  x'  —  5x  — 3  =  0  sofort: 
G  =  3,  C  =  2,  und  für  x  =  —  2,  — 1,  0,  -|-1,  -|-2,  +3  beziehungs- 
weise X==  —  1,  -f- 1,  — »8,  —  7,  —  5,  -|-9,  so,  dass  also  eine  Wurzel 
zwischen  -f~2  und  -^9,  eine  zweite  zwischen  —  2  und  —  1,  und  endlich 
die  dritte  zwischen  —  1  und  0  liegt  Setzt  man,  um  hier  nur  die  Rech- 
nong  Ar  die  positive  Wurzel  durchzuführen,  x=2'5;  so  findet  man 
dafür  X=-|-*  125,  folglich  liegt  diese  Wurzel  zwischen  2  und  2*5.  Für 
x=r2*4  dagegen  erhalt  man  X= —  1*176,  also  liegt  diese  Wurzel  zwi- 
schen 2*4  und  2*5  und  kann  sonach  von  keinem  dieser  beiden  Werthe  um 
^  mehr  yeFschieden  sein.      Kimmt  man  daher  in  der  obigen  Formel  (s) 

1*1 76 
X  =  2*4,   so  erh&lt  man  daraus  y  =  -— — —  =  *  0958  und  damit   x  =  2*4 

^         12*28 

-f- '  0958  =  2*4958.  Setzt  man  weiters  in  der  nämlichen  Formel  a=r  2*496, 

60  folgt  y=  —  -005122  und  damit  x  =  2*496  —  *005122  =  2*490878.  Für 

a  =  2-49087  wird  wieder  y  «=  —  'O&eoSS  *)  und  x  =  2*49086396,  ein  Werth, 

welcher  schon  bis  einschliessig  zur  6    DezimalzifTer  richtig  ist. 

Anmerk.  1.  Da  man  sich  bei  Anwendung  dieser  Newton'schen  Nßhe. 
rungsmethode ,  und  einer  gevrissen  Beschaffenheit  der  Gleichung 
X=0,  im  Verlaufe  der  Rechnung  vom  wahren  Werthe  wieder  ent- 
fernen kann  *^),  so  mnsa  man  sich  dabei  von  Zeit  zu  Zeit  von  dem 

*)  Der  Kürze  wegen  schreiben  wir  '0^6  sUtt  '000006,  '0^8  statt  *0008 

u.  s.  w. 
**)   M.  s.  Fourier:  Analyse  des  ^quations  d^termin^es.  Paris  1831. 
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Grade  der  Annftheniiig  ftberzengen.  Dazu  dienet  die  Bemerknng. 
dase,  wenn  die  m.  Dezimalziffer  noch  richtig  ist,  das  Poljnom  X 
sofort  sein  Zeichen  ftndem  muss ,  wenn  man  diese  Ziffer  um  eine 
Einheit  vergrüssert. 

Anmerk.  2.     In  manchen  F&Uen  kann  die  Trennung  der  Wuneln  noch 
durch  folgende  Betrachtungen  vereinfacht  werden. 

Besitzt  die  Gleichung /(x)  =  0  lauter  reelle  Wurzeln,  wovon  p 
positiv  (die  negativen  Wurzeln  können,  da  sie  auf  den  Zeichenwech- 
sel keinen  Einfluss  haben,  dabei  unbcrftcksichtigt  bleiben)  sein,  und 
wie  sie  in  ihrer  GrOsse  auf  einander  folgen,  durch  tc^,  102*  Vb  •  •  • 
bezeichnet  werden  sollen.  Verwandelt  man  diese  Gleichung  nscb 
§.  172  in  jene  /  (i  +  a)  =  0 . .  (1)  und  dann  auch  in  /(r  -}-  6)=0(2), 
deren  Wurzeln  beziehungsweise  um  a  und  6  kleiner  sind ,  als  jene 
der  ursprünglichen  Gleichung,  und  ist  dabei  6  ^  a ,  wobei  wir ,  um 
die  Ideen  zu  fixiren,  annehmen  wollen,  dass  a  zwischen  w^  und  v,, 
und  6  zwischen  w^  und  w^  liegen  soll ,  so  dass  man  die  steigende 
Beihe  w^aw^  w^bw^  .  .  .  hat;  so  folgt,  dass  die  Gleichung  (I),  da 
die  Wurzel  w^  —  a  negativ  wird,  um  einen,  und  die  Gleichung  (2),  da 
die  Wurzeln  wi  —  6,  to,  —  6  und  to,  —  &  negativ  ausfallen,  um  3  Zei- 
chenwechsel weniger,  als  die  ursprüngliche  Gleichung y*(r)  =  0  bat; 
diese  beiden  Gleichungen  besitzen  also  beziehungsweise  />  -—  1  und 
p  —  3  Zeichen  Wechsel,  deren  Differenz  {p  —  1)  —  (p  —  3):=2  sofort 
die  Anzahl  der  zwischen  a  und  6  liegenden  reellen  Wurzeln  angibt 

H&tte  die  Gleichung /(x)  =  0  gleiche  oder  wiederholte  Wundo, 
so  würde  dies  nichts  ftndem;  denn  besitzt  diese  Gleichung  z.  B.  die 
Wurzeln  t&i ,  tr, ,  te;, ,  w, ,  103 ,  W3,  wt .  —  und  liegt  a  zwischen  r, 
und  IT, ,  und  6  zwischen  w^  und  v« ,  so  dass  man  hat  w^  a  tr,  w, 
19,  10,  t03  6  u;^  . . ;  so  wird  die  Gleichung  (1)  um  1 ,  und  jene  (2)  um 
6  Zeichenwechsel  weniger,  als  die  ursprüngliche  Gleichung,  d.  h.  diese 
werden  beziehungsweise  p  —  1  und  p  —  6  Wechsel  besitzen,  deren 
Differenz  (p  —  1)  —  (p  —  6)  =  5  wieder,  wie  zuvor  die  Anzahl  der 
zwischen  a  und  6   liegenden  Wurzeln  anzeigt 

Hat  also  die  Gleichung  (1)  n,  und  Jene  (2)  m  Zeichen- 
wechsel, so  besitzt  die  Gleichungy(x)=:0  (n — m)  zwischen 
a  und  6  liegende  Wurzeln. 

~  Da  eine  Gleichung,  in  welcher  auch  imaginäre'  Wurzeln  vor- 
kommen^ weniger  positive  Wurzeln  besitzen  kann,  als  in  dem  Poly- 
nom/(r)  Zeichenwechsel  erscheinen,  so  kann  man  in  einem  solchen 
Falle  nur  sagen,  dass,  wenn  die  Gleichung /(x)  =  0  n  zwischen  o 
6  liegende  reelle  Wurzeln  besitzt,  sofort  die  Gleichung  (1)  wenig- 
stens Um  n  Zeichenwechsel  mehr,  als  jene  (2)  haben  müsse. 

Übrigens  versteht  es  sich  von  selbst ,  dass ,  wenn  man  bei  dem 
allmftligen  Fortschreiten  zuletzt  6  >•  trn  gemacht  hat ,  wo  im  die 
grOsste   in    der  Gleichung  /  (x)  =  0   vorkommende   positive   Wurxel 
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Mm  soll,  und  wenn  diese  Gleicliung  nur  reelle  Wurzeln  besitzt, 
sofort  kein  Zeichenwechsel  mehr  in  J{r-{'b)  vorkomme,  also  auch 
keine  positive  Warsei  Aber  6  hinaus  liegen  kann. 

2m.  In  allen  Fällen  bestimmt  zum  Ziele  fbhrend,  je- 
doch auch  beschwerlicher,  ist  folgende  von  Lagrnnge  her- 
rührende Näherungsmethode : 

Liegt  die  zu  berechnende  Wurzel  zwischen  a  und  a  -|-  1 , 

60  setze    man   in  der  Gleichung  JIC  =  0  sofort  a  =  a-\ , 

wobei  alao  ^^1  und  positiv  sein  muss.  Die  durch  diese 
Substitution  entstehende  Gleichung  (§.  149 ,  wenn  man  zur 
Wegschafiung  der  Brüche  sogleich  mit  t/^  multiplicirt), 
nämlich 

(die  Polyn.  A*,  Aj  ,  •  •  .  wieder  so  genommen ,  dass  mnn 
statt  x,  a  setzt)  oder  Y=0  besitzt,  da  zufolge  der  An- 
nahme zwischen  a  und  a-^1  nur  eine  Wurzel  liegt,  nur 
eine  positive  reelle  Wurzel  grösser  als  1.  Liegt  diese  zwi- 
schen b  und  6  -{- 1 ,  so  setze  man  y  =  6  -j r,  wo  also  wie- 
der t/'^l  und  positiv  ist ;  dadurch  erhält  man  auf  ähnliche 
Art  die  transformirte  Gleichung  Y'  =  0,  welche  wieder  nur 
öne  einzige  Wurzel  von  der  bemerkten  Beschaffenheit,  d.  i. 
positiv  und  ^  1 ,  haben  kann.    Liegt  diese  zwischen  c  und 

c  -j-  1 ,  80  setze  man  in  der  letzten  Gleichung  tf'  =  c  -\ — rr, 

80  wird  abermals  y''  positiv  und  ^  1  sein  u.  s.  w.  Man 
erhalt  auf  diese  Weise: 

y "  =  <^  4- .  y' =  c  + -^  ^ .  y  =  ft  +  7- ^  _L 

und  endlich 


^+  rf +, 


wobei  man  nach  den  bekannten  Eigenschaften  der  Ketten- 
br&che  ganz  sichei;  den  Werth  von  a  um  so  genauer  erhält, 
je  weiter  man  diese  Kette,  also  das  vorige  Verfahren,  fort- 
setzt. Wäre  die  Wurzel  a  rational,  so  würde  der  Ketten- 
bruch abbrechen,  während  er  sonst  ein  unendlicher  ist. 
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Wendet  man  diese  Methode  auf  das  Torige  Beispiel  r» — 5r— 3  =  0, 
und  zwar  wieder  auf  die  Berechnung  der   zwischen  2  und   3   liegenden 

Wurzel  an;  so  hat  man  x  =  2H gesetzt:  Y=by^ — 7y* — G^r— 1=0, 

und  auch   hier  liegt  die  einzige    (wie  auch  nach  §.   170  erhellt)   positire 
Wurzel,   wie  man  (§.  152)  leicht  findet,  zwischen  2  und  3.     Setzt  man 

daher  in  dieser  Gleichung  y  =  2-| r,  so  geht  diese  über  in   F' =y* 

—  26y'*— ^28y  —  5=0;  da  man  femer  findet,  dass  die  positive  Wurzel 
dieser  neuen  Gleichung  z irischen  26  und  27  liegt,    so  setze  man    darin 

y'  =  26  +  -4-,  wodurch  man  die  Gleichung  T'  =  608y '•--  653y"»  — 52y 

—  1=0  erhiüt,   deren  positive  Wurzel  zwischen   1   und   2  liegt     Setzt 
man  daher  in    dieser  y"  =  1  -| tt;,  so  entsteht  die  Gleichung 

Y"  =  103y  "»  —  451y'"*  —  1 15y"'  —  603  =  0, 
deren  positive  Wurzel  zwischen  6  und  7  liegt  u.  s.  w.    Man  hat  dfdier 


^    3    +. 


Dieser   Kettenbruch    liefert   der   Reihe    nach    die   Näherungsbrilche: 

2         5       132     137    954    2999  ^  ,      ,.  .  j  . 

— ,   — -  — ,  — ,  — ,  ,  von  denen  der  letzte,  gegen  den  wahren 

1   '     2   '    53  '    55  *  383*   1204*  '  **  ® 

Werth  etwas  zu  gross,  in  einen  Decimalbruch  verwandelt,  sofort  z=:2 '49086378, 

also  einen  Näherungswerth  gibt,  welcher  nach  der  Theorie  der  Ketteo- 

brdche  vom  wahren  Werthe  um  weniger  als    ,        .,  =  •0«7     abweicht, 

also   wenigstens    no<j^   in  den  6  ersten  DecimalsteUen  richtig  sein  moss. 
(Vergl.  Beisp.  in  §.  206.) 

Ftlr  die  beiden  Hbrigen  Wurzeln  dieser  Gleichung  findet  man  nach 
der  einen  oder  andern  Methode 

X  =  —  1-8342431  und  x  =  -—  -6566204  ♦), 

§.  208.  Den  ersten  Bang,  die  reellen  Wurzeln  einer 
numerischen  Gleichung  näherungsweise  zu  finden,  nimmt 
jedoch  die  von  Homer**)  angegebene  Methode  ein,   weil 

*)    Zur  Berechnung  der   negativen  Wurzeln   kann  man    die  gegebene 
Gleichung  in  jene  ^  =  0  mit  entgegengesetzten  Wurzeln  verwandeln, 

und    in    dieser   letztem  wieder,    wie  oben,   die  positiven  Wurzeln 
aufsuchen. 
♦*)  Fhilosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London,  vom  Jahre 
1819. 


1» 

sie,  nach  einer  bestimmten  systematischen  Ordnung  fort- 
Bchreitendy  nicht  nur  eben  so  verrasslich  und  bestimmt,  wie 
die  Lagrangc'sche  Methode  demZicle  mit  jedem  Schritte 
näher  kommt,  sondern  dabei  weit  einfacher  und  für  die  prac- 
tische  Berechnung  bequemer  ist. 

Dieser  Horner' sehen  Näherungsmethode  liegt  die  Idee 
zum  Grunde,  dass  wenn  die  zur  Auflösung  gegebene  Glei- 
chung/(j?)  = -4o^  + ^1  ^B'^*  +  *'*  +  -4»  =  0  (1),  in  jene 
/(jr-|-a)=:0  verwandelt  wird,  deren  Wurzeln  also  sämmt- 
lich  (§.  172)  um  a  kleiner  sind,  und  man  dabei  a  so  wählt, 
dass  in  der  transformirten  Gleichung 

/(«  -f-  a)  =  oo  «•  +  «1  «*"*  -f-  •  •  •  +  On^i  «  +  a«=  0  .  •  (2) 

das  letzte  Glied  o»  =  0,  oder  da  dies  bei  irrationalen  Wur- 
zeln nicht  absolut  mOglich  ist,  so  klein  wird,  dass  mau  es 
als  Null  ansehen  kann,  sofort  a  =  0  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung (2)  und  daher,  weil  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
sanuntlich  um  a  grösser,  als  jene  der  Gleichung  (2)  sind, 
x=sa  eine  Wurzel  der  ursprünglichen  Gleichung  (1)  ist. 

Vermindert  man  daher,  was  am  einfachsten  nach  dem 
in  der  Anmerkung  des  §•  172  angegebenen  Verfahren  ge- 
schieht, die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  allmälig  um  die 
Grössen  a,  a' ,  a  .  .  .  auf  solche  Weise,  dass  sich  dadurch 
das  letzte  Glied  o»  der  transformirten  Gleichung  (2)  immer 
mehr  und  mehr  der  Nulle  nähert,  so  sind  diese  Grössen 
a,  a',  a"  .  .  Nftherungswerthe  einer  Wurzel  der  Gleichung 
(1),  wovon  jeder  folgende  immer  genauer,  als  der  nächst 
vorhergehende  ist. 

Das  erwähnte  systematische  Verfahren,  diese  Näherungs- 
werthe  a,  a,  a"  .  .  zu  finden,  soll  durch  einige  Beispiele 
erläutert  werden. 

Ist  s.  B.  die  Gleichuiig  ar*  +  8x»  +  2x*  +  6r  — 148-6  =  0  .  .  (1) 
znr  AnflGsang  gegeben ,  80  findet  man ,  wenn  man  x  »  0,  1 ,  S  .  .  B<*tzt, 
und  die  Resultate  dieser  Substitutionen  nach  §.  1 60 ,  Anmerk.  2 ,  sucht, 
dass  eine  Wurzel .  zwischen  S  und  3 ,  und  zwar  n&her  an  S ,  als  an  2 
Hegt 

Anstatt  nun ,  wenn  die  nächste  Decimalziffor  =  a  ist,  in  dieser  Glei- 
chung (1)  die  Zahl  2*«  zu  versuchen,   ist  es  bequemer,    diese  Gieichung 
Barg*!  Coropendlam  d.  hfih.  Math.  9 
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in  eine  andere  su  verwandeln,  deren  Wurzeln  sämmtlich  um  2  kleiner 
sind,  und  dann  diese  transformirtc  Gleichung  weiter  aufzulösen.  Nun 
hat  man  aber  nach  dem  im  §.  172  in  der  Anmerkung  angegebenco 
Verfahren  ftlr  diese  Transformation: 

1,     3,     2,       6,     —  148-6 

5,   12,     80,    [—88-6] 

7,  26,    [82] 

9,  [44] 

also  fftr  die  gesuchte  Gleichung  x*  +  1  Iz^  +  **'*  +  82x  —  88*6  =  0  (2), 
so,  dass  wenn  man  das  letzte  Glied  derselben  Ar  Null  könnte  gelten  las- 
sen,  sofort  auch,  da  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  um  2  grösser,  als 
jene  dieser  Gleichung  (2)  sind ,  x  =  2  eine  (approximative)  Wurzel  der 
Gleichung  (1)  wäre. 

Um  nun  die  zweite  Ziffer,  d.  i.  die  erste  DecimalstcUe  a,  der  gesach- 
ten Wurzel  X  =  2'(tß  .  .  oder  die  erste  Ziffer  "a  der  Wurzel  dieser  trans- 
formirten  Gleichung  (2)  zu  finden,  so  thut  man  am  besten,  diese  noch 
auf  gewöhnliche  Weise,  durch  das  Sabstitutionsreifahren  (§.  160,  Anm.  2) 
zu  bestimmen,  und  das  eigentliche  Horner'sche  Yeiiohren  erst  mit  der 
zweiten  Decimalstelle  ß  zu  beginnen. 

Nun  erhält  man  aber  nach  dem  erwfihnten  Yer&hren: 

1,   11,      44,     82,  —  88*6 
x  =  -6        1,  11-6,  50-96,   112-576,  [— 21*0544] 
»«•7       1,  ir7,  52-19,   118-538,  [—5-6269] 
x  =  -8       1,  11-8,  53-44,  124*752,  [+11'2016] 

so,  dass  also  die  Wurzel  zwischen  '7  und  -8  liegt,  oder  a  =  7  und 
X  =  2-7  ist. 

Um  die  folgende  Dedmalziffer  ß  zu  finden,  verwandle  man  zoerst 
die  Gleichung  (2)  in  eine  andere,  deren  Wurzeln  um  *7  kleiner,  als  die 
Wurzeln  dieser  Gleichung  (2)  sind,  so  hat  man  (§.  172,  Anmerk.) 

1,     11,      44,     82,  —  88-6 
•7       1,  11-7,  52-19,  118-538,  [—  5*6269] 
12-4,  60*87,  [161-142] 
131,  [70-04] 
[13-8] 
also  fftr  die  transformirtc  Gleichung  sofort: 

X*  +  13-8 X»  +  70-04X*  +  161-142X  —  5*6269  =  0  . .  (3) ; 

und  es  wäre ,  wenn  man  hier  stehen  bleiben  und  das  letzte  Glied  ah 
Null  gelten  lassen  wollte,  die  gesuchte  Wurzel  r  =  2*7,  weil  diese  Glei- 
chung (3)  die  Wurzel  x  =  0  hätte  und  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1) 
sämmtlich  am  2*7  grösser,  als  die  der  Gleichung  (3)  sind. 

Um  nun  diese  zweite  Decimalstelle  ß,  welches  sofort  die  erste  Ziffer 
dieser  Gleichung  (3)  ist ,  zu  finden ,  bemerke  man  ,  dass  weil  ß  in  der 
Stelle  der  Hundertel  steht,  die  hohem  Potenzen  von  ß  weggelassen  wer- 
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ß 

den  können,  nnd  daher  diese  letzte  Gleichung  (3)  für  x  :=-  — -— -  den  genft- 

Herten  Werth  161  142  j—  —  5*6269  =  0  erhalt,  woraus  man 

ß  5*6269 


100         161142 

(also  ß=S)  findet,  indem  es  sich  hier  nur  um  die  genaue  Bestimmung 
der  zweiten  Decimals teile,  d.  i.  der  Ziffer  3  handelt,  die  durch  Nichts 
mehr  affidrt  werden  kann. 

Mit  diesem  Werthe  Ton  x  =  *03  (anstatt  dass  vorhin  x  =  0  gedacht 
wurde)  ist  jetzt  der  genauere  Werth  der  Wurzel  der  Gleichung  (1) 
x  =  2'73  .  .  . 

8o  wie  man  aber  diese  zweite  Decimalziffer  8  gefitnden  hat,  genau 
anf  dieselbe  Weise  erhält  man  auch  durch  das  fortgesetzte  Verfahren  die 
dritte,  rierte  und  Überhaupt  alle  folgenden  Decimalstellen ,  welche  man 
noch  suchen  wilL  Wir  wollen  die  weitern  Operationen  von  jetzt  an  ktUr- 
ser  machen  und  nur  schematisch  darstellen. 

Die  Gleichung  (3)  ia  eine  andere  transformirt,  deren  Wurzeln  um 
*03  kleiner  sind,  gibt: 

1,     13*88,  70'04,       I6M42,  —6*6269 

-03  13-83,  70*4549,  169*255647,  [— *7292306] 

13*86,  70*8707,  [165*381 768] 
13*89,  [71*2874] 
[13-92]. 
Die  Koeffizienten  der  gesuchten  Gleichung  (4)  sind  also: 
1,       13-92     71*2874,     165*381768,     ^«7292306 

und  die  nächste  Ziffer    ^   •  =  '729 : 1 65  =  *004,  also  7  =  4  und  x  =  2* 734 .. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  (4),  um  *004  yermindert,  gibt: 
1,      13-92,     71*2874,         165-381768,        — -7292306 
-004  13-924,  71*343096,    165*6671404,    [^'06656204] 

13*928,   71*398808,  [165^6967856] 

13-932,  [71*454536]  "000<J=-06656: 165*69 ='0004 

[13*936]  also  <J=  4  und  x  =  2*7344. 

Femer:  I,     13*936,      71*454536,      165*6967356,      ^-06656204 

13-9364,    71*4601106,     165*7253196,    [^-000271912] 
13'9368,    71-4656853,  [165*75390587] 
-0004  13*9372,  [71*4712602] 

[13*9376] 

-000272:166  =  -00001,  also  x  =  2*734401. 
Ferner:  1,     13*9376,         71*4712602,    165*75390587,      —  *000271912 

13*937601,     71-4712741,     165*75397734,    [—    0001061581] 
-000801  13*937602,    71*4712880,  [165*754048] 

-00010616:  166  =  -0000006, 

also  ist  bis  aof  die  siebente  Decimalstelle  genau 

x  =  2-7344016. 

9* 
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Beispiel  S-    Auf  gleiche  Weise  erhält  man  Air  die  Gleichung 

x3 -- 7x  —  7  =  0  .  .  (1) 
Da  eine  Wnrsel  derselben  zwischen  3  nnd  4,  and  zwar,  wie  man  so- 
gleich sieht,  sehr  nahe  an  3  liegt: 

1,    0,    -  7,    —  7 
1,     3,       2,      [—  1] 
8  1,     6,  [20] 

1.   P] 
*»  +  9x*  +  20x— .1=0  .  .  (2) 

nnd  da   die  Wurzel  dieser  transformirten  Gleichung  (2)  zwischen  0  und 

*06  liegt,  daher  x  =  3'04  .  .  ist: 

1,      9,     SO    •—  I 

0-04,       20-3616,     [—  -185536] 
-04  9*08,     [20-7248] 

[9-12] 

•185  !  20-7  =  -008 

also  x  =  3-048  .  . 

1,      9*12«       20*7248,       ^  -185536 

9-128,     20-79782,  [—  «0191535] 

9-136,  [20*870908] 

[9*144] 

*01915:21=r-0009 

also  x  =  3-0489  .  . 

1,     9-144,       20-870908,     —  -0191535 

9*1449,     20*879138,  [—  -0003623] 

-0009  9-1458,    [20*887369] 

[9-1467]  *000362 :  21 

••«••1 

X  =  3-04891 
1,     9-1467,      ^0-887369,     —  -0003623 
9-14671,     20-887460,   [—  -00015343] 
-00001  9*14672,  [20*887551] 

[9-14673]  -000153  :  21 

x=r  3*04891 7 
1,     9-14673,       20*887551,     ~.*00015348 
9-146737,     20*887615,    [—-0000068] 
9-146744,    [20*887679] 


-0000068 :  21 


000000) 

also,  wenn  man  hier  stehen  bleiben  will,  ist  bis  auf  7  Decimalstellen  gensa 

x  =  30489173. 

Anmerk.     Man  bemerkt  von  selbst,    dass  bei  diesen  Substitutionen  das 
letzte  Glied  der  transformirten  Gleichungen  immer  negatiy  aufifiült; 


IM 

wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  wttrde  es  bewefsen,  dftss  die  Ziffer,  am 
welche  man  die  Wurzeln  yerkleinert  hat,  in  gross  ist  Dasselbe 
wäre  auch  der  Fall,  wenn  überhaupt  in  diesen  transformirten ,  anf 
einander  folgenden  Gleichungen  bei  irgend  einer  derselben  ein  Zei- 
chenwechsel  verloren  ginge. 

Um  dieses  Verfahren  auf  die  negativen  Warsein  der  Gleichung 
(1)  anzuwenden,  wird  man  diese  nach  §.  168  suerst  in  die  Gleichung 
mit  entgegengesetzten  Wurzeln  verwandeln,  and  auf  dieselbe  eben 
erläuterte  Weise  die  positiven  Wuneln  dieser  trusformirten  Glei- 
chung suchen'*'). 

§.  209,  Ein  in  der  Anwendung  ebenfalls  eehr  geschätz- 
tes Verfahren ,  die  Wurzeln  nicht  bloss  algebraischer ,  son- 
dern selbst  transcendenter  Gleichungen  mit  jeder  be- 
liebigen Grenauigkeit  zu  berechnen ,  bietet  die  sogenannte 
Eegidafalsi  dar;  sie  besteht  in  Folgendem: 

Sei  a  =  (o  die  eben  zu  berechnende  Wurzel  der  ganz 
allgemeinen  Gleichung  (1)  y  =  Aa*  +  B^^  4*  Cx'  +  . . .  =  0, 
und  es  gehe  för  4r  =  «|  und  s^,  y  in  Fi  und  F^  über;  so 
werden  ^  und  s^  dem  wahren  Werthe  o  um  so  näher  kom- 
men^ je  weniger  Fi  und  F^  von  Null  verschieden  sind,  da- 
her «i  —  m  =  d|  und  s^  —  oo  =  d^  die  Fehler  der  Substitu- 
tionen, und  Fl  — 0  =i^i  und  F^  die  Fehler  der  Resultate 
bezeichnen. 

Weichen  nun  8^  imd  «,  wenig  mehr,  etwa  um  weniger 
als  ^y  vom  wahren  Werthe  o  ab,  indem  sie  das  Polynom 
y  in  (1)  schon  nahe  auf  Null  bringen ;  so  werden  di  und  d^ 
80  kleine  Grössen  sein,  dass  man  bei  einer  blossen  Näherungs- 
rechnung  die  zweiten  und  hohem  Potenzen  davon  vernach- 
lässigen kann.    Dies  vorausgesetzt,  hat  man  aus  (1): 

Fi=A8*  +  Bs^,  +  ...  und  F2=As^'\-B8^  +  ..., 

also  auch,   wenn  man  von  jeder  dieser  beiden  Gleichungen 

*)  Weitere  und  ausführlichere  Details  mit  vielen  Beispielen  hierüber  fin- 
det man  in  Dr.  und  Prof.  L.  C.  Schulz  von  Strassnicki's:  ,^eue 
Methode  zur  Auffindung  der  reellen  Wurzeln  höherer  numerischer 
Gleichungen;  Wien,  1843;'*  so  wie  in  zwei  Abhandlungen  von  8. 
Spitzer,  welcher  diese  Homerische  Methode  mit  dem  besten  Er- 
folge auch  auf  die  Berechnung  der  imaginären  Wurzeln,  so  wie 
anf  die  Auflösung  höherer  numerischer  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten  anwendet    (Wien,  1849.) 
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jene  0  =  -4ai«  +  B^^  + abzieht :   Fi  =  A  («*      o») 

+jö(«f— oß)  +  ...  und  F^=A(s^—ci}<^)+B(4  —  &ß)  +  ..., 
oder  wegen  «j  =  o  +  ^i  >  alßo  ("^^  Rücksicht  auf  das  Ge- 
sagte) «*=(©  +  (f,)*  =  o*  +  aö*— 1  Jj,  ^f  =  ©ß  +  /3a>^— i(i, 

u.  8.  w.,  und  eben  so  «J=o«  -}-  ao«^!  dj,  «^  =  0/3  +  ]3ciß— >  d, 
u.  8.  f. ,  auch  :  Fi  =  d^  (A  ao*— i  +  JBßoß—^  +....)  und 
/?]j  =  dj  (Aauof^^  +  Bß&ß—^  +•••)>  daher  endlich: 

Setzt  man  in  dieser,  das  Princip  der  Regula  faUi  dar- 
stellenden Relation ,  statt  dj  und  d^,  die  gleichgeltendcn 
Werthe  Sy  —  o  und  8^  —  o,  und  hestimmt  dann  daraus  cd  ; 
so  erhält  man,  als  einen  gegen  8^  und  8^  genauem  Werth  : 

Ist  nun  «2  genauer  als  «j ,  so  nimmt  man  «2  ^^  erste, 
und  den  nach  dieser  Formel  für  o  gefundenen  Werth  als 
zweite  Substitution  («2)'  bemerkt  wieder  die  entsprechenden 
Fehler  F^  (das  vorige  i^j),  i^,,  und  berechnet  mit  diesen 
Elementen  nach  der  nämlichen  Formel  neuerdings  o,  wel- 
ches Resultat  dem  wahren  Werthe  wieder  näher  kommen 
wird,  als  das  vorige ;  und  so  fährt  man  fort,  bis  man  cn  mit 
der  gewünschten  Genauigkeit  gefunden  hat. 

Setzt  man  im  Torigen  Beispiel  cur  Berechnong  der  zwischen  2*4  nnd 
2*5  liegenden  Wurzel  der  Gleichnng  x^  — <  5x  —  3  «»  0,  :r  =r  «|  =  2*4  and 
9^  =  2*5  ;  so  erh&lt  man  F^  = —  1*176  and  F^  »  '125 ,  mitiiin  nach  der 
obigen  Formel  (2)  n&herungsweise  (i}==  2*490.  Nimmt  man  als  neue  Sub- 
stitution 8^  =  2*5  und  «,  =  2*49,  so  erhält  man  F,  =  '125,  F,  =-  —  -01175 
nnd  damit  aas  (2)  «  »=  2*490859.  Für  *,  =  2*49  nnd  *,  «»  2*490859  cr- 
h&lt  man  weiters  jPj  =  — •01175,  F,  =  —  '00006287  und  damit  wieder 
CO «:  2*4908634 ,  ein  bereits  bis  auf  die  sechste  Decimalstelle  genauer 
Werth  ♦)• 

B.   Wenn  man   durch   diese   Substitutionen   toc' 
niger  als  n  Wurzeln  entdeckt, 

§.  210.  In  diesem  Falle  ist  es  möglich,  dass  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Substitutionen  a  und  a  +  1>  ^^^ 

*)  Ein  zweites  nach  dieser  Methode  berechnetes  Beispiel  einer  transcen- 
dentcn  Gleichung,  niünlich  jener  x*  ^^^Ab,  wo  man  x  •— 4*3799099 
findet,  B.  m.  B.  I.  S.  147. 
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welche  X  eein  Zeichen  ändert  (§.  1 53),  mehr  als  eine,  auch, 
da8s  zwTschen  zwei  solchen  Zahlen,  für  welche  X  das  Zei- 
chen nicht  ändert  (§.154),  eine  gerade  Anzahl  von  Wur- 
zeln liegt.  Besitzt  z.  B.  eine  Gleichung  die  Wurzeln  ]/2  =  1*414 
und  |/3  =  1*733,  so  liegen  diese  zwischen  1  und  2,  und 
werden  sich  bei  den  auf  einander  folgenden  Substitutionen 
von  x=l  y  2 ,  3 , . . .  durch  keinen  Zeichen  Wechsel  von  X 
verrathen.  Substituirt  man  dagegen  für  a  nach  und  nach 
eine  Keihe  von  Zahlen,  die  um  weniger  als  die  Differenz 
)/3  —  J/2  =  '319,  etwa  nur  um  'S  zunehmen,  setzt  nämlich 
nach  und  nach  j;=l,  1*3,  1*6,  1*9,.  •  .;  so  ändert  X  sein 
Zeichen  von  1*3  zu  1*6  und  von  1*6  zu  1*9,  und  man  ent- 
deckt nunmehr  wirklich  die  beiden  vorhin  übergangenen 
Wurzehi, 

Hieraus  wird  ersichtlich,  dass  sich  überhaupt  alle  reel- 
len Wurzeln  einer  Gleichung  verrathen  müssen,  wenn  man 
die  fbr  ^  nach  und  nach  zu  substituirendcn  Zahlen  um  eine 
IMfferenz  zunehmen  lässt,  welche  kleiner  als  die  kleinste 
Differenz  der  Wurzeln  der  Gleichung  ist.  Da  man  aber  die 
Wurzeln,  also  auch  diese  kleinste  Differenz,  nicht  im  Voraus 
kennt;  so  wird  man  zur  gegebenen  Gleichung  -X=  0  (§.  177) 
die  quadrirte  Differenzen-Gleichung  ^=0,  und  in  dieser 
(da  ihre  Wurzeln  als  Quadrate  der  Differenzen  der  reellen 
Wurzeln  von  -X'=0  nur  positiv  sein  können)  (§.  198),  die 
untere  Grenze  g  der  positiven  Wurzeln  suchen;  dann  ist 
S=r|/^  offenbar  eine  Zahl,  welche  kleiner  als  die  kleinste 
Differenz  zwischen  den  Wurzeln  der  ursprünglichen  Glei- 
chung -^=0  ist  Man  wird  daher,  wenn  ^,  G^  g'y  G  die 
Grenzen  der  positiven  und  negativen  Wurzeln  der  aufzulö- 
eenden  Gleichung  A  =  0  sind,  und  für  x  nach  und  nach 
die  Zahlen :  ^,  ^  +  J,  ö'  +  25,  . . .  G  und  — g\  —  (^'  +  ^)> 
—  {g  +  25) , . . .  —  G  substituirt  werden,  noth wendig  die 
sämmtlichen  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  entdecken. 

So  findet  man  z.  B.  für  die  Gleichung  x^  —  *lx — ^  7  =-0  die  änssem 
Grenzen:  (7  =  4,  G^  =  2,  und  man  wird  sonach  die  NuU  als  gemein- 
schaftliche  innere  Grenze  gelten  lassen.  Substituirt  man  also  fOr  x  nach 
und  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  3,  4  und  0,  — 1,  —  2;  so  erhält  das 
Polynom  X.  der  Reihe  nhch  die  Zeichen : "—  4"  '"»d  —  —  — ,  so. 


W6^  _ 

daM  mim  alflo  Mos  ein  e  Wurzel  swischen  -|-  3  nnd  -f-  4 entdeckt.  Umnvn  n 
eehen,  ob  die  beiden  übrigen  Warsein  auf  diese  Weise  übergangen  wor- 
den, oder  ob  diese  imagin&r  sind,  hat  man  für  die  quadrirte  Differenzen- 
gleichling  der  gegebenen  Gleichung  (§.  177) :  z^'-^2z^-{-AA\z-~49=<^  und  in 
dieser  g^^^\j  als  innere  Grenze,  folglich  ^="  V^*10  =  *3  f)lr  die  Zahl, 
welche  kleiner  als  die  kleinste  Differenz  zwischen  den  Wurzeln  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  ist.  6etzt  man  denmach  für  x  nach  nnd  nach 
die  Zahlenreihe:  0,  *8,  *6  etc.  und  0,  —'3,  —  *6  etc.,  so  findet  man, 
dass  X  sein  Zeichen  für  2r  =»  3  und  3*3  (von  —  in  -|-)  ,  ftlr  x  ^  — 1'2 
und— 1*5  (von— .in+)  und  endlich  flir  x= — 1*5  und — 1'8  (von 
•4*  in — )  ftndert,  folglich  dass  eine  Wurzel  zwischen  3  nnd  3*3,  eine 
«weite  zwischen  »—1*2  und  •-«  1*5 ,  und  endlich  die  dritte  reelle  Wurzel 
zwischen — 1*5  und  —  1*8  liegt;  und  in  der  That,  die  drei  Wnneln  derge- 
gebenen  Gleichung  sind :  x^  —  3*0489 1 7,  x, = — 1*69201 7,  x,  —  — 1  •356895*> 

A  n  m  e  r  k.  Transformirt  man  die  aufzulösende  Gleichung  in  eine  an- 
dere, deren  Wurzeln  m  Mal  so  gross  sind  (§.  174);  so  wird  in  der 
transformirten  Gleichung  mS  jene  Zahl  sein,  welche  die  besagte 
Eigenschaft  besitzt,  nnd  sofort  kleiner  als  die  kleinste  Differoiz 
der  Wurzeln  dieser  Gleichung  ist.  Man  kann  daher,  anstatt  die 
mühselige  quadrirte  Differenzengleichung  zu  suchen,  die  Wnrzeln 
der  aufzulosenden  Gleichung  auf  Gcrathewohl  vergrössem,  in  der 
transformirten  Gleichung  f^  x  abermals  die  Reihe  der  natürlichen 
Zahlen  0,  1,  S, ...  substituiren  und  sehen,  ob  man  nicht  vielleicht 
darin  die  sflmmtlichen  Wurzeln  entdeckt  Ist  diess  der  Fall,  so 
kann  man  diese  letztere  Gleichung  auflösen  nnd  jede  Wurzel  durch 
m  dividiren,    um  die  Wurzeln  der  gegebenen   Gleichung   an   erhal- 

^)  Kach  der  Methode  von  Lagrange,  d,  i,  durch  Kettenbrüche  aosge- 
drückt,  findet  man: 


«1=3  +  -^  .1 
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ten,  oder  et  ist,  wenn  mmn  gleich  die  nnpiltaigliche  GleichnUg  anf- 

löien  will,  sofort  ^«* —  zn  nehmen. 

m 

So  war  im  yorigen  Beispiele    ^  =  '3,    also  ist   4^»>1*2,    und 

man  kann  daher  in  der  Gleichung   jr' — 112y  — 448  =  0,    deren 

Wurzeln   4    Mal    so    gross    als    die    der    erwihntcn    Gleichung 

x'  —  7x  —  7  =«  0  sind ,  bei  der  ßubstit  ntion  Ton  jr  ■—  0,  1 ,  2, . . . 

durchaus  keine  Wurzeln  übergehen.  Man  findet  in  der  That,  dass 

eine  Wurzel  zwischen  13  und   13,  eine  zweite  zwischen  — 5  nnd 

—  6,    nnd  endlich   die  3.  Wurzel    zwischen  —-6    nnd  •—7   liegt, 

und  zwar  sind  diese  Wurzeln:  1219566,  —5*42759  nnd  —6-76807 

§.  211.  Das  von  Sturm  angegebene,  ganz  allgemeine 
Verfahren,  um  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer  nu- 
merischen Gleichung,  so  wie  die  Grenzen  zu  finden,  zwi- 
echen  welchen  jede  derselben  eingeschlossen  ist,  besteht  in 
Folgendem : 

1.  Da  sich  die  yielfachen  oder  gleichen  Wurzeln  einer 
Gleichung  immer  nach  §.  179  bestimmen,  und  durch 
eine  vorläufige  Division  ausscheiden  lassen,  so  soll  hier 
vorausgesetzt  werden,  dass  die  Gleichung  -Y=  0,  deren 
reelle  Wurzeln  nach  diesem  Stürmischen  Verfahren 
bestimmt  werden  soUen,  nur  ungleiche  Wurzeln 
besitzt. 

2.  Leitet  man  aus  demPoljmome  Jr=Ä"+'^i^*'""*4"-*H"'^a 
nach  §- 149  jenes  X^  =n4?"~'*  +  (n — l)-4ia?*-^-|-..+-^»-i 
ab  und  sucht  zu  diesen  beiden  Functionen  X  und  X^ 
nach  dem  bekannten  Verfahren,  den  grössten  gemein- 
schaftlichen Divisor  mit  der  einzigen  Aenderung,  dass 
man  in  jedem  Beste,  bevor  man  ihn  als  Divisor  nimmt, 
die  Zeichen  ändert;  so  erhält  man,  wenn  diese  so  ge- 
änderten Reste  der  Reihe  nach  durch  X^^  X^..  Xm  be- 
zeichnet werden,  die  Reihe  von  Functionen 

Xf    A| ,    X^  •  •  Xr  •  •  Xu  .  •  \Ä) 

welche  nach  a  beziehungsweise   vom  n^,    (n  —  l)^f 
(n — 2)*^  . .  (n  —  r)** . .  0**  Grade  sind. 

3.  Setzt  man  nun  in  dieser  Reihe  (A)  nach  und  nach 
«= — cx),  0  und  +^^>  ^^<1  bemerkt  die  Vorzeichen, 
welche  diese  Functionen  oder  Glieder  dabei  annehmen, 
80  erhalt  man  auf  diese  Weise  3  Zeichenreihen,    von 
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denen  die  erste  (fhr  «  =  —  oo)n,  die  zweite  (fflr  ä=0)to 
und  die  dritte  (für  a  =  -\-  <x>)  s  Zeichenwechsel  besitzen 
mag.  Diess  vorausgesetzt ,  besitzt  die  gegebene  Glei- 
chung X=^0  in  Allem  n — s  reelle  Wurzeln,  von  de- 
nen m  —  8  positiv  und  n  —  m  negativ  sind. 

4.  Substituirt  man  femer  in  dieser  Reihe  (Ä)  für  a  irgend 
zwei  reelle  Werthe  a  und  6,  von  denen  6  >►  a  sein  soll, 
und  bemerkt  abermals  die  Zeichen,  welche  die  einzel- 
nen Glieder  erhalten;  so  bezeichnet  der  Unterschied  in 
der  Anzahl  der  Zeichenwechsel,  die  in  diesen  beiden 
Beihen  vorkommen  (wobei,  so  lange  b^a  ist,  die  An- 
zahl der  Wechsel  flkr  a=b  niemals  grösser  als  für 
a=a  sein  kann)  sofort  die  Anzahl  der  zwischen  a  und 
b  Hegenden  reellen  Wurzeln,  so  dass,  wenn  dieser  Un- 
terschied Null  ist,  auch  keine  solche  Wurzel  zwischen 
a  und  b  liegen  kann. 

Es  kann  noch  bemerkt  werden,  dass  wenn  für  eme 
dieser  Substitutionen  irgend  ein  Glied  der  genannten  Beihe 
Null  wird,  es  ganz  gleichgiltig  ist,  ob  man  dieses  Glied 
mit  -f-  oder  —  ansetzt. 

§.  212.  Die  Eichtigkcit  dieses  Verfahrens  lässt  sich  in 
Kürze  auf  folgende  Art  beweisen. 

1.  Sind  Qu  Q^fQn—t  der  Eeihe  nach  die  Quotienten, 
welche  bei  dem  Aufsuchen  des  grössten  gemeinschaft- 
lichen Divisors  zwischen  X  und  X^  entstehen,  so  hat 
man  nach  der  (im  2.  vorigen  §.)  angegebenen  Bedeu- 
tung von  -Xj,  X^  . .  offenbar : 

X=Q,X,-X^..(a),  -X,  =  (2,^  — jq,..(6), 

X,=  Q,Z,— 2;..(r) 

.  .  Xr—i  =  QrXr  —  Xr+i  . .  (t)  .  •  .  Xn^2  =  Qn-l  X^^i  —  Xn 

2.  Wird  nun  für  eine  Substitution,  z.  B.  für  ar  =  a  irgend 
eine  dieser  Functionen,  z.  B.  Xr  gleich  Null,  so  wird 
[Belat.  («)]  -Xr_i  =  —  Xr+if  woraus  hervorgeht,  dass 
die  beiden  anliegenden  Werthe  von  Xr  fiir  dieselbe 
Substitution  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten, 
weil   mit   Xr  =  0  nicht  auch  zugleich   .X^^i  oder  Xr^i 
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Null  sein  kann.  Denn  könnten  überhaupt  für  «  =  oi 
irgend  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  der  obigen 
Reibe  (A)  z.  B.  X^  und  X^  zugleich  Null  sein,  so 
müflste  w^en  der  vorigen  Belation  (c)  auch  X^  und 
damit  wegen  (i)  auch  X^y  und  endlich  wegen  Relation 
(a)  auch  X  Terschwinden ,  so  dass  die  Polynome  X 
und  X^  den  gemeinschaftlichen  Factor  a — »  hätten, 
was  nach  §.  179  fßr  die  Gleichung  X=0  die  vielfache 
Wurzel  x=%  bedingen  würde,  was  gegen  die  gemachte 
Voraussetzung  ist 

Es  ist  übrigens  klar,  dass  alles  hier  Gesagte  auch  noch 
gilt 9  wenn  die  ursprünglichen  Functionen  X^  X^  .,,  wie 
diess  bekanntlich  zur  Erzielung  ganzer  Coefficienten  oder 
auch  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  in  der  Regel  ge- 
schieht,  mit  einer  Constanten ,  positiven  Zahl  multiplicirt 
oder  dividirt  werden. 

3.  Substituirt  man  in  einer  dieser  Functionen,  z.  B.  in 
jener  Xr  fbr  x  allmählig  zunehmende  Werthe,  von  de- 
nen jedoch,  selbst  wenn  diese  Zunahmen  unendlich 
klein  sind,  keiner  diese  Function  Xr  zu  Null  nmcht; 
so  behalten  die  durch  diese  Substitutionen  aus  Xr  ent- 
stehenden Werthe  fortwährend  dieselben  Vorzeichen, 
indem  dabei  für  Xr  nur  ein  Zeichenwechsel  eintreten 
könnte,  wenn  Xr  durch  Null  ginge.  Wird  dagegen  Xr 
für  eine  dieser  Substitutionen,  z.  B.  für  ^=a  Null, 
so  erhält,  wenn  A  eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeich- 
net, die  Function  Xr  für  4?=a  —  A  und  j?=:a  +  Ä, 
wie  leicht  zu  sehen,  verschiedene,  d.  i.  entge- 
gengesetzte Vorzeichen^ 

Da  nun  dasselbe  auch  von  allen  übrigen  Functionen 
J^  Xj  . .  y«!  gilt,  so  behalten  diese  bei  den  genannten 
allmählig  oder  stetig  wachsenden  Werthen  von  m^  so 
lange  keine  dieser  Functionen  dabei  durch  Null  geht, 
dieselben  Vorzeichen  und  die  aus  diesen  Zeichen  ge- 
bildeten Reihen  behalten  daher  auch  dieselbe  Anzahl 
von  Zeichen  wechseln,  so,  dass  also,  wenn  zwischen  a 
und  h  keine  reelle  Wurzel  liegt,   sofort  auch   die  aus 
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der  Ecihe  (A)  durch  die  Substitution  von  jr  =  a  und 
x=^b  gebildeten  beiden  Zeichenreihen  die  nämliche  An- 
zahl von  Wechseln  darbieten. 

4.  Wird  aber  für  «  =  a  die  Function  jr=0,  so  kann  er- 
stens (weil  keine  gleichen  Wurzeln  angenommen  wer- 
den) nicht  auch  X^  =  0  sein,  und  dann  ist,  wenn  man 
A=/(a)  und  ^  =  a±A  setzt ,  wegen  (wie  leicht  zu 
finden)  f  {x±h)  =  X±  X^h  +  Nh!^  +  .  .  .  sofort 
/(a ±  A)  =  db  A^ A  +  ^h^  +  •  •  •  oder  wenn  A  als  un- 

endlich  klein  angesehen  wird,  auch /(a±A)  =  dbAiA, 
woraus  sofort  folgt,  dass  /(a  +  A)  i^<l  ^i  hnm^  das- 

selbe  Vorzeichen,  dagegen  das  entgegengesetzte 
von  /(a  —  A)  haben.  Endlich  ist  auch  leicht  zu  sehen, 
dass  Aj  für  alle  3  Werthe  von  ;c  =  a  —  A,  x  =  a  und 
a  =  a-\-h  ein  und  da« selbe  Zeichen  beibehält 

Diess  berücksichtigend,  können  also  die  Vorzeichen 
nur  folgende  sein: 

X    X^     oder    X    X^ 

für  x  =  ct  —  A    hat  man    -f-     —       ,       —     + 

n    «  =  a  »       »         0     —       ,        0      -i- 

„    a=a  +  h      „       „        _    _        ^        -1-     4- 

woraus  also  hervorgeht,  dass  die  untere  Zeichenreihe 
(für  die  Substitution  von  «  =  a  -|-  A)  um  einen  Zeichen- 
wechsel weniger  als  die  obere  Zeichenreihe  (für  a=^ct — A) 
besitzt  oder  einen  solchen  Wechsel  verliert. 

5.  Wird  endlich  für  den  Werth  a^a  irgend  eine  der  fol- 
genden Functionen  X^^  A,  • . .  z.  B.  jene  Xr  Null,  so 
sind  dafür,  wie  in  2.  bemerkt,  Xr—i  und  Xr-\-i  von  Null 
verschieden  und  erhalten  entgegengesetzte  Zeichen.  Auch 
behält  (wie  diess  in  4.  von  -X|  bemerkt  wurde)  JTr-i 
wieder  für  alle  3  Werthe  a=a — A,  a?=a  und  ^=a+i 
das  nämliche  Vorzeichen,  was  natürlich  auch  von  der 
Function  JCr^i  gilt. 

Nach  dieser  Bemerkung  können  die  Vorzeichen  der 
Functionen  Ar~i,  Xr  und  Xr+i  beziehungsweise  nur 
folgende  sein.  f 
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für  «=a  —  h  entweder  -{-  H oder  H 

,    «=a  ,  +   0   —       ,  +   0   — 

n    Ä  =  a  +  A  ,  H ,  +H 

oder  aber 

f&r  a=(i  —  h  entweder 1 — |-  oder 1- 

,    ^  =  a  ,  —   0    +       ,  -    0    + 

n    «  =  a  +  A  „  f-       „ f-  4- 

Aber  in  allen  diesen  denkbaren  4  Fällen  besitzen 
die  untern  und  obem  Zeichenreihen  (d.  i.  für  «  =  a  -j-  A 
und  jr  =  a — h)  dieselbe  Anzahl  von  Zeichen  Wechsel. 
Es  liegt  daher  zwischen  «  =  a  —  A  und  «  =  a  -|-  A,  ob- 
gleich dafür y  wie  angenommen  worden,  Ar  =  0  wird, 
keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  A=0. 
6.  Es  behalten  also  die  Functionen  J[f  X^y  JL^. .,  JCn  für 
alle  stetig  zunehmenden  Werthe  von  or,  welche  X  nicht 
Null  machen,  fortwährend  dieselbe  Anzahl  von  Zeichen- 
Wechsel  und  Folgen.  So  wie  aber  für  irgend  einen 
Werth  von  a:  =  ai  die  Function  J[  Null  wird,  d.  h.  so 
wie  a  ein  reeller  Wurzelwerth  der  Gleichung  X=0 
ist,  so  enthält  die  Zeichenreihe  für  a  =  (t-\~h  immer 
einen  Wechsel  weniger  als  jene  für  «  =  a  —  A.  Ob- 
schon  femer  der  Beweis  hiefür  zunächst  nur  unter  der 
Voraussetzung,  dass  A  unendlich  klein  ist,  geführt 
wurde,  so  gilt  er  doch  offenbar  auch  noch,  wenn  unter 
A  was  immer  für  ein  endlicher  Werth  verstanden  wird, 
wenn  dieser  nur  so  klein  ist,  dass  weder  zwischen 
a  —  A  und  a,  noch  zwischen  a  und  a  -)-  A  eine  zweite 
Wurzel  von  -*¥  =  0  liegt,  indem  sich  so  lange  fort  die 
Zeichen  der  Keihe  A,  Aj  . .  JCn  nicht  ändern. 

Anmerl^.  Obschon  bei  diesem  Verfahren  Toraasgefletzt  wurde,  dass 
die  Gleichnng  X  =>  0  keine  gleichen  oder  vielfachen  Wurzeln 
besitze ,  so  ist  es  gleichwohl  nicht  nothwendig ,  diese  im  vorkom- 
menden Falle  schon  im  Voraus  auszuscheiden,  sondern  man  wendet 
dieses  Verfahren  ohne  Weiteres  (da  man  ja  die  gleichen  Wurzeln 
ohnehin  nicht  im  Voraus  kennt)  auf  die  gerrebene  Gleichnng  X^^O 
an.  Besitzt  diese  Gleichung  gleiche  Wurzeln ,  so  wird  bei  diesem 
Verfahren  der  letzte  Rest  Xn  Null  und  es  ist  dann  der  letzte  Di- 
visor der  grösste  gemeinschaftliche  Divisor  oder  Thciler  zwischen  X 
und  X^.     Dividirt  man  damit  das  Polynom  X^    so  erhält  man  den 
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Quotienten  ^  ond  damit  die  bloss  angleiche  Wurzeln  besitzende 
Gleichang  ^  =  0 ,  auf  welche  man  dann  das  hier  entwickelte  Ver- 
fahren weiter  anwendet ,  um  die  Anzahl  und  Grenzen  der  reellen 
Wurzeln  derselben  zu  finden ,  während  man  die  gleichen  Wurzeln 
der  Gleichung  X^^O  aus  dem  letzten  Divisor  (nach  §.  179)  erhilL 

Beispiel  1.  um  die  Anwendung  dieser  Methode  an  einigen  Bei- 
spielen  zu  erl&utem,  sei  die  Gleichung  (ans  §.  206)  x^ — 5x — 3=0 
gegeben  ,  so  hat  man  dafftr  -X"  —  z"  —  bx  —  3  ,  .y,  =»  3x*  —  5, 
X^  »-  lOx  -|-  9  =-  X  +  '9  (wenn  man  nämlich  mit  10  dividirt)  nnd 
^  s.  257  oder  auch,  da  es  sich  bloss  um  das  Zeichen  handelt,  wenn 
man  mit  257  dividirt,  X^  =  l. 

Aus  diesen  Werthen  erhält  man  folgendes  Schema: 

X  X^  -X,  X,  Wechsel  Die  Gleichung  besitzt  also 

fÄrx—  —  od:   —  +  —   -j-         3  3  — 0*=3  reelle  W.  dar- 

„x=-»0:  —  —  -H+  1  unter  sind  3 — l=2neg»- 

„x  =  -4-co:-f-  +  +    +  0  tiv  u.  1— •0*-l  positiT. 

Für  X  — 4:       +  +  +  +  0 

„  x«-3:       -f-  +  +  +  0  zwischen       3  und      4  liegt  keine  W. 

„  x=-2:       -  +  +  +  1  „  S 

„    x=l: +  +  l  „  1 

„     x-0: +  +   1  »  0 

„     X  — 1:  H +2  „  -1 

„     X 2: 1 1-3  „  —2 

„     x=— 3: 1 h  »  ,»  —3 


3  „  1     W. 

2  „  keine  W. 

1  „  keine  W. 

0  „  1     W. 

—  1  „  1     W. 

—  2  „  keine  W. 


Alles  in  Uebereinstimmung  mit  dem  im  §.  206  Gesagten. 

B  e  i  s  p  i  e  1  2.  Sei  femer  die  Gleichung  x*  —  6x  —  7  =  0  zu  untersu- 
chen, so  ist  daftlr  -X=-x'  — 6x — 7,  Xi'^Sx*  —  6,  -X,=4x+7'=» 
X  -f-  1*75  und  -X,  =-  —  17  oder  einfacher  =  —  1 ,  und  damit 

X  X^  X^  X^  Wechsel 

flirx  =  —  <X):   —  +    —    —          2  Es  besitzt  also  diese  Glei- 

„x=:0:           —  —    -h    —          2  chung  nur  2  —  1  «  1  re- 

„x  =  -f-cc:-f  +    +    —         1  eile  Wurzel. 

fllrx=l:  —   —  +    — -  2 

„x»2:  —    +  +    —  8  Diese  liegt  also  zwischen 

„x  —  3:  +-h  +    —  1  2  und  3. 

für  x  =  2'5:  —    +  "l"    —  2  oder   zwischen  2*5  und  S 

„    x  =  2-8:  —    +  H 2  „              „           2-8     „    « 

„    X  — 2-9: h  H 2  „  „           2-9     „    3 

u.  s.  w. 

Diese    Gleichung   besitzt   also   zugleich  auch  2  imaginäre  WnraelD. 
und  in  der  That  sind  die  Wurzeln : 

2-9005718  und  —  1-4502859  ±  •5567652^—1. 
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§.  21S.  Um  schlieselich  noch  etwas  über  die  Kenn- 
zeichen der  imaginären  Wurzeln  einer  Gleichung  Ä=0 
beizufügen y    so  sind   die  Torzüglichstcn  in  Kürze  folgende: 

1.  Behält  eine  Gleichung,  in  welcher  Glieder  fehlen,  nicht 
die  nämliche  Anzahl  von  Zeichen  Wechsel  und  Folgen, 
wenn  man  sich  die  fehlenden  Glieder  ein  Mal  mit  -1- 
und  dann  auch  mit  dem  Zeichen  —  eingeschaltet  denkt ; 
so  hat  die  Gleichung  imaginäre  Wurzeln.  Dieser  Satz 
lässt  sich  übrigens  nicht  umkehren,  d.  h.  man  darf  aus 
dem  Umstände,  dass  in  beiden  genannten  Fällen  diese 
Anzahl  von  Wechsel  und  Folgen  dieselbe  ist,  noch 
nicht  auf  die  Abwesenheit  aller  imaginären  Wurzeln 
schliessen. 

2.  Ist  die  Gresammtzahl  der  Zeichenwechsel  in  der  gege- 
benen Gleichung  A=0,  in  welcher  Glieder  fehlen,  und 
in  jener  -*Y=0  mit  entgegengesetzten  Wurzeln  kleiner 

als  der  Grad  der  Gleichung  n;  so  besitzt  diese  Glei- 
chung ^=0  ebenfalls  imaginäre  Wurzeln.  Auch  die- 
ser Schluss  darf  nicht  umgekehrt  werden. 

3.  Fehlen  in  einer  Gleichung  2  oder  mehrere  auf  einander 
folgende  Glieder,  so  besitzt  die  Gleichung  ebenfalls 
imaginäre  Wurzeln.  Von  diesen  Sätzen  wird  man  die 
Beweise  leicht  selbst  finden  können. 

4.  Das  vorzüglichste  und  bestimmteste  Kennzeichen  jedoch 
für  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein  von 
imaginären  Wurzeln  der  Gleichung  A=0  folgt  aus  der 
entsprechenden  quadrirten  Differenzengleichung  Z=0^ 
indem  diese  wenigstens  eben  so  viele  Zeichenfolgen  dar- 
bieten muss,  als  die  Gleichung  A  =  0  Paare  von  ima- 
ginären Wurzeln  besitzt;  und  umgekehrt,  kann  diese 
Gleichung  nur  reelle  Wurzeln  haben,  wenn  im  Po- 
lynome Z  lauter  Zeichenwechsel  vorkommen. 
Denn  da  (§.  164)  die  imaginären  Wurzeln  immer  paar- 
weise und  conjugirt  vorkommen ,  so  Bei  p-\-q  |/^ —  1 
und  p  —  q\/^ — 1  ein  solches  Paar;  ihre  Differenz  ist 
2q\^—i  und  davon  das  Quadrat  =  —  4:q}  sofort  ne- 
gativ, welche  als  Wurzel  der  Gleichung  Z=  0  erscheint. 
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folglich  (§.  171)  in  dem  Poljmome  Z  wenigstens  eine 
Zeichenfolge  erzeugt.  Kommt  demnach  in  Z^  keine  solche 
Zeichenfolge  vor,  so  kann  die  Gleichung  -<Y  =  0  durch- 
aus keine  imaginären  Wurzeln  besitzen  *). 
So  hat  die  quadrirte  Differenzengleichung  2'  —  42s'  -|"  ^^' »—  49  =  0 
der   obigen    Gleichung   (§.210)    x^  —  Ix — 7  =»  0  ,    keine    Zeichenfolge, 
cum  Beweis,  das8  hier,    wie  wir  in  der  That  auch  gefunden  haben,    die 
Gleichung  lanter  reelle  Wurzeln  besitzt 

Dagegen  erhAlt  man  für  die  Gleichung  x>  —  6x  — « 7  ^  0  die  qua- 
drirte Differenzengleichung :  z^ —  36«-^  +  9242  -|~  ^^^  =  0>  ^"^^  ^^  ^^ 
eine  Zeichenfolge  vorkommt ;  so  besitzt  die  erste  Gleichung  nothwendig 
ein  Paar  imaginäre  Wurzeln ,  wie  wir  diess  auch  bereits  im  vorigen  §. 
nach  dem  Stur  m'schen  Verfahren  gefunden  haben. 


n. 

Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

§.   214.     Erklärung.     Die    allgemeine    Form    einer 
Gleichung  des  n.  Grades  mit  2  Unbekannten  x  imd  y  ist: 

Po  ^  -f  i\  ^«?^*  +  P^^^'  +  .  .  .  +  Pn- 1 4?  +  P^  =  0, 

wobei  Po,  Pi,...P»  algebraische  Functionen  von  y,  jedoch 
beziehungsweise  höchstens  vom  0**" ,  1*"  , . . .  n*"  Grad,  be- 
zeichnen ,  also  die  Form  haben :  P^'=.a  ^  P^z=,h-\'cyy 
P^  =  d  -f-  ey  +/y*  u.  8.  w. 

§.  215.     Es  seien  nun  die  beiden  Gleichungen 

Po  0?»  +  Pi «— 1  +  . . .  +  P,^,  ^  +  P,  =  0  [yl  =  0] , 

beziehungsweise  des  n.  und  m.  Grades,  die  wir  Kürze  hal- 
ber durch  -4=0  und  ^'  =  0  bezeichnen  wollen ,  zur  Auf- 
lösung gegeben.  Um  die  sämmtlichen  Auflösungen,  d.  i. 
alle  Paare  zusammengehöriger  Werthe  von  x  und  y  zu  fin- 
den, welche  gleichzeitig  die  Polynome  A  und  A  auf  NuD 
bringen;  so  sei  ;r  =  a,  y  =  ß  eine  solche  Auflösung.     Stellt 

♦)  Die  Berechnung   der    imaginären    Wurzeln   betreffend ,    so    wie   über 
mehreres  Andere  hiehergehörige  8.  Bd.  I.  S.  15S— 167. 
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man  sich  vor,  daas  in  Pq,  P^,  .  • .  P'o»  ^i*  -  *  •  ^^  V  bereits 
dieser  Werth  ß  gesetzt  worden ;  so  müssen  die  Polynome 
A  und  Ä'  (§.  159)  dep  gemeinschaftlichen  Factor  x  —  a  be- 
sitzen, welchen  man  auch  in  der  That  nach  der  bekannten 
yerfahrungsweise  unter  dieser  Voraussetzung  finden  würde. 
Eben  so  würde  man,  wenn  «  =  «',  y  =  |3'  eine  2.  Auflö- 
sung unserer  Gleichungen  bildete,  und  in  Po>  -Pi>««»P'ö> 
P*^,..  y  =  /3'  gesetzt  worden  wäre,  durch  dieses  Verfahren 
in  A  und  A'  den  gemeinschaftlichen  Divisor  a  —  a'  finden 
u.  8.  w. 

§.  216.  Da  man  aber  die  Werthe  von  y  =  |3,  P».«. 
nicht  im  Voraus  weiss,  so  wird  man,  ohne  eine  vorausge- 
gangene Substitution  in  Po>  ^i  "•  s-  w.,  zu  A  und  A'  den 
grossten  gemeinschaftlichen  Divisor  aufsuchen,  und,  da  da- 
bei die  Reste  in  Beziehung  auf  a  nach  und  nach  immer 
von  niedrigerer  Ordnung  werden,  den  letzten  Rest,  welcher 
kein  x  mehr  enthält,  gleich  Null  setzen,  um  die  E  n  d-  oder 
Finalgleichung  in  y  zu  erhalten,  aus  welcher  man 
dann  fftr  y  die  sämmtlichen  Werthe  /3 ,  /}'...  bestimmen 
kann  (indem  ffer  jeden  dieser  Werthe  der  letzte  Rest  ver- 
schwinden muss).  Setzt  man  femer  den  vorletzten  Rest 
(den  gemeinschaftlichen  Divisor),  wdcher  von  der  Form 
a-\-bx  sein  wird,  und  wobei  a  und  b  Fimctionen  von  y 
sind,  ebenfalls  Null;  so  erhält  man  aus  dieser  Gleichung, 
indem  man  darin  für  y  nach  und  nach  die  Werthe  j3,  /3,... 
substituirt ,  die  correspondirenden  Werthe  von  x  =  a,  a  . . . 
(ist  nämlich  y  =  /3  gesetzt  worden,  so  ist  diese  letztge- 
nannte Gleichung  sofort  a  —  a  =  0,  woraus  a?:=a  folgt; 
füry  =  ß'  wird  diese  Gleichung :  a  —  a'  =  0,  woraus  4?  =  a' 
folgt  u.  s.  w.). 

Um  z.  B.  die  Gleichnng  ^  =  x*  —  (y  -f  1)  x  — -  2  (y«  +  2y  +  1)  =  0 
und  -4'  =  jr*  -|-  (1  —  3y)  x  +  2y'  —  2y  =  0  ,  welche  bereits  nach  x  ge- 
OTdnet  sind,  anfznlGsen,  hat  man  zuerst,  das  Polynom  Ä'  als  Divisor 
genommen,  den  Quotienten  1  und,  wenn  man  gleich  den  gemeinschaft- 
lichen Factor  2  auslasst,  den  Rest:  (y — 1)  x  —  (2y*H-y-|-  !)•  Multi- 
plicirt  man  weiter,  zur  Erzielung  ganzer  Quotienten,  das  Polynom  Ä\ 
welches  jetzt  Dividend  wird,  mit  (y — 1)';  so  erhält  man  nach  einer 
zweimaligen  Division  den  Quotienten  (y—  l)x4"5y— y'  und  den  Rest 
Borf'i  Comp«ndiam  d.  hSh.  Mftth.  10 
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(ohne  x)  Sy'  +  1^'  4*  ^,y  <    ^^*^   ^i®  FinBlgleichnng  in  y :  Sy*  ^  ]Oyf  ^ 

Sy  =  0,  aii8  welcher  man  sofort  jf  =  0,  —^3  und  —  ^  findet    Setzt  mao 

daher  den  vorletzten   Best  (in  Bezng  auf  x  vom  1.  Grad)  gleich  Null, 

so  erhält  man  die  Gleichung  (y  —  1)  x  —  (2y*  +  y  +  1)  ««>  0,  nnd  dar- 

2v>  -U  V  +  1  1 

an8af  =  -^^ — S-^rH — i    al8oftry  =  0:   x  =  — -  —  —  1,   fury»  — 3: 
y  —  1  ^-1 

ar  =  — »4  nnd  für  y  «-•  —  J   sofort  a:  «-  —  f.     Man  hat  also  ftlr  die  gc- 

gehenen    Gleichungen  die  3  AnflOsungen :   ?  =  —  1,   y«»0,   jr»  —  4, 

y=  —  3    und   jp  =  — J,  y»^}. 

Auf  gleiche  Art  findet  man  fOr  die  beiden  Gleichungen  x> — 7x 
-f  6  *=  0  und  3x*  +  3yj:  +  y*  —  7  =  0,  die  Endgleichüng  in  y :  y«— 
42y*4-441y> — 400  =  0  (vergl.  §.  176,  Beispiel)  und  die  Auflösungen: 
af  =  — 3,  y  =  4;  x=l,  y  =  —  4;  x  =  — 3,  y  =  5;jp  =  2,  y  =  — 5; 
ap=  1,  y=  1  und  ar  =  2,  y  = —  1. 

§.  217.  Hat  man  im  Verlaufe  der  Rechnung,  zur  Er- 
zielung ganzer  Quotienten,  Factoren,  die  im  Allgemeinen 
Functionen  von  y  sein  werden,  eingeführt;  so  kann  es  ge- 
schehen, dass  diese,  wenigstens  zum  Theil,  in  der  Frnal- 
gleichung  enthalten  sind  und  sonach  fremdartige  Auflösun- 
gen liefern.  Wird  nämlich  einer  der  Dividende  mit  F  (als 
Function  von  y)  multiplicirt,  imd  ist  i2  der  correspondirende 
Divisor  (als  Function  von  a  und  y);  so  sind  die  aus  dem 
Systeme  i^=0,  -R  =  0  folgenden  Werthe  von  y  und  or,  als 
den  gegebenen  Gleichungen  ^=0,  ^'  =  0  fremdartige 
Auflösungen,  wegzulassen. 

Nimmt  man  2.  B.  von  den  beiden  Gleichungen  Ä»»yx*  —  Syjr — 
(y*  — 2)  =  0  und  -4' =  (y»  —  3y  +  2)  r»  +  (y^  l)x  — (3y  —  1)  =  0 
das  Polynom  Ä  zum  Dividend  und  mnltiplicirt  dieses  sonach  mit 
y '  —  3y  -f-  2 ;  so  erhält  man  nach  der  ersten  Dirision  den  Best : 
^y(3y*"— 8y  +  5)ar  — (y*  — 3y3  — 3y«+ 7y  — 4),  welcher  jetst  Divi- 
sor  wird.  Wegen  y  (3y«  —  8y  +  5)  =  y  (y  —  1)  (3y  —  5)  nndy*  — Sy  + 
2e:a(y  —  i)(y  —  2)  mnss  man ,  um  bei  der  folgenden  Division  ganze 
Quotienten  und  Beste  zu  erhalten,  Ä'  noch  (mit  Bücksicht  darauf,  dsss 
der  Quotient  zweigliederip  wird)  mit  y^(y  —  1)  (3y  —  6)*  multipliciren. 
Man  erh&lt  hierauf  nach  der  2.  Division   den  von  x  unabhängigen  Best : 

y«^8y'+  12y'+  16y«4-y»~-  1 70y  *  +  322y  3  —  294y*  +  148y  —  32, 

welcher,  sofort  =  Null  gesetzt,  die  Endgleichung  gibt 

Da  man  aber  bei  der  ersten  Division  den  Factor  y*  —  Sy  +  2  = 
(y — l)(y  —  2)  cingeflihrt  hat,  so  kann  die  Endgleichüng  die  fremden 
Factoren  y  —  1  und  y  —  2  enthalten.  Indess  findet  man ,  wenn  mso 
(y_l)(y. — 12)  =  0    und    auch    den    betreffenden  Divisor   ^'  =  0    setst, 
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Ar  jr  =  1  AM  A'  =  0  keinen  Werth  Ar  x ,  indem  alle  Glieder  mit  x 
TcrBchwinden  (  dagegen  erhftlt  man  daraus  fiir  y  =r  2  sofort  x  =:  ö  :  es 
wird  also  in  der  Endgleichang  der  Factor  y  —  1  nicht ,  dagegen  aber 
jener  jr  —  2  enthalten  sein ,  durch  welchen  man  diese ,  am  die  wahre 
Finalgleidinng  ca  erhalten,  dividiren  mnss.  Dadurch  erhftlt  man  (wie 
auch  unmittelbar,  wenn  man  gleich  Anftings  A  cnm  Diyidend  und  A 
com  Dirisor  nimmt)  die  wahre  Endgleichang : 

y»  —  6yi  +  16y5  ^  38^*  _  i04y*  +  11 V  —  66y  +  16  =  0. 

Der  im  2.  Diyidend  A'  eingeAhrte  Factor  jedoch  hat  auf  die  Final« 
gldchong  keinen  Einfloss.  So  wie  dieses  flberhaupt  darehgehends  von 
jenem  Dividend  gilt,   dessen  entsprechender  Divisor  in  Besag  auf  x  vom 

1.  Giad  ist 

§.  218.  Hat  man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung, 
wie  es  bei  diesem  Verfahren  erlaubt  ist,  irgend  einen  Di- 
visor vor  der  Division  in  seinem  entsprechenden  Dividend 
D  durch  den  Factor  F  abgekürzt,  und  ist  dieser  eine  Func- 
tion von  y;  so  muss  man  zu  den  am  Ende  erhaltenen  Auf- 
lueungen  noch  jene  aus  dem  Systeme  2>=0,  jP=0  resul- 
tirenden,  hinzufügen.  Auch  müsste  man,  tun  die  vollstän- 
dige Finalgleichung  in  y  zu  erhalten,  die  so  gefundene  noch 
mit  dem  Factor  F^  diesen  auf  die  Potenz  erhoben,  die  dem 
Ordnungsexponenten  von  D  in  Bezug  auf  x  gleich  kommt, 
multipliciren. 

Nimmt  man  ,  nm  die  Gleichnngen  A^=x^  —  4^x'  -{-  5y>x  —  2y3  aio  o 
mid  A'  =  jf*  —  4jp*  +  (6  —  y)  X  —  2y*  =  0  Btt&nlOsen ,  das  Polynom  A 
xnm  Divisor ;  so  erhUt  man  nach  der  1.  Division  den  Rest  (als  2.  Di- 
visor) —  4  (y  —  1)  x*  -}-  (5y*  -^y  —  6)  ar  —  2y"  (y  —  1),  welcher  den  Fac- 
tor y —  1  besitzt    Kürzt  man  dnrch  diesen  ab,  so  ist  der  vereinfachte 

2.  Divisor:  — 4x*  +  (5y+6)x  —  2y*,  und  das  Polynom  A  der  sage- 
hörige Dividend  />.  —  Nach  vollendeter  ganz  einfacher  Rechnung  findet 
man ,  wenn  durch  den  gemeinschaftlichen  Factor  —  64  gleich  abgekürzt 
wird,  die  Endgleichung :  (1)  2y*  —  27y*  -f-  108^^  —  lOSy^  =  0.  Da  nun 
femer  der  vorletzte  Rest  oder  letzte  Divisor  gleich  Null  gesetzt,  die 
Gleichung  liefert :  (1 7y«  —  86y  -f-  36)  x  —  (lOy^  -f  12y*)  =  0  ;  so  erhält 
man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die  Auflösungen:  ^  =  0  3  Mal,  6, 
6,  }  und  x  =  0  3  Mal,  6,  6,  3.  Zu  diesen  nun  kommen  noch  jene, 
welche  aus  dem  Systeme  y  —  1  =  0  und  x'  —  4x*  +  (6  —  y)  x  —  2y*  =  0 
hervorgehen,  also  jene:  y=l,  ar  =  l,  1,  2.  —  Will  man  endlich  die 
vollständige  Finalgleichapg  in  y  haben,  so  mnss  man  die  unvollständige 
(1)  n<»ch  mit  (y  —  1)*  multipliciren. 

10* 
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§.  219.  Wird  die  aus  dem  vorletzten  Reste  gebildete 
Gleichung  a+6ar  =  0  (§.  216)  für  irgend  einen  aus  der 
£ndgleichung  gefundenen  Werth  y=-y  identisch  Null,  d.  h. 

wird   .2?  =  —  —  =  — ;   so  ist  diees  ein  Zeichen,   dass  diesem 

6  0 

Wertlio  von  y  =  y  mehrere  Werthe  von  x  zukommen. 
In  diesem  Falle  setze  man  den  vor  vorletzten  Rest,  d.  i. 
jenen,  welcher  in  Bezug  auf  x  vom  2.  Grade  ist,  gleich 
Kuli,  und  bestimme  aus  dieser  Gleichung  die  beiden  den 
y  =  y  zukommenden  Werthe  von  x.  Sollte  auch  diese  Glei- 
chung für  y^=-y  identisch  Null  werden ,  so  würden  diesem 
Werthe  von  y  mehr  als  zwei  Werthe  von  x  entsprechen, 
und  man  müsste  diese ,  -  wenn  es  deren  3  sind ,  aus  dem 
nächst  vorhergehenden  Reste  oder  Divisor,  welcher  also 
nach  X  vom  3.  Grade  ist,  bestimmen  u.  s.  w. 

Für  die  Auflösungen  der  Gleichungen  il  =  x'  4*  (y  ■}"  2)  *  —  6y'  — 
4y  =  0  und  Ä  =  x^  •\-Zx  —  y *  —  5y  —  4  =  0  erhAlt  man ,  das  Polynom 
Ä  als  Divisor  genommen,  als  1.  Best: 

(y— 1)*  — 5y*  +  y4-4. 

Wird  hierauf  (da  wir  diesen  Rest  als  neuen  Divisor  absichtlich  nicht 

durch  y  —  1   abkürzen  wollen)   das  Polynom  A ,  als  nunmehrigen  Divi- 

debd  (wegen   der    zweimaligen    Division)  ,    mit  (y  —  1)^  multiplicirt ,   so 

erhalt   man   nach    einer   zweimaligen    Division  den  von  x  unabhängi^n 

Rest :    24y*  -f  2y3  —  52y*  -f  2y  -f  24 ,   welcher  Null  gesetit,  die  Kndglei- 

chung   und   diese    die    Wurzeln  y  «=  —  J,  — },  1,  1  liefert     Der  obige 

5y' — y  —  4 

Rest  in  x  gleich  Null  gesetzt,    gibt  x  =■  -^ =^-- —  ,    und  daraus  folgt 

y — 1 

für  y  =a  —  }  und  —  j  beziehungsweise  x  =^  \  und  —  \  ;  dagegen  wird 
far  y  =  1 ,  ar  =  J.  Setzt  man  also  den  nächst  vorhergehenden  Re«t  oder 
Divisor,  hier  nämli^  das  Polyüom  A  gleich  Null,  und  in  dieser  Glei- 
chung y  =  1  ;  so  erhält  man  ar'-}"3r —  10  =  0,  und  daraus  för  die  die- 
sem Werthe  von  y  entsprechenden  beiden  Werthe  von  x  sofort  2  und 
—  5. 

A  n  m  e  r  k.  Würde  man  oben  vor  der  2.  Division  den  betreffenden  Di- 
visor, mit  Rücksicht  auf  das  in  §.  218  Gesagte,  durch  den  gemein- 
schaftlichen Factor  y — 1  abgekürzt  haben;  so  würde  sich  in  der 
(unvollständigen)  Endgleichung  die  Wurzel  y  =*  1 .  wofür  man  el>en 
X  &»  g  erhalten  hat,  gar  nicht  vorgefunden  haben. 

§.  220.  Es  kann  endlich  kommen,  dass  der  letzte  Rest 
entweder  an   und   für   sich  schon   Null  (also  gar  kein  Rost 
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bleibt)  oder  eine  bestimmte  algebraische  oder  numerische 
Grosse  ohne  y  ist.  Im  1.  Falle  enthalten  die  beiden  Poly- 
nome A  und  A'  an  und  für  sich  schon,  ohne  dass  y  erst 
bestimmte  Werthe  zu  erhalten  braucht,  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  in  jr,  und  die  gegebenen  Gleichungen  ^1  =  0, 
yl'r=0  sind  sonach  unbestimmt.  Im  2.  Falle,  in  wel- 
chem also  eine  bestimmte  unveränderliche  Grösse  gleich 
Null  gesetzt  werden  müsste,  stehen  die  beiden  gegebenen 
Gleichungen  mit  einander  im  Widerspruche. 

1)  So  erhält  man  z.  B.  ftLr  die  beiden  Gleichungen  A^^x^-^ 
(3y— 1):p+  2y»— y=-0  und  u4' -=  x*  —  (4^^  —  2)  x -f- 3y»  —  2y  =»  0  als 
1.  Best  oder  2.  Divisor:  (y — 1)*— y(y — 1),  welcher  durch  y— 1 
abgekftrzt,  sofort  in  seiilem Dividend ^'  ohne  Rest  enthalten,  also  x — y 
der  gemeinschaftliche  Factor  der  beiden  Polynome  A  und  A'  ist.  Und 
in  der  That,  die  gegebenen  Gleichungen  sind  auch : 

(x  — jr)(ar-2y+  1)  -  0  und  (ar --y)  (x  —  8y -f  2)  =  0, 

und  diese  werden  offenbar  fllr  alle  aus  x — y«»0  folgenden  nnz&hligen 
Werthe  von  x  and  y  befriedigt 

2)  Für  die  Gleichung  x'  —  (2y  —  3)x  +  y"  —  3y+  2=-0  und 
z'  —  (2y  +  3)  X  -f-  y*  +  %  4-  2  =  0  erhält  man  (immer  das  2.  Poly- 
nom zum  Divisor  genommen)  als  1.  Best:  6x — 6y,  und  als  2.  von  x 
nnabhjlngigen  Rest :  -|-  2 ;  da  dieser  nun  nicht  Null  werden  kann ,  so 
sind  die  gegebenen  Gleichungen  mit  einander  im  Widerspruche  und  ha- 
ben keine  AaflOsung*). 

A  n  m  e  r  k.  Was  den  Grad  der  aus  den  beiden  Gleichungen  ^  » 0 
und  ^'«-0  (§.  215)  resultirenden  Finalgleichung  in  y  betrifft, 
so  l&sst  sich  zeigen,  dass  dieser  höchstens  *^mn^  in  jenem  Falle 
aber,  in  welchem  die  Functionen  Pp,  P^,,,Pn  nnd  Pq,  P\.,» Pn 
ganz  vollständig  sind  ,  also  z.  B.  P«  =■  y»  +  a,  y»— ^  +  •  •  •  + 
a»^\y  -{-  an  und  keiner  der  Cocfficienten  a  Null  ist,  genau  gleich 
mn  sein  mass. 

*)  Noch  mehreres  HiehergehOrige ,  so  wie  auch  die  Anwendung  der  Re- 
gula fcUsi  auf  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  Bd.  I.  S.  168 — 186. 
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Fünftes  CapiteL 

Von  den  Reihen. 

Erklärungen. 

§•  221.  Eine  nach  irgend  einem  Gesetze  gebildete  Folge 
▼on  Grössen  wird  Reihe,  die  Grössen  selbst  aber  werden 
Glieder  derselben  genannt. 

§.  222.  Wir  bezeichnen  die  Glieder  einer  Reihe  ein- 
£ach  durch  o^,  o,,  a,  . . .  On,  so,  dass  also  dieses  letztere 
das  n.  Glied  darstellt.  Laufen  die  Glieder  ohne  Ende  fort, 
so  heisst  die  Reihe  eine  unendliche. 

§.  223.  Ein  allgemeiner  Ausdruck,  welcher  jedes  be- 
liebige Glied  einer  Reihe,  wie  z.  B.  o»,  entweder  durch 
mehrere  vorausgehende  Glieder,  oder  unmittelbar  als  Func- 
tion von  n  darstellt,  heisst  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe;  im  ersten  Falle  wird  dieses  durch  Recursion,  im 
letztem  unabhängig  (independent)  erhalten. 

§.  224.  Dagegen  wird  ein  Ausdruck  Sny  welcher,  je 
nachdem  man  n=l,  2,...fn  setzt,  die  Sunune  des  1.,  1. 
und  2.,  1.,  2....  und  m.  Gliedes  der  Reihe  liefert,  das 
'Summatorische  Glied  oder  die  Summenformel  der 
Reihe  genannt.  Manchmal  bezeichnet  man  auch  das  Sum- 
menglied einer  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  =a»  ist, 
durch  S{an\ 

§.  225.    Kann  man   sich  bei  Berechnung  der  Summe 

Sji==ai  ~|-*sH""*'l'^*H"  ®i^®'  imendlichen  Reihe ,  dem 
wahren  Werthe  um  so  mehr  nähern ,  je  grösser  man  n 
nimmt,  d.  i.  je  mehr  Glieder  man  beibehält,  und  kann  da- 
durch überhaupt  jede  beliebige  Annäherung  an  den  wahren 
Werth  herbeigeführt  werden;  so  sagt  man  die  Reihe  con- 
vergire  oder  sei  summirbar;  im  entgegengesetzten 
Falle  heisst  sie  divergent,  in  manchen  Fällen  auch  un- 
bestimmt.    Oder  mit  anderen  Worten :  gibt  es  eine  be- 
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Btimmte  endliche  Ghrenze  G  (§.  132) »  welcher  sich  S^  bei 
dem  unendlichen  Wachsen  von  n,  ohne  Ende  nähert ;  so  ist 
die  Seihe  convergent,  im  Gegentheile  aber  divergent. 

§.  226.  Lässt  sich  jedes  Glied  einer  Reihe  durch  meh- 
rere der  vorhergehenden  Glieder  nach  einem  und  demselben 
Gesetze  herleiten;  so  wird  die  Reihe  eine  wiederholende 
oder  recurrirende  genannt. 

§.  227.  Aufgabe.  Aus  dem  summatorischen  Gliede 
einer  Reihe  das  allgemeine  Glied  und  die  Reihe  selbst  zu 
finden. 

Aufl.  Da  man  offenbar  das  n.  Glied  einer  Reihe  er- 
halty  indem  man  von  der  Summe  der  ersten  n,  jene  der  er- 
sten fi  —  1  Glieder  abzieht ;  so  hat  man  a«  =  S«  —  5»--i. 
Aus  diesem  allgemeinen  Glied  erhält  man  femer  die  Reihe 
selbst  ^  indem  man  nach  und  nach  n  =  1,  2,  3,  • . .  setzt. 

Ist  s.  B,  iSi  — "     "*     »3  das  gegeben«  Sommeiiglied,   so  ist 

n(n+l)(»4- g)-(n  — l)n(n+l)       »(n+1) 
1.2.3  "*      1  .  2 

das  allgemeine  Glied,    folglich   (indem  man  ff-—  1,  2,   3, . . .  setst)   die 
Beihe:  1,  3,  6,  10,  15,... 

§.  228.  Zusatz.  Aus  dieser  Ableitung  des  allgemei- 
nen Gliedes  aus  dem  summatorischen,  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  das  summatorische  Glied  einer  Reihe  die  Form 
S«  =  An  -\-  Bn}  +  ...-}-  Pn^^^  hat ,  sofort  das  allgemeine 
Glied  von  der  Form  ist :   o»  =  a  +  6n  -j"  •  •  •  +/>»"*• 
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Arithmetische  Reihen. 


a)   D  i  f  f  e  renzen-Reihen. 

Erklärungen. 

§.  229.  Zieht  man  in  der  Eeihe  Oj,  a^^  a,y...a«, 
a»4i  .  .  .  jedes  Glied  von  seinem  nächstfolgenden  ab ;  bo 
heisst  jeder  solche  Unterschied  die  Differenz  des  abge- 
zogenen Gliedes,  und  wird  dadurch  bezeichnet ,  dass  man 
diesem  GUede  das  Differenzzeichen  /l  ^  welchem  man  noch 
der  folgenden  Differenzen  wegen,  den  Ordnungsexponen- 
ten  1  beifügt  und  dann  erste  Differenz  nennt,  vorsetzt. 
Es    ist    nämlich    o,  —  a^  =  /l^a^ ,     a,  —  o^  =  .i^/'o^ ,  . . . 

§.  230.  Verfährt  man  in  der  auf  diese  Weise  entste- 
henden ersten  Differenzreihe  .i^^Oj,  ^'o,,  ...^^a«, 
jd^Of^i...  wie  in  der  vorigen;  so  erhält  man  die  Diffe- 
renzen der  ersten,  also  die  zweiten  Differenzen  der  ur- 
sprünglichen Seihe.  Es  ist  nämlich:  jd^cL^  —  jd^a^^=^ 
J^  {d^a^)  =  J^a^  u.  s.  w.  d^a^i — ^^a«  =  ^*a«. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  die  zweite  Differenz- 
reihe ^^Oj,  jd^a^y . .  .jd^Oni ' '•  a^s  welcher  nach  dersel- 
ben Verfahrungsart  die  dritten  Differenzen  abgeleitet  wer- 
den u.  s.  w. 

§.  231.  Sind  die  ersten  Differenzen  einer  Reihe,  d.  i. 
d^Oy^  -^*aj, ...  einander  gleich;  so  heisst  die  Reihe  eine 
arithmetische,  imd  zwar  der  ersten  Ordnung.  Eben 
so  wird  die  Reihe  eine  arithmetische  der  2,,  3., . . .  m,  Ord- 
nung genaimt,  wenn  beziehungsweise  erst  die  2.,  3., ...*w» 
Differenzen  derselben  einander  gleich  sind. 

§.  232.  Aufgabe.  Eine  beliebige  Differenz  irgend 
eines  Gliedes  der  gegebenen  Reihe  o^,  o^,...  d.  i.  A^a^t 
zu  bestimmen. 
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Auflösung.    Zufolge  des  §.  229  ist 

^^On  =  Oü-f-i  —  o,,  =  (—  1)^  (a»  —  OM-i)' 

Nach  §.  230;  ^* o,  =  ^ ^0,^-1 —  ^*^  =  <»«H-2  — «H-J — 

(oiH-i  —  ^-)  =  (~  1)*  (^  ~  2a»4.i  +  OiH-i)* 

Weiters :     z/'o»  =  ^^On^x  —  -^^o«  =  ^^a^t^^  —  -^'««H-i 

=  a»+3  —  a«+2  —  2(fli-^.2  —  OiHj-i)  +  «n+i  —  o« 

=  (—  1)"  (On  —  SOn^l  +  80^-2  —  ^M^S)   U.   8.    W. 

Setzt  mau  nach  diesem  Gesetze 

z/-«.  =  (-l)-[a.-(7)a»fi+(^)a»f,-  +  ..±a^]  (I) 

SO  findet  man  leicht  durch  höhere  Induction  (L,  194]  die 
allgemeine  Giltigkeit  dieses  Gesetzes  für  jede  ganze  posi- 
tive Zahl  m.  Zugleich  lassen  sich  auch  ans  dem  Gange 
dieser  Entwickelung  die  nach  dem  nämlichen  Gresetze  ge«> 
bildeten  Ausdrücke  für  jd^Om  durch  die  m  —  1.  oder  m — 2. 
Differenzen  u.  s.  w.  ausgedrückt,  ersehen. 

§.  2S3.  Aufgabe.  D«9  allgemeine  Glied  o»  einer  Reihe 
0,9  o,,  a,  ...  durch  das  1.  Glied  o^  und  durch  die  Diffe- 
renzen von  a^  auszudrücken.^ 

Auflösung.    Aus  den  Entwickelungen  des   yorigen 
Paragraphes  folgt  unmittelbar: 
^  =  <h  +^'aif  [wegen  /t^a^  =«i  — «il» 
0,  =  o,  +  J^a^  =  Ol  +  ^^(h  +  ^^^  +  ^^<h 

[wegen  ^"oj  =^*a,  —  ^^<h] 
=  0,  +2^ -Ol  +'^*«i» 
^4  =  ^  "h«^*^  =  a3|  4--^*«t  -f-^/^o,  +-*^*a, 

=  a2  4-2^^a,+z^»aj 
=  Ol  +  ^*a^  +  2(^*aj  +  ^«Oi)  +  ^»«i  +^*ai 

[wegen  z^'oi  =  ^*a,  —  ^^<h] 
=  a^  +3^*0,  +3^*01+^*01  u.  8.  w. 

Man  hat  also  allgemein  nach  diesem  Ghesetze: 

wobei  ebenfalls  wieder  die  allgemeine  Giltigkeit  für  jeden 
ganzen  positiven  Werth  voij  n  leicht  nachgewiesen  werden 
kami  [I.,  196].    Aus  dem  befolgten   Gange  der  Entwicke- 
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liiiig  ist  zugleich  zu  ersehen »  nach  welchem  Gresetze  stu- 
fenweise On  durch  (Zn^i,  dann  a».2  u«  s.  w.  ausgedrückt 
werden  könne. 

§.  SM.  Aufgabe.  Das  summatorische  Glied  Sn  der 
Reihe  o^,  a^^  ^y*  zu  finden. 

Auflösung.    Nach  §.  224  folgt  Si  =0^, 

Ä«  =  «i +öa  =  «i +«1 +^X=2ai +^*ai    [vorig.    §.], 

Ä.  =«.+  «•  =  (2a, +-^*a,)  +  (a,  +  2^S  +  ^*«i) 

[vorig.  §.] 

=  3ai  +3-^*01  -^^^Oi,  u.  s.  w. 
Setzt  man  allgemein  nach  diesem  Gesetze: 

-S^  =  (")««+ (2)  ^'«i+(s)^'«i  +  ..-  +  ^-*«,      (HI) 

80  findet  man  wieder  [I.,  197]  ganz  leicht  durch  höhere  In* 
ductiouy  dass  diese  Formel  fbr  jeden  ganzen  positiven  Werth 
von  n  giltig  seL 

§.  2S5.  Zusatz  1.  Die  Formeln  (II)  und  (III)  er- 
strecken sich  offenbar  nur  dann  bis  zum  angegebenen  letz- 
ten Gliede  jd^^^a^  ,  wenn  die  Reihe  Oj,  «,,...  eine  arith- 
metische ,  wenigstens  der  n  —  1.  Ordnung  ist  Ist  sie  da- 
gegen bloss  von  der  m.  Ordnung,  so  brechen  diese  Formeln 
von  selbst  bei  dem  Gliede  mit  z/^o^  ab.  Daraus  folgt  auch, 
dass  für  eine  solche  Reihe  die  m  -|~  1  ersten  Glieder  gegeben 
sein  müssen. 

§.  236.  Zusatz  2.  Aus  den  Formeln  (11)  und  (TU) 
folgt  unmittelbar,  dass  für  eine  arithmetische  Reihe  der  f». 
Ordnung  das  allgemeine  und  summatorische  Glied  beziehungs- 
weise die  Form  haben:  au  =  a  -^bn-^ cn*  + . . .  -|- jpn*  und 
Ä.  =  -4n  +  5n*+öi»-f  ...-fÄ-H-i  (vergl.  §.  228).  Zu- 
gleich ergeben  sich  auch  noch  nachstehende  Sätze: 

1.  Die  171.  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen,  d.  i.  1*",  2*, 
3"* ,  *  . .  bilden  eine  arithmetische  Reihe  der  m.  Ordnung. 

2.  Eine  Reihe  derselben  Ordnung  bilden  auch  die  m.  Po- 
tenzen der  Glieder  der  R.  a,  a  +  rf,  a  +  24,  •  .  . 

3.  Überhaupt  bilden  die  m.  Potenzen  der  Glieder  einer 
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aritlunetischeii  Bdhe  der  r.  Ordnung  eine  arithmetisohe 
Reihe  der  mr.  Ordnung. 

L  Werden  die  gleichnamigen  Glieder  mehrerer  arithme- 
tischen Reihen  durch  Addition  oder  Subtraction  mit 
einander  verbunden,  so  entsteht  eine  arithmetische  Reihe, 
deren  Ordnungsexponent  dem  höchsten  der  verbunde- 
nen Reihen  gleich  kommt 

5.  Werden  dagegen  die  correspondirenden  Glieder  dieser 
Reihen  mit  einander  multiplicirt,  so  entsteht  eine  arith- 
metische Reihe,  deren  Ordnungsexponent  gleich  ist  der 
Summe  aus  jenen  der  einzelnen  Reihen, 

Beispiel  U  Um  fikr  die  Bdhe  8,  4,  9,  17,  SS,  •  .  •  weleh«,  da 
die  ente  Differensreihe:  2,  5,  8,  11  .  •  •  nnd  die  sweite:  S,  8,  S  •  •  • 
i«t,  sofort  eine  arithmetische  Beihe  der  sweiten  Ordnung  bildet,  das  all- 
gemeine ond  snmmatorische  Glied  in  finden,  hat  man ,  wegen  Og  ^  2, 
J'a^  »•  S,  z/^^  —  S,  ^a^  =  /i*a^  = ...»  0,  nach  Form  II,  §.  2S3 : 

fl,  =  2  +  (n^l)2  +  4(n^l)(a^2)==    »»'-^»H-^, 
md  nach  Form  III,  §.  234 : 

^  ^       1.2^  1.2.3  2 

Benfttst  man  die  in  §.  236  fltar  o»  nnd  Sm  angegebene  Form,  so  las- 
sen sich  diese  beiden  Formeln  anch  anf  folgende  Weise  finden.  Da  die 
TorliegeAde  Beihe  eine  arithmetische  der  sweiten  Ordnung  ist,  so  setze 
man  o«  =  a  4~  ^  ~h  ^'9  ^^  ^t  ^»  ^  ^^  bestimmen  sind.  Nimmt  man 
daher,  um  die  hiezn  nöthigen  drei  Gleichungen  su  erhalten,  successire 
M=l,  2,  3,  wodurch  am  beziehungsweise  =2,  4,  9  sein  muss;  so  er- 
hält man: 

2  =  a  +  6  +  e,  4  =  a+26  +  4e,  9  =  «  +  36-+-9c, 
und  ans  diesen  drei  Gleichungen:  a  =  3,  6'^  —  ),   c  =  ),  so  wie  end- 
lich damit  aus  der  vorigen  Gleichung  Dir  o»,  wie  zuvor: 

6  —  5«  +  3ii« 
o« 

Femer  erh&lt  man  aus  der  hier  anzunehmenden  Gleichung  Sm"^  An 
4- <Bn' -|- Cn' ,  wieder  fttr  ii»-l,  2,  3,  woftür  Sn  beziehungsweise  die 
Werthe  2,  2  4-4  =  6,  6  +  9=15  erh&lt,  die  drei  Gleichungen:  %^A 
+  Ä4-C,  6=  2il-f- 4jB-f-8C,  15  =  3ii  +  9Ä-}-27C,  und  daraus 
ii  — 2,  ^=5—*^,  C  =  ^,  also,  wenn  num  diese  Werthe  snbstitnirt,  wie 
vorhin: 

-,         4n  — »a  +  a» 

Beispiel  2.  Um  die  Snmmcnformel  flir  die  Beihe  1*,  2^  3*...n' 
zu  finden ,    hat  man  a.  c=  1,  ^'oi  =  7,  ^'a^  se  12,  J^a^  -»  6   (alle   foU 
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genden  Difi^renzen  sind  Null),  und  daher,  nach  Form  (III),  $.  234,  und 
nach  einer  einfachen  Bedaction: 

Sn^ ^ 


6)    Summen-Reihen. 

Erklärungen. 

§.  23T.  Badet  man  aus  der  Grundreihe  1,  dy  d,  d, .. . 
wo  d  was  immer  für  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  kann, 
die  Glieder  einer  Keihe  dadurch,  dass  man  nach  und  nach 
1,  2,  3 .  ♦  ♦  Glieder  derselben  addirt;  verfährt  man  hierauf 
in  der  entstehenden  Reihe  auf  die  nämliche  Art,  dann  in 
der  dadurch  gebildeten  Reihe  wieder  so  u.  s.  f.;  so  erhält 
man  beziehungsweise  arithmetische  Reihen  der  1,2,  3 . . . 
Ordnung,  welche  Summenreihen  heissen,  und  sich  von 
den  Differenzenreihen  nur  durch  die  Art  der  Entstehung 
unterscheiden.  Man  erhält  nämlich  dadurch: 
1,    dy     dj  dy  . . .  Grundreihe. 

(a)  1,         1+dy         l+2dy         1+My... 

arithmetische  Reihe  der  ersten  Ordnung, 
(p)    1,    2  +  dy   3  +  8dy    4  +  6dy... 

arithmetische  Reihe  der  zweiten  Ordnung, 
(y)    1,    8+dy    6  +  4dyl0  +  10dy... 

arithmetische  Reihe  der  dritten  Ordnung 
u.  s.  w. 

§*  238.  Von  diesen  so  gebildeten  Reihen  heisst  jene 
(j3),  welche  der  zweiten  Ordnung  ist,  auch  Reihe  der  Po- 
lygonal- oder  Vieleckzahlen,  und  zwar  insbesondere 
für  d=  1,  wodurch  die  Reihe  1,  3,  6,  10, . . .  entsteht,  der 
Dreieck-  oder  Trigonalzahlen;  f&r  (2=2,  wodiu-ch 
die  Reihe  1,  4,  9,  16,  ♦ . .  entsteht,  der  Quadrat-  oder 
Tetragonalzahlen;  für  e2  =  3,  wodurch  die  Reihe  1,  5, 
12,  22,...  entsteht,  der  Fünfeck-  oder  Pentagonal- 
zahlen  u.  s.  w. ;  weU  sich  z.  B.  eben  so  viele  materielle 
Puncte,  als  die  Glieder  dieser  Reihen  Einheiten  haben,  be- 
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ziehungsweise  in  regelmässige  Dreiecke,  Vierecke,  Fünfecke 
n.  8.  w,  ordnen  lassen. 

§.  289.  Aus  einem  ähnlichen  Grunde  wird  die  Reihe 
(y),  welche  sofort  von  der  dritten  Ordnung  ist,  Beihe  der 
Py  r am  i  dal  zahlen,  und  zwar  beziehungsweise  fOr  c?  =  1, 
2,  3, . . .  der  drei-,  vier-,  f&nfseitigen  Pyramidalzahlen  u.  s.  w. 
genannt. 

§.  240.  Ueberhaupt  nennt  man  diese  Summenreihen 
auch  figurirte  Zahlenreihen,  und  zwar  beziehungs- 
weise der  1.,  2.,  3.  . .  .  Ordnung. 

Die  Poljgonalzahlen. 

§  241.  Die  Reihe  der  Polygonalzahlen  ist  nach  dem 
§.  238:  1,  2  -\-  d,  3  +  3^>  4  +  6c?, ... ;  man  erhält  also  da- 
für wegen  a,  =1,  ^'a,  =  1  +<i,  ^*a,  =d  (die  übrigen 
Differenzen  sind  Null)  nach  §.  233 :  a,  =  i  [Jn»  +  (2  —  <i)  n] 
und  §.234:  8.  =  i[dn^  +  Sn*  +  (3  —  d)  n']. 

Für  d  =  m  —  2  erhält  man  (§,238)  die  m  Eckzahlen, 
also  dafür  nach  den  vorigen  Ausdrücken: 

1,  m,  3m  —  3,  ßm  —  8, . . .  a«  =  ^  [(m  —  2)  n*  —  (m  —  4)  n] 
und  S^=l  [(m  —  2)  n*  +  3m«  _  (m  —  5)  n], 

so  wie  endlich  wieder  daraus  ganz  einfach,  für  m=:3,  4, 
5, . .  .  die  Reihen,  allgemeinen  und  summatorischen  Glieder 
der  3,  4,  5,  .  .  .  Eckzahlen. 

Die  Pyramidalzahlen. 

§.  242.  Die  Reihe  der  Pyramidalzahlen  ißt  (§.  239): 
1, 3  4-  rf,  6  +  4rf,  10  +  lOd,  ...  und  wegen  a,  =  1,  ^»a,  =  2 
+  (/,  jd^ai  =1  +  2c?,  ^^üy  =  d  ,  dafür  das  allgemeine  und 
summatorische  Glied  (§§.  233  und  234) : 

a.  =  i(3  — rf)n  +  |n*  +  **i^ 
S.  =  -^(4-d)n  +  V^(12~^)n^+V2(2+öf)n3  4-VWn*. 

Ym  d  =  m  —  2  erhält  man  die  betreffenden  Ausdrücke 
för  die  m  seitigen  Pyram  i  dal  zahlen ,  und  zwar  die  Reihe: 
1,  f7i-|-l,  4m  —  2,  10m  — 10,  .  .  .  das  allgemeine  und  sum- 
matorische Glied: 
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a^^iib      m)7i  +  in>+i(m-2)n», 

woraus  man  wieder  ganz  einfach,  indem  man  m=^3,  4, 
5,  .  .  .  setzt,  die  Reihen,  allgemeinen  und  summatorischen 
Glieder  der  8,  4,  5,  •  •  •  seitigen  Pyramidalzahlen  erhält. 

Die  figurirten  Zahlen  überhaupt« 

§.  24S.  Aus  den  vorhergehenden  Paragraphen  erhält 
man  fbr  die  auf  einander  folgenden  Beihen  der  figurirten 
Zahlen  (§.  240;  ganz  leicht  : 

1+1  +  1  +  1  +  .. .  +  l  =  n, 

l+2  +  3+4  +  ..,+n  =  in(n-fl)  =  ^ 

l  +  3  +  6+10  +  ...  +  «=-5i^nCn  +  l)(n  +  2)  =  *', 

1+4+10+20+.. .+«'  =  j-l-^n(n  +  l)(n+2)(n+3)=/', 

« 

11         ,      w(m+l)      ,  1       «(«+l)-«.(n  +  m-^2) 

__    n(n  +  l)...(n  +  m  — 1)   ^v 
1    .    2      .     .      .      m  ' 

An  merk.  Die  im  zweiten  Capitel  dieses  Abschnittes  bei  ber  Mnltipti- 
cation  der  Functionsreihen  angefahrten  Zahlen-  oder  VerificationB- 
reihen  sind  also,  wie  man  sieht,  die  hier  aufgestellten  figurirten  Zah- 
lenreihen. 


c)    Potenz-Reihen. 

§.244.  Obechon  eich  die  Snmme  der  Keihe  l"  +  2" 
+  3"*  +  . . .  +  n"*,  als  (§.  236,  1)  eine  arithmetische  Reihe 
der  m  Ordnung,  nach  der  allgemeinen  Summenformel  (TU), 
§.234,  immer  leicht  bestimmen  lässt;  so  fahrt  doch  die  be- 
sondere Ableitung  der  hieher  gehörigen  Summenformel  £(n*) 
(§.  224)  zu  einem  bemerkenswerthen  Ergebniss. 

•)  Anf  gleiche  Weise  kann  man  statt  der  Reihe  1  +  1  + 1  +  . . .  eine 
der  folgenden:  1  +  2  +  2+...,  1  +3  +  3  +  ...  etc.  i +rf  +  </+ 
. . .  znm  Grande  legen  und  daraus  mit  den  obigen  Ähnliche  Reihen 
ableiten. 


n 
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§.245.  Setzt  man  nämlich  (§.236)  £(nr),  d.  i. 

(1)  1"4- 2~  +  . . + n*" = t,  nH-l  +  ^t«*"  +  ^w"*~^  +  •  •  +  *«4-lw, 
und  schreibt  in   dieser  Gleichung  n  -|-  1  statt  n ;   so  erhält 
man,   wenn  von  der  neu  entstehenden  Gleichung  diese  hier 
abgezogen  wird; 
(n  +  1)~  =  t,  [(n+  1)«+1  —  n«+i]  +ta  [(n  +  1)-  —  n-)  +  ... 

+  tm4-l[(n  +  l)-n], 
oder,  wenn  man  entwickelt  und  nach  n  ordnet: 

+ (;)«—i  4- (")«»-« -I- ...  + 1 

[».("t^)+M:)^-*.("7')]'--'+- 

+  [*.+*!  +  *.  +  ••. +  tM-i]. 

Da  aber  die  Coefficienten  t, ,  t,, . . .  von  n  unabhängig 

sind;   so  hat  man  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coef- 

fidenten :    (m-\-l)t,  =  1,    '    {      "   t|  -\-tnt^=tn, 

(■-(- !)»(»  — 1)  ^     I     w(m  — 1)   ^    _L/^        1\*   m(m  — 1) 

1  1  111 

n.  8.  w.,  und  daraus:  t,  =-^j^qjY-, ta  =  -j-,t3  =  — ,   U=0, 

_m(m-^l)(m~2)      j^  _  (,  U.  S.  f. 
«  120.  2       .        3       *    ^ 

Mit  diesen  Werthen  erhält  man  endlich  aus  der  obigen 
Gleichung  (1): 

+  A-i(5)»*"^  — etc. 

Anmerk.  1.  Die  in  dieser  Eptwickelnng  yorkommenden  Zahlen  i,  3^, 
T*!)  ^  0^«)  mitteilt  welcher  man  in  dieselbe  ein  einfaches  Gesets 
hineinbringt,  heissen  Bern onlli sehe  Zahlen  [L,  212]. 

Anmerk.  2.  Mit  Hilfe  dieser  Sommenformel  27(n*>»)  lassen  sich  auch 
Beihen  snmmiren,  deren  allgemeine  Glieder  die  Vorm  A'{'Bn-\-Cn* 
-|- . .  •  besitsen.  Denn  wftre  s.  B.  an  ^^A-\-Bn-^  Cn*  das  allge- 
meine Glied  einer  Reihe,  so  w&ren  ihre  Glieder:  a.  >-»  A -|- ^  4~  ^> 
a,  -=-  -4  -}-  2J5  +  2*C,  o,  «.  ^  -|-  3^  -f-  3'C7  u.  s.  w.,  also  ihre  Summe: 

+  C(l'  +  2«  +  . ..  +  »•), 
oder  wegen  n  —  2?(n0)  (weil  nämlich  2?(n*)  — i-[-i-f...-f-l— 11 
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iBt).  l4.8  +  ...-f«  — 2;(n';  und  l«  +  2»4- . . . +n"  — 2;(ii*). 
OTch :  JSian)  —  -T  (ii»*+  Ä«  +  Cn«)  —  ^  Z  (n*)  +  Ä  £(n)  +  C  2:(ii*) ; 
woraus  zugleich  noch  folgt ,  dau  die  Summe  eine«  Ausdruckes  ron 
dieser  Form,  n&mlich  Z (Än^ -^ Bn -\- Cn^,  aus  der  Summe  eines 
jeden  einseinen  Gliedes  hesteht,  und  die  constanten  Factoren  ror 
das  Summenzeichen  £  zu  setzen  sind. 
Beispiele.  Setzt  man  in  dieser  Formel  (2)  nach  und  nach  m-*  1.  S,  3, 
rf  .  .  so  erhält  man: 

U.    8.    W» 

Besondere  Anwendung  der  Differenzen-Reihen. 

§.  246.  So  wie  (§.236)  aus  ^,  oder,  allgemeiner  noch, 
aus  Aa"^  eine  arithmetische  Reihe  der  m.  Ordnung  entsteht, 
wenn  man  nach  und  nach  ^  =  a ,  a  +  t? ,  a-\-2d  u.  8.  w. 
setzt  y  d.  i.  ^  nach  einer  arithmetischen  Reihe  der  ersten 
Ordnung  wachsen  lässt;  eben  so  entstehen  unter  derselben 
Voraussetzung  aus  Baf,  Cx^  .  .  .  arithmetische  Reihen  der 
n.,  p^  u.  s.  w.  Ordnung.  Ist  nuny  =  Äa!^  +  -S^*  +  Ca^-^-...^ 
und  X  eine  in  arithmetischer  Progression  zunehmende  Grosse; 
so  wird  dabei,  wenn  m  der  grösste  Exponent  von  x  ist,  y 
nach  einer  arithmetischen  Reihe  der  vn  Ordnung  zunehmen; 
es  werden  nämlich,  da  die  von  den  Reihen  Baf^ ,  Gr**.  .  .  . 
niedrigerer  Ordnung  herrührenden  Differenzen  schon  früher 
Null  werden,  die  m**"  Differenzen  constant  und  gerade  so 
sein,  als  ob  blos  y=^Ax^  wäre. 

§.  241.  Diese  Eigenschaft,  verbunden  mit  dem  Um- 
stände, dass  die  Differenzreihen  sehr  leicht  zu  bilden  sind, 
lässt  sich  in  der  Anwendung,  und  ganz  vorzüglich  bei  Be- 
rechnung von  Tafeln  aller  Art,  mit  dem  grössten  Vortheile 
benützen.  —  Wollte  man  z.  B.  eine  Tafel  der  Kreisflächen 
für  die  um  die  beständige  Differenz  von  \  Zoll  zunehmen- 
den Durchmesser,  von  \  Zoll  angefangen  bis  100  Zoll  hin- 
auf, berechnen;  so  müsstc  man  auf  gewöhnliche  Art  in  der 
Formel  y  =  \  'i^x'^ ,  wo  x  den  Kreisdurchmesser  bezeichnet, 
400  Substitutionen  vornehmen.  Dagegen  wird  man,  da  die 
auf  einander  folgenden  Werthe  von  y,  nach  dem  im  vorigen 
5.  Bemerkten,  eine  arithmetische  Reihe  der  zweiten  Ordnung 
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bilden,  nur  die  drei  ersten  Werthe  von  y  nach  dieser  For- 
mel, daraus  durch  Subtraction  die  zwei  ersten  Glieder  der 
ersten  DijßTereuzreihe ,  und  endlich  daraus  wieder  das  erste, 
aber  constante  Glied  der  zweiten  Differenzreihe  bestimmen ; 
setzt  man  diese  aus  lauter  gleichen  Gliedern  bestehende 
Seihe  nach  Belieben  fort,  und  sucht  nun  umgekehrt  durch 
wiederholtes  Summiren  die  weitem  Glieder  der  ersten  Diffe- 
renzreihe, so  wie  damit  jene  der  ursprünglichen  Reihe;  so 
hat  man  sofort  die  gesuchten  auf  einander  folgenden  Werthe 
Ton  y  gefunden. 

Legt  man,  wenn  die  Kreisfl&chen  bia  auf  Tier  DecimaliteUen  rer- 
langt  werden,  am  ganz  sicher  zu  gehen,  die  Bechnnng  auf  sechs  Ded- 
nuüstellen  an ;  so  hat  man  zuerst,  nach  der  obigen  Formel,  für  x  —  ^,  \ 
ond  I  bcziehnngsweise :  y,»» '049087  ,  '196349  und  '441786.  Hieraus 
folgen  '147262,  '245437  als  die  beiden  ersten  Glieder  der  ersten,  und  dar- 
aus '098175  als  das  best&ndige  Glied  der  zweiten  Differensreihe.  Lisst 
man  also  den  Decimalpunct  weg,  und  schreibt  nua  die  bedeutenden  Zif- 
fern an,  mit  dem  Vorbehalte,  dass  man  zuletzt  wieder  6  Ziflfem  als  De- 
doialstellen  abschneidet,  so  stellt  sich  die  Rechnung  auf  folgende  Art: 

98175,  98175,  98175,  98175,  98175,...  erste  Differenzreihe, 
147262,  245437,  343612,  441787,  539962,  638137,...  zweite  Differenz. 

reihe, 
49087,  196349,  441786,  785396,  1227185,  1767147,  2405284, ..« gesuchte 

Reihe. 

Schneidet  man  also,  wie  gesagt,  überall  6  Ziffern  als  Decimalen  ab, 
beh&lt  aber  bloss  (mit  gehöriger  Correctur)  4  dayon  bei;  so  erh&lt  man 
als  Anfang  der  yerlangten  Tabelle  folgendes  Bruchstück: 


Dnrchm. 

Kreisfl. 

Durchm. 

Kreisfl. 

Durchm. 

Kreisfl. 

i 

•0491 

H 

1-2272 

H 

3-9761 

i 

•1963 

H 

1'7671 

H 

4-9087 

i 

•4418 

1* 

2  4053 

2} 

5*9396 

1 

•7854 

2 

31416 

8 

7*0686 

Da  übrigens    ein  Rechnungsfehler  allen  folgenden  Werthcn   mitge- 
theilt  würde,    so   muss  man  sich  von  der  Richtigkeit  der  Rechnung  da- 
durch überzeugen ,    dass    man  Ton  Zeit  zu  Zeit  eine  dieser   gefundenen 
Zahlen  oder  Fl&chen  auch  direct  nach  der  obigen  Formel  berechnet  und 
nachsieht,  ob  damit  die  correspondirende  in  der  Reihe  Übervüutinma. 
Auf  dieselbe  Weise  würde  man,  um  nach  der  Formel 
Jt  —  '0*6617381  l  —  •0^81653  l*^-  'O'lSl  <» 
Bwg't  Comp«Bdliim  d.  h6b.  Math.  H 
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eine  Tafel  fOr  die  Dichtigkeiten  des  Wassers  bei  den  Teinpeimtnngraden 
<=  1,  2,  8 . . ,  bis  60*  zu  berechnen,  am  einfachsten ,  da  die  aaf  eiiuin. 
der  folgenden  Werthe  von  dt  dadurch  eine  arithmetische  Reihe  der  drit- 
ten Ordnung  bilden,  bloss  die  yier  ersten  Werthe  nach  der  Formel  be- 
rechnen, daraus  durch  snccessires  Abziehen  die  drei  ersten  Glieder  der 
ersten,  die  zwei  ersten  Glieder  der  zweiten,  und  das  beständige  Glied  der 
dritten  Differenzreihe  suchen,  und  endlich  damit  wieder  durch  das  umge- 
kehrte Verfahren  oder  wiederholte  Summiren  die  zweite ,  erste  und  ur- 
sprflngliche  oder  gesuchte  Reihe  beliebig  fortsetzen.  [I.,  219.] 

Interpolation  der  Reihen. 

§.  248.  Erklärung.  Eine  Reihe  interpoliren  heisst 
zwischen  je  zwei  Gliedern  derselben  eine  gegebene  Anzahl 
von  Gliedern  dergestalt  einschalten ,  dass  dadurch  wieder 
eine  Reihe  derselben  Gattung  und  Ordnung  entsteht. 

§.  240.  Um  diese  Aufgabe  fbr  die  arithmetischen 
Reihen  zu  lösen,  bemerke  man  zuerst,  dass,  wenn  von  einer 
beliebigen  Stelle  angefangen,  die  Glieder  der  zu  interpoli- 
renden  Reihe  durch  a»,  On^u  ^-fsu.  s.w.  bezeichnet  werden,  die 
auf  einander  folgenden,  zwischen  o»  und  a»4.i  einzuschalten- 
den r — 1  Glieder  sodann  durch«    .    i    a  _i    2  ...a    i  '^i 

r  r  •      r 

bezeichnet  werden  müssen;  weil  dadurch  das  nächstfolgende, 
wie  es  sein  soll,  die  Bezeichnung  a^  i   JL  =  On-^i  erhält. 

r 

§.  2Ö0.  Nun  hat  man  nach  Form  ü. ,  §.  233 ,  wo  man 
sich  bloss  On  in  ai4<n— i;  aufgelösst  denken  darf: 

«^  =  0.  + ('J)^'a.+(^)^*a.+(^)^»a.+  .... 

imd  da  dieser  Ausdruck  nicht  nur  für  ganze,  sondern  auch  für 
gebrochene  Werthe  von  m  gilt  [I.,  221];  so  setze  man,  wie 
es  zufolge  der  angefahrten  Bezeichnung  für  die  einzuschal- 
tenden Glieder  nOthig  ist,  m  =  — .     Dadurch  erhält  man, 

wenn  man  einrichtet  und  noch  bemerkt,  dass  beim  Gebrauche 
immer  u-K.v  bleiben  kann,  für  die  gesuchte  Interpola- 
tionsformel: 
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+    V:i"^?";'   ^'a.-etc.(IV.) 
Diese  Formel  bricht  wieder  mit  dem  m  -f- 1.  Gliede  ab, 
wenn  die  ra  interpolirende  arithmetiflche  Beihe  von  der  m. 
Ordnung  ist. 

Beispiel  1.  um  zwischen  je  zwei  Glieder  der  arithmetisclieii 
Reihe  zweiter  Ordnung:  1,  16,  49,  100«  •  .  .  zwei  neue  Glieder  im  obi« 
gen  Sinne  einzuschalten,  hat  man  ftr  die  Interpolimng  zwischen  l  und 
16  Boibrt:  o«  —  1,  0»^!=  16,  ^'o««-  15 ,  /S^om^  18  (die  übrigen  Dif- 
ferenzen  =  0) ,  v  ■-  3  und  nach  und  nach  tt  =  1  nnd  =  2 ,  mithin  nach 
der  Torigen  Formel  (IV): 

ai^-J  =  l+}.15— J.  18  =  4  und 
a,^}  =  1  4-} .  15  —  i .  18  —  9. 
Für  die   beiden   folgenden   einzuschaltenden  Glieder   wird   afi=16, 
a»fi  »  49  ,  J*am=  33  und  ^'o«  «-  18;    also  wieder 
0.4.}»- 16  +  ^.33  —  ^.18  =  25  und 
aH^}».16-f-}.33  — i.l8  — 36  u.  s.  w. 
Die  interpolirte  Beihe  ist  sonach:  1,  4,  9,  16,  85,  36,  49  .  .  .,  also 
in  der  That,   wie  die  gegebene,   eine  arithmetische  Reihe  der  zweiten 
Ordnung. 

Beispiel  2.  Da  man  sich  bei  phjsiludischen  nnd  naturwissen- 
lehafdidien  GegenstJLnden  überhaupt  h&ufig  mit  dem  grOssten  Nutzen 
der  Interpolations-Methode  auch  bei  solchen  Folgen  Ton  durch  mühsame 
Rechnung  oder  gewöhnlicher  durch  Beobachtung  gefundener  Grössen  be- 
dient, welche  keine  genauen  arithmetischen  Reihen,  jedoch  so  beschaffen 
sind,  dass  man  sie,  ohne  die  gestattete  Fehlergrenze  zu  überschreiten, 
als  solche  ansehen  kann;  so  wollen  wir  setzen,  es  seien  Ar  die  Elastid- 
tit  des  Wasserdampfes  bei  den  Temperatursgraden  1 ,  3 ,  5 ,  7  •  .  •  ans 
Versuchen  der  Reihe  nach  die  Zahlen:  *1482,  '1741,  -2122,  '2571,  *3101, 
'3721  u.  s.  w.  gefunden  worden,  und  man  wolle  die  den  Temperaturs- 
graden  2,  4,  6,  .  .  •  entsprechenden  Zahlen  durch  Interpolation  ableiten. 
Für  diesen  Fall  findet  man,  wenn  man  die  Differenzen  sucht,  '0319, 
•0381,  -0449,  -0580,  '0620,  '0724,  ...  als  erste,  »0062,  '0068,  •0081, 
0090,  '0104,  ...  als  zweite,  -0006,  '0013,  '0009,  '0014,  ...  als  dritte 
Differenzreihe  u.  s.  w.  Lässt  man  nun  die  nur  wenig  mehr  ron  einander 
Terschiedenen  dritten  Differenzen  als  einander  gleich  gelten,  und  nimmt daftr 
in  dieser  Gegend  die  Mittelzahl  '0012;  so  erhflit  man,  nach  der  obigen 
Formel  (IV),  wegen  v  =  2i 

•1422  4-  i  X  '0319  —  i  X  '0062  +  tV  X  '0012  —  '1575  und 
'1741  4-  i  X  "0381  —  i  X  "0068  -f  tV  X  '0012  =  '1924. 

Eben  so  findet  man  weiters:  *2337,  •2825  u.  s.  w.,  welch»  Zahlen 
tnch  in   der  That  mit  jenen   durch  wirkliche  Beobachtung   gefundenen 
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recht  ^t  übereinstimmen. —  Ist  man  in  der  Reihe  weiter  gekommen,  90 
kann  man  die  ftlr  die  constante  dritte  Differenz  genommene  Mittelzahl 
so  ändern,  dass  sie  wieder  mehr  mit  der  in  dieser  Gregend  wirklich  herr- 
schenden dritten  Differenz  übereinstimmt* 

Beispiel  3.  Es  sei  endlich  mit  Hilfe  einer  Tafel,  weldie  die 
Briggischen  Logarithmen  aller  Zahlen  von  1  bis  1200  auf  10  Dedmal- 
stellen  enthält,  log  \14S35  auf  eben  so  viele  Stellen  zn  berechnen. 

Da  in  diesem  Logarithmensjsteme  die  Aufgabe  gelöst  ist,  sobald 
man  die  Mantisse  für  /o^  1148*35  gefunden  hat,  welche  sofort  zwischen 
den  Mantissen  von  /o^ll48  und  log  l\ 4^9  liegt;  so  ergibt  sich  daför  fol- 
gendes Verfahren: 

Man  findet  in  der  erwähnten  Tafel  für  die  Logarithmen  der  Zahlen 
1148,  1149,  1150  etc.  der  Reihe  nach:  '0599418881,  '0603200287, 
'0606978404,  '0610753236,  '0614524791  u.  s.  w.,  und  daraus  durch  wie- 
derholtes Abziehen,  für  die  ersten  Glieder  der  ersten,  zweiten  und  drit- 
ten Differenzreihe,  bei  der  man  füglich  (da  sie  *0*4,  '0*8,  '0*4,  .  .  .  ist) 
stehen  bleiben  kann,  beziehungsweise:  '0^3781406,  —  '0^3289  und  -0*4. 
Denkt  man  sich  nun  in  der  ursprünglichen  Reihe  zwischen  den  beiden 
ersten  Gliedern  99  Glieder  eingeschaltet,  wodurch  in  der  obigen  Formel 
v  sa  100  wird,  und  davon  das  35ste  genommen,  wodurch  «■»35  wird; 
so  erhftlt  man,  a4i  =  *0599  •  .  .  (=  %  1148)  gesetzt,  sofort: 
a«  +  •35  =  -0599  . . .  +  '35  X  '03378  . . . 

85X65  ^l:!L!f^    X  OU  =  -0600742747, 

^      20000  "^       6000000        ^ 

wobei  also,  nur  bis  auf  10  Decimalstellen  gerechnet,  die  dritte  Differ^ni 
keinen  Einfluss  mehr  hat.     Es  ist  sonach 

log  114835  =  5*0600742747  ♦). 


Sechstes  Capitel. 

Von  den   vorzüglichsten   Umwandlungen   der  Func- 
tionen einer  V^ariablen. 

§.  251.  Erklärung.  Eine  Function  umwandeln,  heiset 
dieselbe  ohne  Veränderung  ihres  Werthes  auf  eine  andere 
Form  bringen ;  dabei  behält  man  entweder  die  nämliche  ver- 


♦)   Über  das  allgemeine  Interpolations- Problem,   so  wie  über  die  New« 
ton'sche  und  Lagrange'sche  Interpolations -Formeln:  I.,  226  —  232. 
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änderliche  Grösse  bei ,  oder  substituirt  dafür  eine  neue,  die 
mit  ihr  in  einer  bekannten  Beziehung  steht. 

Die  wichtigsten  Umwandlungen  der  erstem  Art  sind: 
1.  Zerlegung  rationaler  ganzer  Functionen  in  einfache  oder 
quadratische  Factoren.  II.  Zedegung  rationaler  gebroche- 
ner Functionen  in  PartialbrQche,  und  UI.  Entwickelung  der 
Functionen  in  unendliche  Reihen. 

I.  Zerlegung  rationaler  ganzer  Functionen  in 

Factoren. 

§.252.  Jede  ganze  rationale  Function  einer  Variablen 

hat  die  Form  tf  ^=  A  -\-  B  a -{-  Cx^  -f- . . . ;  setzt .  man  diese 
gleich  Null  und  sucht  nach  Capitel  IV  die  Wurzeln  a,  ß, 
y^  .  .  der  entstehenden  Gleichung,  so  hat  man  (§.  162) : 

y  =  (^  —  a)  (j?  —  ß)  (d?  —  y)  .  .  .^ 
Da  die  Wurzeln  sowohl  reell,  wie  auch  imaginär,  und  im 
erstem  Falle  gebrochen  sein  können;  so  haben  die  reeUen 
einfachen  Factoren  die  Form  a  —  bx^  und  die  quadratischen, 
welche  von  ein  paar  conjugirten  imaginären  Wurzeln  her- 
rühren, jene :  a-^bx  -\-  cx^. 

Wäre  «.  B.  jr  a-  36  —  42x  —  20x*  +  7r*  —  6x*  in  Factoren  su  «er- 
legen, so  würde  man  aus  der  Gleichung 

-  *y  « -f*  — I  :r'  + ^a"*  x»-f  7x  — 6  -  0 
die  Wurzeln  x  =  j,  —  f ,  1  i:  V—  5,  mithin 

—  ijf-(' -5)  (*-h4)('- 1—1^-5)  (x  —  1 +  1^-6) 
oder 

y  -  (2-.3X)  (3  +  2x)  (6  — 2x  +  x*) 
erhalten. 

n.  Zerlegung  rationaler  gebrochener  Functionen 

in  Partialbrfiche. 

§.  253.  Da  sich  jede  unecht  gebrochene  Function  im- 
mer in  eine  ganze  und  eine  echt  gebrochene  Function  auf- 
lösen lässt,  so  können  wir  bei  den  folgenden  Entwicklungen 
immer  echt  gebrochene  Functionen  voraussetzen. 

So  seriUlt  s.  B.  die  unecht  gebrochene  Function 

1  +  X  —  5x»  +  6x* 
^  ■"       2  +  3x  —  2x* 
durch  die  Division,   bei    welcher  man  suvor   Zähler  und   Nenner  nach 
fallenden  Potenzen  von  x  geordnet  hat,   in  die  2  Theile: 


•—(8  +  8*)  als  ganse,  and  aijj' ö~i  •'•   «cht  gebrochene  Func- 
tion (entere  kann  sich  auch  anf  eine  constante  GrOsse  reduciren). 

§•  254L     Um  die  echt  gebrochene  Function 


in  Partialbrüche  zu  zerlegen,  mues  man  zuerst  den  Nenner 
N  nach  §.  252  in  Beine  einfachen  Factoren  auflösen.  Je 
nach  Verschiedenheit  dieser  Factoren  aber  sind  nachstehende, 
in  den  nächst  folgenden  §§.  erörterten  Fälle  möglich. 

A.    Die  einfachen  Factoren  des   Nenners  N  sind 

sämmtlich  ungleich  und  dabei 

a)  reelL 

§.  255.  Sind  ia  diesem  Falle  <i| — b^x,  o,  —  b^x^... 
On  —  bnX  die  nach  §•  252  gefundenen  Factoren  von  N\  so 
setze  man 


befreie  diese  Gleichung  durch  Multiplication  mit  N  von  den 
Brüchen,  ordne  Alles  nach  Potenzen  von  x^  und  bestimme 
endlich  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten, 
welcher  hier  n  Gleichungen  liefert,  die  unbekannten  Coef- 
ficienten,  Ä^,  A^^ . . .  An* 

1.  So    ist    c.    B.    Ar    die    gebrochene    Function ;    sofort 

1  — "  X 

N=  1  —  X*  — •  (1  -{-  x)  (1  —  x)  ;  man  setze  also 

1       _    Ä  A, 

1— X*       l  +  x"'"!— X* 
so  erh&lt  man 

l-^,(l-x)  +  il,(l+x)   oder    l-(il.+^)  +  (il,-il,)x, 

nnd   daraus   Ag^  Ä^  =  l    und   A^-^A^^^Oj    demnach   ^^  *■  ^   nnd 
A^  =  ^,    Man  hat  daher,  diese  Werthe  substituirt: 

_i— _JL_4._i_ 

1  —X»       2  (1  -f  x)  ^  2(1  — x)' 

2  +  4x  ^^  X* 

2.  Für    die    gebrochene    Function    = r    hat   man 

"*  3  — X  —  8x*— 4x* 

-Ä^—  (1  +  x)  (3  -f-  ar)  (1  —  2x),   also 


1«T 


Z_    A,      ,       A, 


oder 


J  +  4x  — x*  =  (Ä^,  -f  A,  4-  8^,)  +  (— 4J,  —  -4,  +  5il,)* 

ana  dieser  identuchen  Oleidmng  folgt :  S^t  -f*  ^1  +  8 J,  =  S ,  •»  4^, 
—  -4,  -}~  5^  =—4,  —  4^4  ^^  2^j  +  2^  =  —  1  und  daraus:  ^1  —  —  I, 
ui,  =  V  und  ^=1,  so,  dass  man  mit  diesen  Werdien  endlich  hat: 

2  +  4x  — X»  ■— 1       .  25  .  6 


+..0  ro,a 


3  — X  — 8x»  — 4x3       14-x   '    8(34-2x)   '   8(1  —  2xy 

§.  256.  Da  die  Coe£Gcienten  A^y  A^^...  von  a  ganz 
nnabhängig  sind  9  und  demnach  bei  was  immer  für  einem 
Werthe  von  a  bestimmt  werden  dOrfen ;  so  kann  man  ein- 
lacher und  bequemer  aus  der  Gleichung 

Z=  Ai  (o,  —  b^x)  (a,  —  6j4?) . .  +  -4,  (oi  —  bix)(a^  —  b^a) . ., 

in  derem  2.  Theile  also  in  jedem  Gliede  einer  der  Binomial- 
factoren  (im  1.  Glied  der  Nenner  zu  A{f  im  2.  jener  zu 
A^  u.  8.  w.)  nicht  vorkommt,  ohne  die  Multiplication  zu 
verrichten,  die  Zähler  A^^  A^,,**  bestimmen,  indem  man 
nach  und  nach  fbr  a  jene  Werthe  setzt,  für  welche  die  zu- 
gehörigen Nenner  a^  —  b^x,  o,  —  i,4?, . . .  Null  werden,  — 
So  erhält  man  im  vorigen  Beispiele  aus  der  Gleichung 

2  +  4«  — ä?*=:^i(3  +  2j?)(1  — 2a?)  +  ^(l  +  Ä?)(l  — 2^) 

unmittelbar  für  j?  =  — 1  (woftkr  l-f-«  =  0):  —3  =  3^1, 
und  daraus    -4i  ==  —  1;    für   a  =  —  i   (aus   3  +  24?  =  0): 

—  V=  — 2^2»<l»raus^,  =  V5  für  «  =  i  (aus  l  — 2a?  =  0)! 
V  =  6-ä„  ftlso  -4,  =  1,  wie  oben. 

Sollte  einer  der  Zähler,  z.  B.  ilm  =  0,  geftinden  werden;   so  w&re 

dies«  ein  Beweis ,   dass  sich  der  Brach  -^  durch  den  Factor  am—bmx 
abkftrzen  Iftsst. 

6)    6&nslich   oder   snm   Theile   imaginär. 

§.  257.  In  diesem  Falle  bilde  man  aus  jedem  Paar 
conjugirter  imaginärer  einfacher  Factoren  den  reellen  qua- 
dratischen, welcher  sofort  die  Form  a-f-6*  +  c«*  hat,  und 
nehme  diesen  zum  Nenner  eines  der  Partialbrtkche ,  welchem 
man  aber  einen  Zähler  von  der  Form  A  -}-  Ba  gibt. 
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2 X* 

Um  s.    B.  den   Brach    — ,    ,   ^ ,   >  . — ;    in    Partialbracfae  n 

serlegen,  hüt  man  # 

iV— (x^  l)(r  — .2  +  1^— l)(r  — 2  — V^— 1)  — (r— 1)  (5  — 4r+x«). 

Man  setze  also  ^  = =--  -j — = — - — r— - ,  so  folgt  darans 

iV       0?  —  1        X   ^^  4jc  -f-  5 

Z=A,(5  —  4x  +  ar*)  +  (^  +  Bx)  (r  —  1) , 

nnd  aus  dieser  Gleichung,  wenn  man,  anstatt  nach  der  allgemeineo 
Begel  SU  verfahren  (d.  i.  die  Multiplication  zu  verrichten,  nach  x  xo 
ordnen  n.  s.  w.) ,  das  im  vorigen  §.  Bemerkte  berücksichtiget ,  för 
X  -■  1  (aus  X  —  1  =»  0) :  1  =  2Ä^ ,  und  daraus  -4^  =  ^,  Wird  dieser 
Werth  in  der  vorigen  Gleichung  substituirt  und  diese  reducirt,  so  er- 
hält man:  — i  +  2x  —  i x*  =  (A -{-  B x)  {x — 1),  oder  durch  x— I 
dividirt  (es  muss  nftmlich  auch  der  1.  Theil  der  Gleichung,  wie  es 
der  2*  ist,  durch  x— -1  theilbar  sein,  weil  A  und  B  ganze  Func- 
tionen von  X  sein  müssen)  auch:  \^r*ix  =  A-\-Bx.    Es  ist  also: 

—  X*  1  ,  1  — 3x 

-r 


—  5  +  9x— -5x'  +  x3       2(x— 1)    '   2(x2  — 4x-f  5)' 

JB.    Der  Nenner  N  enthält  auch  gleiche  Factoren. 

§.  258.  Sei  in  diesem  Falle  N  =  S  (a  —  bx)'^,  wo  S 
in  Bezug  auf  a  von  der  n  —  w**"  Ordnung  sein ,  und  den 
Factor  a — bx  nicht  weiter  enthalten  soll.  Man  setze  zur 
Bestimmung  der  aus  den  gleichen  Factoren  entspringenden 
Partialbrüche 

^^i".        *B,  B,  Bm 

N        S    '"(a  — öx)"»"^>(a— 6x)m-l     '    "*"^a  — 6x' 

flchafife   die   Nenner   durch    Multiplication   mit   N  weg  und 

ordne  nach  a;   so   erhält  man  wieder  durch   Gleichsetzung 

der   gleichnamigen    Coefficienten  n   Gleichungen ,    davon  m 

zur  Bestimmung  von  B^y  J5j , .  . .  Bm ,  und  n  —  m  zur  Be- 

p 
Stimmung  der  Zähler  A^y  A^y,.,  An-m  ftlr  die  aus  —  ent- 

stehenden  Partialbrüche  dienen. 

3  — —  2x  -}-  4x* 

So    findet    man    für   die    Bruchfunction    — r-r — ,         „ »ofort 

X    -f*  ^   — x'  —  X 

iV=  X  (x  —  1)  (x  +  1)*  ;   man  setze  daher 


N       X     •   X— 1    •   (x-f  1)2  '   x-f  1 
An*  dieser  Gleichung  folgt 


+  B^x(x^l)(x+l) 
oder 

+  (J,  +  2A,  +  B,)  x^  +  (-4,  +A,  +  B,)  x», 
nnd  danoi : 

Ä, 3,   ^^,4-^  — iSi-Ä, 2,    A,  +  2A^  +  B,  =  4, 

80  wie  endlieh  ans  diesen  Gleichungen :    il^  =  —  3 1   -^a  ""  ( * '  '^i  **  d 
£,  a>  |.    Man  hat  daher 

3  —  2x  +  4x»      _        8.5  9  7 

x*  +  x5  — X*  — X  x'^4(x— 1)  +2(x4-l)»"*'4(r  +  iy 

§.  2&9.  Auch  hier  läset  sich  das  im  §.  256  hinsicht- 
lich der  bequemeren  Berechnung  der  Zähler  Bemerkte  be- 
nützen, wie  wir  sogleich  ohne  weitere  Erklärung  an  dem 
eben  behandelten  Beispiele  nachweisen  wollen. 

Ad8  der  ohigen  Gleichnng  (a)  folgt  (wenn  man  n&mlich  den  zn 
^2  gehörigen  Nenner  gleich  Null  setzt)  für  x=-0:  3  =  —  .4|,  und 
daraus  -4i=  —  3;  ftc  x  =  l  (aus  x  —  i  =  0) :  5  —  4-4,  daraus  -4,  =  J  ; 
für  x»>— 1  [aus  (x-(-l)*  =  0]:  9  =  2B^ ,  daraus  B^  =  i\  diese 
Werthe  in  (x)  suhstituirt  und  die  Gleichung  reducirt  (um  B^  bestim- 
men zu  können),  erhftlt  man : 

}x(x»-l)  =  ^,x(x«— 1), 
folglich  JB,  =  J  ;    Alles  wie  im  vorigen  §. 

Auf  dieselbe  Art  findet  man  auch  die  PartialbrQcho ,   wenn  der  sich 

wiederholende  Factor  ein  quadratischer  ist,    wie  z.  B.  bei  der  Function 

4r —  7x*  —  2t* 

j- =— — — .     Denn  setzt  xhan  hier 

(1  4-  x*)3  (5  —  2x*) 

ZA,  +  B,x       A,-^B,T       ^4-B,x  P 

iV~"  (1  -f  x*)3  "^  (1  -f  X»)»  "^      1-fx*     ■^5-2r«' 

80   findet   man:    A^  =>  ^  ,    B^  =  5j  ,    ^^  =  —  y,    B^^^,    ^, -=  W*» 

A3  =  ^  fj  und  P  =-  Vt  (—  770  +  68x  +  476x*  —  44x")  [I.  242  —  247]. 

III.    Entwicklung  der  Functionen  in  unend- 
liche Keihen. 

§.  200.  Hier  sollen  bloss  die  algebraischen  Func- 
tionen in  Betracht  kommen,  weil  wir  die  Auflösung  der 
transcendenten  Functionen  in  unendliche  Reihen  in  spätem 
Capiteln  besonders  vortragen  werden,  und  zwar  haben  wir 
^8  hier,    da    die    aus   irrationalen   Functionen  entstehenden 

m 

Reihen  in  der  Entwicklung   von   (a^  -|-  ötj  ^  +  ör,  «*  +  ...)  ** 
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enthalten,  und  bereits  in  §•  120  abgehandelt  sind,  lediglich 
mit  jenen  Reihen  zu  thun»  die  aus  rationalen  gebro- 
chenen Functionen  entstehen. 

Recurrirende  oder  wiederkehrende  Reihen. 

§.  261.  Da  sich  nach  §.  113,  c)  jede  rationale  gebro- 
chene Function  in  eine  unendliche  Reihe  von  der  Form 
-4 +5^ +C'^^  +  - ..  auflösen  lässt,  so  setze  man  flir  die 
erste  und  einfachste  Form  einer  solchen  Bruchfunction,  die 
wir  wieder  (§.  253)  als  echt  gebrochen  voraussetzen: 

80  erhält  man  durch  Multiplication  mit  dem  Nenner: 
A^=Aa^  -f  (tiOi  +-4a,)a?  +  (t,ai  +*ia»)«*  +  -- 

+  (tH-iai+t»a,)«»+i+,.„ 
mithin  (§.  112) 

Aa^  =-4j,  tiO^  +-4a,  =  0,  t^a^  -^tiO^  =0  etc., 

und  aus  diesen  Gleichungen: 

-Ä  —  — -,  ij — ,  i^ —      -—ij, . . .  i«-|_i —      --1«. 

Wie  man  sieht,  wird  vom  2.  angefangen,^  jeder  fol- 
gende CoefBcient  gebildet,  indem  man  den  nächst  vorher- 
gehenden mit  dem  beständigen   Quotienten multipli- 

cirt;  die  entstehende  Reihe  ist  daher  (§.  226)  eine  wie- 
derkehrende oder  recurrirende  (auch  rücklau- 
fende).  Der  Quotient ^  heisst  dabei  die  Relations- 

scala,  welche  hier  Eingliederig  ist,  und  aus  welchem 
Grunde  auch  die  erzeugte  Reihe  eine  recurrirende  der  er- 
sten Ordnung  genannt  wird. 

A  n  m  e  r  k.  Man  wird  von  selbst  die  Bemerkung  machen  ,  dass  dii 
Gesets  der  Bildung  der  Coefificienten  (welches  hier,  wo  der  Zftbler 
der  gegebenen  Brnchfunctdon  nnr  ein  Glied  hat,  vom  2.  angefangen 
gilt)  schon  in  der  einzigen  Gleichung  f&r  tii-).i  enthalten  ist,  alio 
die  Toransgehenden  Relationen   von  t,,  t,  n.  s.  w.  gans  überflAsstg 

sind.    Da  man  femer  auch  das  1.  Glied  der  Reihe  — -  immer  sla 
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bekannt,  gleidi  Unfchreiben  kann;   so  wird  das  dnfiMbste  and  kflr- 

seste   Veriahreii,    eine   solche   Brnchfunctioii   in   eine   recurrirende 

Beilie  aufisalösen,  folgendes,   durch  nachstehendes  Beispiel  erlfcater- 

tes,  sein. 

S 

Fttr  die  Brnchfiinction s.  B.  setaw  man 

1  — * 

3   * 

=-  2  +  .. .  +  Ua*  +  tH-1  JP»+*  +  . .  • ; 

1  —  X 

so  erhilt  man  durch  Wegschaffung  des  Nenners: 

«  —  2  +  . . .  +  (tii+l  ^  t»)  xH-1  +  . . ., 

vnd  dumns:   tH-l  —  tn^^O    oder   tii-fi»*tii,   welche   Relation   das 

Tom  2.  Glied  angefimgen  geltende  Bildnngsgesetz  der  Coeffidenten 

(nftmlich,    dass  jeder   folgende  Coefiicient  seinem  nächst  Torherge- 

henden  gleich  ist)  enth&lt,  so,  dass  man  also  hat: 

--^  =  2  +  2  ar  +  2  **+ 2jc  ■+.. . 

§.  202.     Um   die    zunächst   auf   die  vorige  Fonn  fol- 
gende Bruchfunction  — — ^ ^ — r  auf  die   einfachste   Art 

in  eine  recurrirende  Reihe  aufzulösen,  setze  man,  in  6e- 
mäfisheit  der  vorigen  Anmerkung,  da  der  Zähler  sich  bis  x 
erstreckt  und  der  Nenner  aus  3  Gliedern  besteht: 

60  erhält  man: 

und  daraus : 
A 

^1  ^   H ^  öj  =  ^2>  •  •  •  ^4-«  ^  +  Wl  «2  +  tn  a,  =  0  , 

also  für  das  im  3.  Glied  anfangende  Gesetz  der  Bildung: 

nach  welchem,  wenn  aus  der  1.  Gleichung  t|  bestimmt  ist, 
t, ,  t, , . . .  leicht  gefunden  werden.    Da  hier  die  Selations- 

«ala zweigliederig  ist,   so  heisst  die  entste- 

hende  Reihe  eine  recurrirende  der  zweiten  Ordnung. 
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1  2x 

Bo  hat  man  für  die  Bnichfanction  ; ; — =,  diese 

—  2  -f  r +  a:" 

=  —  i  +  ti^f  +  . . .  +  Ur«  +  U+1  x»+l  +  t»+'ix*H-2  -f  . . . 
gesetzt,  wenn  man  mit  dem  Kenner  multiplicirt : 

1  -  2x  =  1  +  (— 2t,  — i)T  +  . .  +  (— 2tM-2  -h  t»+l  +  U)x»+«-h.. 
und  daraas 

_2t,— i^ 2,  also  t, -J; 

—  2t»4-'i+tii+i4-t»  «0,    also    t»4.2  =  i(tii+l  H-U), 

d.  h.  vom  3.  angefangen ,  ist  jeder  folgende  Coefücient  gleich  der  hal- 
ben Summe  der  beiden  n&chst  vorhergehenden;  mithin  ist  endlich  die 
Reihe  selbst: 

1  — 2x 


—  2  +  X  -h  X» 


-i  +  i:p  +  t^'  +  TV^'  +  A'*  +  ... 


§.    263.     Auf  die    nämliche    Art    erhält    man    aus   der 

Function   — -^ ^ ^-^ eine   recurrirende  Reihe  der 

dritten  Ordnung ;  die  Scala  ist  dreigliedrig,  und  das  Gre- 
eetz  der  Bildung  der  Coofficienten  fängt,  wenn  nicht  etwa 
A^=0  ist,  erst  im  4.  Gliede  der  Reihe  an. 

3 2  X  4-  X* 

So    findet    man    für     die     Brucbfunction     — ; r,    diae 

1  4-  2  X  —  2x" 

-=  3  +  t,x  +  t,x*  -f  . .  +  t«x»  -f  t«+lT«+l-|-  t»+'2r«+2  +  t«+3x'H-H- 
gesetzt,  (weil  sich  nämlich  der  Z&hler  bis  x>  erstreckt ,  und  der  Nen- 
ner, das  fehlende  mit  gez&hlt,  aus  4  Gliedern  besteht)  und  den  Nenner 
weggeschaflft :  t,  +  6  =  -  2,  t,  -f  2t,  =  1, . . .  t„-^  +  2t»+2  —  21«  =  0, 
also  t,  =  — 8,  ta  =  17  und  (als  Gesetz  der  Bildung^  t»+3  =  2  (t«  — 1»+2) 
(die  dreigliedrige  Relationsscala  ist :  —  2  -f-  0  4-  2) ,  so ,  dass  also  vom 
4.  angefangen ,  jeder  folgende  Coefficient  gleich  ist  der  zweifachen 
Differenz  aus  dem  dritt-  und  nächst  vorhergehenden  Coefficienten.  Man 
hat  daher  endh'ch : 

8  — 2r4- 


1  4-2x  — 2.r 


-  =  3  —  8x  +  I7x*  —  28x«  +  40x*  —  46x»  +  . .. 


§.  264.  Ohne  diese  Entwicklungen  noch  weiter  fort- 
zusetzen, ist  es  ersichtlich,  dass  man  auf  dieselbe  Weise 
aus  der  gebrochenen  Function 

(^1  +  ^,«  +  •  •  •  +  A  ^""0  •  (^  +  «2^  +  •  •  •  +  «»-i-i  ^) 

die  recurrirende  Reihe  der  n.  Ordnung  entwickeln  kann. 

§.  265.  Ist  umgekehrt  die  recurrirende  Reihe  tj  -\-tf^ 
+  t,  jj*  +  • . .  nebst  dem  Gesetze  ihrer  Bildung ,  z.  B. 
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B  C 

D  ff 

oder  der  Relationsscala — -  gegeben ;  so  läset  sich  dazu 

die  gebrochene  oder  erzeugende  Function  sehr  leicht 
finden.  Denn  aus  der  gegebenen  Relation  folgt  A  U^^  — 
Bt^i  4"  C^n  =  0 ,  und  daraus  unmittelbar  (mit  Rücksicht 
auf  die  das  Bildungsgesetz  darstellende  Relation  und  den 
Nenner  der  Bruchfunction  in  §.  262)  der  Nenner  der  ge- 
sachten Function :  A  —  S j?  +  CxK  Setzt  man  daher,  unter 
der  steten  Voraussetzung,  dass  die  Function  echt  gebro- 
chen sei,  -- — ^— — /        —  tj  +  ta^  +  •  •  •  gleich  der  gegebe- 

nen  Reihe;  so  geben,  nachdem  der  Nenner  weggeschafft 
worden,  die  beiden  ersten  aus  der  Vergleichung  der  gleich- 
namigen Coefficienten  entstehenden  Gleichungen  die  Werthe 
Ton  A^  und  A^. 

Es  sei  z.  B.  —  4^  +  i  '  +  i  ar'  -f"  •  •  •  ^^*®  recurr.  Keihe  nnd  t«  +  2 

■«i(tii-|-l-}-tn)  ihr  Gesetz  der  Bildung,  so  ist,  wegen  2tn-f9  —  t»+l  — t» 

»0,  sofort  2— -x— -X*  der  Nenner  der  erzengenden  Function.     Setzt 

A   +-4  r 
man  daher     '      — ^  =—  —  i  4"  J  *  "t"  •  •  •    (indem  man  nur  zwei  Glieder 

bedarf)  so  erb&lt  man  ^,  -f-  -^a  *  =  —  ^  +  (t  H"  i)  *  "1-  •  •  •  >  und  daraus 
4i  a»  —  1  und  jdi  "-  2;  die  gebrochene  Function  ist  demnach: 

—  14-2^  1  — 2x 

2  —  r  — r**"  —  2  +  x-(-r« 
(rergl.  §.  262,  Beispiel). 

§.  2M.  Die  gebrochene  oder  erzeugende  Function  lässt 
sich  auch  noch  finden,  wenn  ausser  der  recurr.  Reihe  nur 
die  Form  der  Bruchfunction  oder  (bei  Voraussetzung  von 
echt  gebrochenen  Functionen)  die  Anzahl  der  Glieder  der 
Relationsscala  gegeben  ist ;  wie  wir  diess  sogleich  an  einem 
Beispiele  nachweisen  wollen. 

Weiss  man  z.  B.,  dass  die  Scala  der  recurr.  Reihe  —  i-hJ'"hi*' 

-[-  ^^x'4~  •  '  zweigliederig  ist,  so  kann  man  daraus  schliessen,  dass 

A  -\-A   T 

die  erzeugende  Function  ron  der  Form  sei:  r-^ i^ 1.   Setzt  man 

a^ -\- a^  X -\- a2  x' 

daher  diesen  Bruch  gleich   der  gegebenen  Reihe,    die   man  Kürze  halber 

immer  durch    t| -f- ^s  '  ~^  ^a '' ~^  •  •   bezeichnen    kann,    und  bringt  den 

Nenner  weg;  so  erh&lt  man  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficien- 
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ten:  A^  — 1|  a„  Ät  —  t,  a,  4-*i«i»  ^  —  *t«i  +  t««i  +  *i  «s»  0— t«  a,+t,o, 
4- 1,  <H  u-  B.  w.  Drückt  man  alle  fibrigen  Coef&cienten  der  Bruchfiino- 
tion  durch  a^  auB  (dnrch  welchen  Factor  sich  der  Bmch  am  Ende  ab- 
kürzen lAast),  so  bedarf  man  zur  Bestimmung  der  Coeffidenten  a,  und 
03  des  Nenners ,  womit  man  am  besten  die  Bedmung  beginnt,  bloss  die 
beiden  letztem  Gleichungen,  welche,  wenn  man  für  t|,t„  .  .  snbstitnirt, 
in  ^a^-\-^a^  —  ^  a j  =  0  und  A  <*i  "f"  i  »1  4"  }  <»3  =  ^  übergehen ,  und 
sich  nach  den  bekannten  Maltiplications-Oesetzen  zweier  Functionsreihen 
immer  unmittelbar  hinschreiben  lassen.  Aus  diesen  beiden  Gleichnngea 
erhftlt  man  ganz  einfach  dnrch  Elimination:  a%^ — io^i*  03""' — i't* 
nid  damit  aus  den  beiden  ersten  der  Torigen  Gleichungen:  A^'^^^a^ 
und  -<ii  ^  }  »1  —  i  <*j  •"  }  <*i  4"  i  <*i  ■*  «1 ;    folglich    für   die    erzeugende 

Function: ; -—,  d.  i.  ^   , -, — =— ,  wie  im  toii- 

Oj  —  4  a,  X  —  i^i'^  —  2  4-  *  4"  * 

gen  Faragraphe.  [I.,  255.] 

§.  297.  Bilden  die  Coefficienten  einer  recurr.  Beihe  dne 
arithmetische  Reihe  irgend  einer  Ordnung,  so  lässt  sich 
durch  eine  einfache  Transformation  die  erzeugende  Fxmction 
auf  folgende  Art  finden. 

Es    sei    S  ==  -4  +  ti  ^  +  ^a  **  +  •••+*»  ^    cibc  solche 

Beihe ;  man  setze  a  =      ,     ,  so  wird  (§,  261) 

a  =  z  —  z^  -\-  z*  —  2r*  4-  •  • » 
und  nach  §§.118,119  etc.: 

a^  =  z*  —  2z*+   3z*—   4r»4-.*, 

a*  =  z^^  Az^  4-  lOz^  —  20z^  -f  .  .  u.  s.  w. 

Man   erhält  also    mit  diesen   Werthen    aus   der   gegebenen 
Reihe: 

5=^  +  t,;r  +  (t,-t,)z»+(t,-2t,+t0*« 

^       +(t.-3t,  +  3t,-t,)««  +  .- 
oder  (§.232): 

-S  =  ^  +  t,  «+^^'t,  «»  +  /^«t,  «»4-^^'t,  ««4-  .  ., 
und  da  aus  der  oben  angenommenen  Relation  e=^-r—(o\gt, 
endlich : 

eine  Reihe ,    die  immer  abbricht ,    wenn ,    wie  vorausgesetzt 
Yurde,  t| ,  t, ,  ta ,  .  ,  eine  arithmetische  Reihe  bilden. 
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].  So  ift  1.  B.  Ar  die  r«cam  Reihe  8  +  »  +  2»'  +  8x»+  4«* -f . . 
+  iix»+  . .    sofort  J  —  3,  t,  —  1,  J%  —  1 ,  J%  =  Ol  ^%  —  0  u.  i.w., 

aIjo  ä— 34-7 Ht; TT""  -; 7i — I — T"' 

'    I — X  '    (1 — x)*         1 — 2x4-3f* 

S.  Anf  gleiche  Weise  findet  man  fikr  die  recnir«  Beihe  1  +  4x  -{-  15x* 
+  40x»+85x*-f  156x»4-..  wegen ^-.  l,t,'— 4,  z/'t,  —  11,  ^"t^  — 14, 
^^i  ""^  (ß^^  folgenden  Differenzen  sind  Nnll)  sofort: 

o 1  +  S^' 

l  — 4x  +  6x»— 4x«  +  x*  • 

§.  208.  Um  zu  untersuchen,  ob  eine  vorliegende  Reihe 
eine  recurrirende  sei,  und  in  diesem  Falle,  ohne  ein  sonsti- 
ges Bestimmungsstück,  die  erzeugende  Function  zu  finden, 
dienen  folgende  Betrachtungen. 

§.  269.  Ist  die  recurrirende  Reihe.  S  von  der  1.  Ord- 
nung, so  ist  der  Form  nach 

S  =  — -TT ,  daher  -^  =  -^  +  -^x; 

theilt  man  also  die  Einheit  durch  die  recurrirende  Reihe 
erster  Ordnung,  so  entsteht  ein  Quotient  von  der  Form 
p  +  qx. 

{.  270.  Ist  die  recurrirende  Reihe  von  der  2.  Ordnung, 

also  5=       f''^'^'     ,,  ßo  folgt 

J J»i_     I      ^i  »»  —  ^%  ^i    -    I      ^?  Oj  -—^1  (A^  o,  -^^,  Ol)       •. 

S^  A,   ^  A]  "^  "T-  Ai{A^+A,x) 

dabei  rOhrt  der  letzte  in  a^  multiplicirte  Bruch,  welcher, 
wie  man  sieht,  eine  recurrirende  Reihe  der  ersten  Ordnung 
erzeugt,  von  dem  Reste  S'  her,  welcher  geblieben  ist,  nach- 
dem man   im  Quotienten   bereits   zwei  Glieder  p  -{-qaf  ge- 

fanden  hat.  Da  nun  auf  diese  Weise  -g"  ==  J>  +  ?  *  H — ä~^* 

S 
and  -j-  eine  recurrirende  Reihe  der  ersten  Ordnung  ist ;  so 

moss  nach  dem  vorigen  §.  -^  einen  Quotienten  von  der  Form 
V  -^-^x  ohne  Rest  geben. 

§.  271.  Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  gelangt  man 
nun  zu  folgender  Regel:  Um  zu  untersuchen,  ob  die  Reihe 
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S=  tj  +  t,  4? -f- ta  J?*  +  •  •  cii^ß  recurrirende  sei,  theile 
man  die  Einheit  durch  diese  Reihe,  setze  aber  die  Division 
nur  so  weit  fort,  bis  man  im  Quotienten  zwei  Glieder, 
p  +  g;r  und  demnach  einen  Rest  S x^^  wo  S'  wieder  die 
Form  fj  +^2^  +  t'a^*  +  .•  besitzt,  erhalten  hat.  Hierauf 
theile  man  eben  so  S  durch  S ,  bis  man  im  Quotienten 
zwei  Glieder  p' +  <7'^  ui^d  den  Rest  S"^*,  wo  iS'=t"j 
+  t",  Ä  4"  •  •  iß^j  erhalten  hat.  Unter  denselben  Bedingungen 
theile  man  fem  er  S  durch  S\  S*  durch  S"  u.  s.  w.  Ge- 
langt man  durch  dieses  Verfahren  endlich  zu  einem  solchen 
zweigliederigen  Quotienten  ohne  Rest,  so  ist  S  eine  re- 
currirende Reihe,  und  zwar  von  der  m.  Ordnung,  wenn 
die  letzte  Division  der  Reihe  nach  die  tw.  war.  Gesetzt,  es 
gehe  die  dritte  Division  auf,  so,  dass  man  hat: 


■^=;)'  +  ga?+  ;y-^*  und^  =  p"  +  j"«; 


so  ist 


S    —  p"Jrq"x'  S   —  />"  +  9"' 

J_ 0>  +  qx){p  +  q'x){p'  +  y"r)+(p  +  qx  +p"  +  g"^)^' 

und  endlich  der  Form  nach  :  S  =  — ,  '  "*     ■'  ^     »  T  ^ — r  ^^ 

erzeugende  Function,    welche   sofort    eine  recurr.  Reihe 
der  dritten  Ordnung  liefert. 

So  i8t  z.  B.  für  -S=-  — i  +  }x4-4x*4-TVa^'4-A**+"  sofort 
.1 2-3x  +  ^.r«,Ä'-i  +  Jx+V''  +  ^J^'+..-^d-|- 

SB  —  i  ~h  i  ^'  ohne  Best ;  es  ist  also  die  gegebene  Reihe  eine  recurri- 
rende, und  Ewar  der  zweiten  Ordnung.  Um  dafür  die  erzeugende  Func- 
tion zn  finden,  hat  man 

S  _  5  J^       — o^q      .  5x»         _     2— T-x' 

5~-l  +  2x'5'"  ^'"r_i4-2T""      — 14-2X    * 

1  — 2x 
endlich  S—  — --j j -.  (vergl.  Beispiel  im  §.262). 

—  2  -y-  '~t~  * 

Anmerk.  In  der  Anwendung  kann  es  Öfter  yortheilhaft  sein,  Beilieo. 
welche  keine  recurrirenden  sind,  n&herungsweise  dennoch  als  eolohe 
anzusehen  und  dazu  die  erzengende  Function  zu  suchen.  Diese  ««?r 
den  (vorausgesetzt,  dass  sie  convergiren)  der  Wahrheit  am  so  nAhw 
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kommen,  ron  je  höherer  Ordnung  man  die  reenir.  B.  annimmt.  [Die 
Entwickelnng  des  allgemeinen  und  summatorischen  Gliedes  findet 
man  L,  261  ^  266.] 


Siebentes  Capitel. 

Ueber  die  Umkehrung  der  Reihen. 

§.  2T2.     Erklärung.    Eine  Reihe 

y  =  Ax  +  Boi^  +  Cx^  +  •  • , 
in  welcher  also  y  als  Function  von  üb  erscheint ,  umkehren, 
heisst  X  als  Function  von  y,   und  zwar  wieder   durch  eine 
nach  steigenden  Potenzen  von  y  fortschreitende  Reihe  dar- 
stellen. 

§.  21S.     Um  nun  die  Reihe 

(1)  y  =  ^a?  +  5«?*+CÄ?3  +  .., 
wobei  Ä^  B^  Cy  .  .  von  x  unabhängige  Coefficienten  sind, 
umzukehren ,  nehme  man  fbr  x  die  unbestimmte  Reihe 
«=  tiy  -j-  t^^  +  tay*  -|-  •  •  «*»  bilde  daraus  die  in  (1)  vor- 
kommenden Potenzen  von  Xy  und  substituire  die  dadurch 
für  Xy  x\  x^y  .  .  entstehenden  Reihen  in(l);  so  erhält  man , 
Alles  nach  y  geordnet ,  nach  dem  Satze  der  unbestimmten 
CoeüBcienten  die  zur  Bestimmung  von  t|,  t29  ts,..  nöthigen 
Gleichungen. 

1.  Um  z.B.  die  Reihe  y=-x  +  x'  + *'  +  **+••  uminkehren,  setxe 
man  x  —  t,y  + 1^»  + t,y"-|-. . ;  so  wird  (§§.  118  etc.)  x"  —  tj  y'  +  2t,  t^y» 
+  («t|t.+t|)y*+  .  ..,*'-t?y»+3t?tjr*4-.  .,  **-t}y«+  .  .. 
n.  s.  w.,  also,  wenn  man  diese  Werthe  fftr  x,  x',  .  .  in  der  gegebenen 
Reihe  substitnirt  nnd  nach  y  ordnet: 

^  -  t.y  +  (t,  +  t?)y«  +  (t,  +  2t.  t,  +  t?)  y» 
+  (t4  +  2t,t3  4-t5+3t?t,  +  t})y«-h.  .  . 
Ans  dieser  Gleichung  folgt  aber:    t,  «=  1 ;   tj  +  tf  »  0,  also  t,  —  ~  i  • 
*«  +  2t,t,  +  t}-.0,  also  t,-.l;t4  +  2t,t,-f  tj-h8tjt,  +  t}«0,  also 
t^  =.  —  1   n.   s.   w.     Die   gesuchte    oder  umgekehrte  Reihe  ist  sonach: 
X  — y  —  jr«+y"— y«-h  .  .  .     (Und  in  der  That,   die  für  y  gegebene 

Reihe  ist  eine  recurrirende ,   wofür  §.  265  y  — die     erzeugende 

Surf*«  Conp«adtBin  d.  köb.  Math.  t  a 
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Function  ift:  4a  nun  «Uran»  *  *"  ,  j_  f<*lKt,  lO  ist,  dieaen  letxten 
Bruch  nach  §.  261  in  eine   recnrrirende  Reihe  aufgeKtot,   wieder: 

2.  Setzt  man.  um  die  Reihe  y  =  xA 1 1-  .  .  iiin- 

'      1.2*1.2.3' 

zukehren,  wieder  Jf  =  t,y  -f-  t,y'  -["  ^3^*  4"  •  •  i  entwickelt  wie  im  Torigen 
Beispiele  die  Potenzen  von  i  und  enbetitnirt  die  entstehenden  Werthe 
durch  y  ausgedrückt  in  die  gegebene  Reihe;  so  erhftlt  man,  wenn  wieder 
nach  y  geordnet  und  der  mehr   erwähnte  Satz  der  unbestinmiten  Coeffi- 

cienten  angewendet  wird,   die  Relationen:  t, ««  1;  t, -f"-^ t}=-0,also 

t2 i;   t.  +  t,t,  +  -ji5-t?=:0.    daraus    t.-i;    t^ -f.  1. 1,  +  i  tj 

+  4*1  *i  +  S — i — 7  'i  **  ®'  daraus  t^  «=  —  ^  u.  s.  w.,  demnach  fllr  die 
umgekehrte  Reihe: 

3.  Laufen  die  Exponenten  von  x  in  der  gegebenen  Reihe  nach  den 
ungeraden  Zahlen  fort,  so  beobachten  die  Exponenten  von  y  in  der  um- 
gekehrten Reihe  wieder  dasselbe  Gesetz.     Um  daher  die  Reihe 

x"      .  x* 


y  *— -;; — S-+ 


2.8  '  2.3.4.5 
umzukehren,  setze  man  x  ^  t,y-f-t,y^-t~  *iy^"H»  •  (nimmt  man  anch 
die  Glieder  py^-,  9y*y  •  •  mit  in  die  Reihe  auf,  so  findet  man  zuletxt 
p  ..  0,  9  a*  0,  .  .),  entwickle  damit  x",  x^,  .  .  und  sabstituire  die  in  g 
ausgedrückten  Werthe  dieser  ungeraden  Potenzen  in  der  gegebenen  R; 
so  erh&lt  man,  nachdem  Alles  nach  y  geordnet  worden,  aus  den  durch 
Vergleichnng  der  gleichnamigen  Coeflicienten  entstehenden  Gleichungen: 
t,  —  1,  t,  »-^,  t,— A»  *4='i^T  «•  "■  w*»  mithin  ftür  die  umgekehrt« 
Reihe  selbst: 

1  .  y'  1  .  3y»  1.3.5^^. 

'— y-t-    2.3    "'"2.4.5"'"2.4.6.7"^'" 

4.  Eben  so  erhält  man  durch  Umkehrung  der  Reihe 

^"""^    3    "^  3  .5  "^  3.5.7.3"^  3, 5.7.». 3  ~^" 
folgende  sehr  einfache  Reihe: 

'-9— h'+y' -{»'+•■ 

Anmerkung.     Sind  allgemein  m,  tn-^n^  m^2nj   m  +  Sn,  .  .  die  Expo- 

nenten  von  x  m  der  gegebenen  Reihe,    so  sind  — ,  , . 

mm  m 

—^ etc.    die  auf  einander   folgenden  Exponenten    der  umgekehrten 

m 

Reihe  p[.,  271].     Hieraus  folgt  erstens,  dass  wenn  m  »«  1  ist,  die  Expo- 
^nten  der  umgekehrten  Reihe  nach  demselben  Gesetze,  wie  jene  der  nr- 
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sprQBglicheii  Beihe   gebildet  sind ,  und  xweiteni ,  daM  m  in  jedem  Falle 
▼00  Kall  TerBchieden  sein  mflsse. 

Wftre  daher  die  Beihe  y  »^  A-^  Bx  -^  , .  umzukehren ,  so  mflsste 
nuin  znerst  A  tnmsferiren,  d.  i.  y^^A^^t  setzen  und  die  Reihe  t »»  ßx 
-|-  Cx"  -|-  . .  nmkehren. 


Achtes  Capitel. 

Ueber  die  Convergenz  und  Divergenz  der 

unendlichen  Reilien. 

§.  274.  Da  die  Anwendung  der  divergirenden  nume- 
rischen Reihen  in  der  Analysis  nur  zu  leicht  zu  Irrthümem 
fbhren,  und  ganz  falsche  Resultate  veranlassen  kann  (mit 
solchen  Reihen  also  gar  nicht  gerechnet  werden  darf);  so 
ist  es  von  der  grOssten  Wichtigkeit,  ein  allgemeines  Ke»n- 
zeichen  für  die  Con-  und  Divergenz  der  unendlichen  Rei- 
hen aufzufinden.  Da  femer  nach  §.  225  eine  unendliche 
Seihe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  ihre  Summe 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  oder  Unendlich  ist,  in  welch 
letzterem  Falle  sie  eigentlich  keine  Summe  hat;  so  w&re 
die  Frage  ob,  und  unter  welcher  Bedingung  eine  vorlie- 
gende Reihe  convergire,  äusserst  leicht  zu  beantworten, 
wenn  man  jede  Reihe  summiren  könnte  (in  welchem  Falle 
aber  auch  die  ganze  Frage  weit  weniger  wichtig  wäre). 

um  s.  B.  die  Bedingungen  anzugehen,  unter  welchen  die  geome- 
trische Beihe  a  -f-  »9  +  »?'  +  •  •  +  »^  +  •  •  conTergirt,    hat  man  he- 

kannthch  Sn=-^ -— =— 1-, 

Ist  nun  \.  qZ>l  ,  so  w&chst  aq*  mit  n  his  ins  Unendliche,  also 
wird  Ar  n  =  «>  auch  6«  =  cc. 

Ist  2.  9=1,  so  erscheint  S»  unter  der  Form  g;  es  ist  aber  offen- 
bar auch  in  diesem  Falle  die  Summe  Sn  =  a-}-a'\-a-\-,,  dieser  un- 
endlichen Beihe  =  c\}. 

Ist  endlich  3.  9  <:  1 ,  so  nimmt  aq^  unendlich  ab,    wenn  n  unend- 


a 


lieh  wichst,  und  es  n&hert  sich  dabei  Sn  ohne  Ende  der  Grenze  , 

I  —q 

oder  es  wird  fttr  n  =  ^^  sofort  Sn  = . 

l  —9 

12* 
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Aus  diesen  UntennchuDgen  folgt  alio,  da38  eine  geometriMlie  on- 
endliche  Reihe  nar  dann  convergire,  wenn  der  Quotient  oder  Exponent 
derselbeni  ohne  Bftcksicht  auf  das  Zeichen ,  kleiner  als  die  Einheit 
ist,  und  dass  diese  Beihe  in  allen  Übrigen  F&Uen  dirergire. 

§.  275.  Da  jedoch  die  Summirung  nur  in  den  wenig- 
sten Fällen  gelingt,  und  häufig  auch  dann  noch  äehr  schwie- 
rig ist ;  so  muss  man  für  die  Convergenz  der  Reihen  an- 
dere, von  dieser  Summirung  unabhängige  Kennzeichen  auf- 
zustellen trachten.  Die  Betrachtungen  der  folgenden  §§. 
sollen  uns  zu  solchen  verhelfen. 

§.  276.  Es  seien  o, ,  a, , . .  o«  . .  die  Glieder  einer  un- 
endlichen Keihe,  die  wir  vorläufig  als  positiv  voraussetzen, 
und  Sn  ihre  Sunune;  so  kann  man  setzen: 

wo  En  =  On^i  -+-  fli»+3  4"  •  •  ^18  ^^^  Unendliche,  die  Ergänzung 
der  Reihe  für  den  Zeiger  n  bezeichnet.  Diess  vorausge- 
setzt, wird  die  Reihe  offenbar  convergiren,  wenn  bei  der 
unendlichen  Zunahme  von  n,  JEn  unendlich  abnimmt,  und 
für  n  =  oo  vollends  verschwindet ;  im  entgegengesetzten 
Falle  aber  divergiren. 

§.  2TY.  Besitzt  eine  unendliche  Reihe  durchaus  gleiche 
Glieder  a,  so  ist  ihre  Summe  n  a  für  n  =  CX3 ,  wenn  auch  a 
eine  noch  so  kleine  endliche  Grösse  wäre,  Unendlich,  also 
die  Reihe  selbst  divergent.  Da  dieses  für  Reihen  mit 
wachsenden  Gliedern  noch  in  einem  höheren  Grade  der 
Fall  ist,  so  können  wir  unsere  Untersuchung  offenbar  auf 
Reihen  mit  abnehmenden  Gliedern,  d.  i.  auf  fallende 
Reihen  beschränken. 

§.  278.  Sind  aber  von  irgend  einer  Stelle  angefangen 
— ,  ,  3  auf   einander  fol spende   Glieder  einer  fallen- 

tn'  t»+l'  tM-2  ^ 

den  Reihe ,   also  U  <  tn+i  <  tn-^2  und  überhaupt  t»  um  so 

grösser,  je  grösser  n  ist;   so  hat  man  - — ,  flir  2  auf 

ander  folgende  Quotienten,  welche  entstehen,  wenn  man 
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m  der  Reihe  jedes  folgende  Glied  durch  sein  unmittelbar 

vorhergehendes   dividirt,   und  — ^ — - — ; —  für  die  Difieren« 

dieser  beiden  Quotienten.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  diese 
Differenz  bei  der  beständigen  Zunahme  von  n  fortwährend 
abnimmt  und  für  n  =  00  vollends  verschwindet,  weil  bei 
dieser  Zunahme  von  n  der  Nenner  dieses  Bruches  ebenfalls 
fortwährend  wächst,  während  sich  der  Zähler  zugleich  ohne 
Ende  der  Nulle  nähert. 

§.  879.    Es  seien  nun  fOr  unsere  obige  Reihe  Oj ,  o^ , .  • 

a«,..    die    Quotienten    =  4?    (oder    streng    genommen 

jf  =  Um. )   und  =  ^  4-  o^, ;   so  ist  nach  den  Bemer- 

kungen  der  beiden  vorigen  $§.  a<Zl  und  o»  eine  Grösse, 
welche  unendlich  abnimmt,  w&hrend  n  unendlich  wächst. 
Aus  diesen  beiden  Quotienten  folgt: 

OiH-i  =  «•«  und  an+2  =  a»+i  (o:  +  «!•)  =  «n^?  (a?  +  tx„). 

Eben  so  ist  weiters : 

0,-1^  =  Of^'i  {x  +  0,^1)  =  Onäi  {x  +  o«)  (ä  +  a„+i), 

u.  s.  w. 

Es  ist  also ,  diese  Werthe  oben  in  £1»  =  On^i  +  a»+'i  +  •  • 
substituirt : 

(w)    J5;  =  o«  [a?  +  ir  (^  +  ot„)  +  :p  (;f  +  a»)  (a?  +  a„-,-i) 

-\-  X  {X  +  fXn)  {X  -{-  On+l)  (iT  +  (tn^l)  +  .  .  ]  > 

oder  wenn  man  multiplicirt  und  die  Summe  der  unendlichen 
geometrischen  Reihe  ^  +  a?*  -f-  ^*  +  •  •  =  ^  s^izt : 

£«=0,5(1  +«1»  4-^«i»4-l  +X^<tn^l-\-  .. 

+  anOn+i  +  d?a»Qt„+2  +  . .  etc.). 

§.  280.     Da  dieser  Relation  wesentlich   die  Bedingung 
zu  Grunde  liegt,  dass  a?  <  1,  nämlich  die  zu  untersuchende 

Reihe  fallend  sei;  so  ist  (§.  274)  S  =  — —  eine  endliche 

Grösse,   und   sonach   (da   01»,  «i^b  • .  dabei   unendlich   ab- 
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Dehmen)  a»iS  die  Grenze,  welcher  sich  En  bei  der  unend- 
lichen Zunahme  von  n  ohne  Ende  nähert  [was  auch  aus  der 
Relation  (m)  ersichtlich  ist] :  nimmt  also  (§.  276)  diese  Greoze, 

nämlich  o» ,  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  un- 

1  ^  X 

endlich  ab,  und  wird  dieser  Quotient  fbr  n=oo  vollends 
gleich  Null;  so  ist  die  betreffende  Reihe  convergent, 
im  entgegengesetzten  Falle  aber  divergent.  —  Da  es 
übrigens  dabei  gleichgiltig  ist,  ob  der  Quotient  a^  bei  wel- 
chem es  nur  auf  den  numerischen  Werth  ankömmt,  poeitiv 
oder  negativ  ist ;  so  gilt  dieser  Satz  auch  dann  noch,  wenn 
(wenigstens  von  irgend  einer  Stelle  angefangen)  in  der  Reihe 
ein  regelmässiger  Zeichenwechsel  Statt  findet. 

§.  281.  Das  eben  entwickelte  Kennzeichen  für  die 
Convergenz  imd  Divergenz  unendlicher  Reihen  zeigt  deut- 
lich, dass  das  blosse  Abnehmen  der  Glieder  oder  Fallen 
der  Reihe  zur  Convergenz  noch  keineswegs  hinreichend  Bei; 
obschon  man  umgekehrt,  aus  dem  Nichtvorhandensein  die- 
ser Eigenschaft,  mit  Bestimmtheit  auf  ihre  Divergenz 
Bchliessen  kann. 

1 

1.  So  hat  man  z.  B.  für  die  onendliche  Reihe  l+}^+i+-  +  — H" 

II 

fofort  — ^  =  — r-— -  =1 |-|-T+"I»  ftlw  (da  X  <:  1  sein  muss, 

an         n+  l  n        \n*  / 

und  der  Voraassetzung  dass  n  fortwährend  zunimmt)    x=l und 

X     ^  1 

an  ' =1 •    Da   nun    dieser   Quotient  bei  der  unendlichen  Zn- 

1  —  X  n 

nähme  von  n  nicht  bis  Null,  sondern  nur  bis  1  abnehmen  kann ;  so  ist 

die  Torliegende  Reihe  divergent. 

2.  Für  die  Reihe  1  —  i  +  i  —  i  +  . .  dagegen  ist 
«»+^-       ^   .    ^-^^-     ^    also 


an 


— +7-fe+-| 


X  =  —  1  H (oder  —  x  =  1 )  und 

n  n 

X      _    — n+  1 
Oh 


1  --T"~n(2n  —  1)' 
Da  dieser  Quotient  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  iDeDdlirb 
abnimmt  und  für  n  «.  co  verschwindet ,  so  ist  diese  Reihe  c  o  n  t  c  r- 
gent 
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3.  Um  die  Bedingnng  sa  finden,  unter  welcher  die  unendliche  Reihe 

l  +  ~  +  ..-f  ^^  +  ..  conTcrgirt,  hat  man 

oti+l  ^      (2n)"» (2«)» .  _  Ml    , 

o«    "  (2.1+2)-  ""  (2ii)«»  +  m  (2/i)'»-l  2  +  . .  "^  n  ""   ' '  * 

dso   T  =  1 nad  o« —     .^  ^^  ,   woraus   sofort   fblgt ,   daaa 

diese  Reihe  fOr  alle  positiren  Werthe  ron  m>>l   conrergire, 
flkr  alle  flbrigen  Werthe  aber  d  i  t  e  r  g  i  r  e. 


§.  282.     Setzt  man  für  x  aeinen  Werth  ^-^  (§.  279), 


80  wird   On = ,   und   es   ist   die   Anwendunir 

1  —  JT         an  —  flhH-l 

dieses  letztem  Quotienten  statt  des  vorigen,  zur  Untersu- 
chung der  Convergenz  einer  gegebenen  uneDdlicben  Beihe, 
meistentheils  noch  bequemer. 

1.  So  ist  z.  B.  fftr  die  unendliche  Reihe 

sofort  — — =4;   da  also  dieser  Quotient  ftr  a=reo  nicht  Null 

an  —  on-^i 

werden  kann ,  so  ist  die  Reihe  dirergent 

2.  Dagegen  erh&lt  man  fftr  die  Reihe 

2/1  — 12/1 4-1  an  —  Ofi-f-l  4n 

nnd  da  dieser  Quotient  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  unendlich 
abnimmt  nnd  zuletzt  {dar  n  =00  gans  verschwindet,  so  gehört  die  Tor- 
Üegende  Reihe  zu  den  convergirenden. 

8,  Für  die  unendliche   Reihe   r;;r'^5;r"l"vr'^'i^"l""   '*■*   "*■* 
-^ ,  woraus  sofort  folgt,  das s  diese 


Om  —  On-^l 


'»""*+ (2)  """'+•• 


Reihe    nur   iiir   positive,    die   Einheit   Übersteigende  Werthe 
▼on  m  convergire*). 

*)  Qtlht  man  von  dem  Satze  aus,  dass  eine  numerische  Reihe  conver- 
gire ,  wenn  ihre  Glieder ,  von  irgend  einem  derselben  angefangen, 
eben  so  schnell  oder  noch  schneller  abnehmen,  als  die  Glieder  irgend 
einer  bereits  als  convergent  anerkannten  Reihe,  wie  z.  B.  der  geo- 
metrischen Reihe  a-f-ax-f-ax'-f-*-*  ftür7<<l;  so  kann  man  die 
Bedingungen  Ar  die  Convergenz  dieser  obigen  Reihe  wohl  auch  auf 
folgende  Weise  finden: 
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4.  Um  die  Bedingung  der  Conrergeni  fftr  die  Reihe 

X  X«  X» 

aofzufinden,  hat  man  daAlr 

onoii-f-l gH-i 


an  —  a»-f  1       l,2.3.,n(»+l  —  z) 

Lr     XXX  X  J 

und  es  iit  nicht  schwer  einzusehen,  dass  dieser  Quotient  bei  der  an- 
endlichen  Zunahme  von  n  ftr  jeden  endlichen  Werth  von  x  unendlich 
abnimmt,  folglich  die  vorliegende  Reihe  f&r  alle  innerhalb  der  Grenzen 
+  is>  und  —  «>  liegenden  Werthe  Ton  x  convergire. 

5.  Für  die   unendliche  Reihe   x  —  ^  x'  +  J  x'  —  J  x*  +  . . .  erhüt 

man ^-^ — =- — ,   ,^  ^   , — -rTT=Tls| — tt  H !•    I>»n»ui 

Oü^cto+l       (n  +  1)  X»  -f-  »xH-l  \ x«+l   ^  x»/ 

Ar  fi=s  oo  der  Quotient  —  lalso  auch  jener     "T    I  =  0  oder  c«  wird, 

» 
Bilden  t|,  t,,  t, ..  Ton  irgend  einer  Stelle  an  die  Glieder  einer  fal- 
lenden Reihe ,  und  sind  diese  s&mmtlich  positiv;  so  hat  msa 

ti  =»  t,  und       t,  =  t| 
2t,«2t,  2t,>t,  +  t, 

(o)  4t4<:2t,  +  2t4  (ö)  4t,>t.  +  t.4-t.+t, 

8t.<:2t,H-2t,+2t,  +  2t.  8t,>t,-f-t,+..  +  t,, 


folglich  wenn  man  summirt  und  die  Summe  der  beiden  Reihen 

ti+t,  +  t,+..  (1)  und  t,+2t,+4t,4-..  +  2''t3r  +  ..(2) 

besiehungs weise  durch  iS  und  JS^  bezeichnet,  sofort 

aus  (o)  S  <:2S  und  aus  (6;  S  >' S 

woraus  sofort  folgt,  dass,  wenn  die  Reihe  (1)  conrergirt,  auch  dif 
Reihe  (2)  convergent  ist  und  umgekehrt,  so,  dass  überhaupt  die  Rei- 
hen (1)  und  (2)  beide  sngleich  convergent  oder  divergent  sind. 

Lässt  man  nun  die  hier  zu  untersuchende  Reihe  1  -|-  s — hösr*^" 

2**        3 

für  die  vorige  Reihe  (1)  gelten,  so  wird  die  Reihe  (2)  jetzt: 

14-21— +  41— 4-81— +  ..  d.  i.  i4-2i-«-f  2*a— )-f  2»0--)-h.. 
oder  wenn  man  2^— ■•  — i  x  setzt,  auch  1  4-  *  H-  **+*"'  +  ••  • 

Da  nun    diese  letztere  Reihe    convergirt,    wenn  x<:l,    dagegen 
divergjrt,  wenn  x~^\  ist,  so  folgt,  dass  die  in  Rede  stehende  Reibe 

für    2l— w»<:i,    d.  i.  für  i»>'l   convergent,  dagegen  filr  m^l  «di- 
vergent sei. 
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je  oAcbdem  x:>  oder  <c  1  ist  (was  man  leicht  findet ,    wenn  man   be- 

1  X* 

ziehnngsweise    r=l  +  a    und    =r  setat ,    und   damit  —    entwi- 

1  "^  X  n 

ekelt);  so  folgt,    dass  diese  Reihe  nur  innerhalb  der  Grenzen  x=  —  1 

■od  2 SB -|-  1  (diese, letztere  noch  mit  begriffen)  convergire,    sonst 

aber   dirergent   sei. 

6.  Unter  den  nfimlichen  Bedingungen  conrergirt  auch  die  Reihe 

Jf3  X» 

7.  Für   die   Reihe    x  —  - — -  +  - — : — -  —  etc.   findet   man 

2.8         S  .  3  .  4  .  5 

an  a»+i  -r-,/1      2       Sn+1,1      2       2n— - 


\X       X  X  '      X       X  *        / 


an  —  On+l 

nnd  daraus  folgt,  so  wie  im  4.  Beispiele,  dass  diese  Reihe  Ar  jeden 
endlichen  Werth  ron  x,  d.i.  innerhalb  der  Grenzen  x=  —  eo,  x^=:'\-oo 
convergire. 

8.  Dasselbe  Ergebniss  findet  man  auch  ftkr  die  unendliche  Reihe 

X*     .  X* 

9.  Um  endlich  noch  die  Bedingung  aufzufinden,    unter   welcher  die 

Reihe  (1 +  x)«»»  1  +  |^^x  +  |^^)''+ -  '  ^^  bekaantUch  (§.  125) 

bloss  f&r  ganze  podtire  Werthe  ron  m  abbricht,  convergire,  hat  man 
daf&r: 

owow+l    m(m  —  1)  . .  (m  ^^  n  +  1)  (w  —  n)  ^.^ 

an  —  aiH-l~"l  .  2  .  .  .  n  [(» -f  1) -f- (n  —  m)x]  ' 

und  da  (wie  wir  unten  §.  803,  5.  sehen  werden)  dieser  Quotient  bei 
der  unendlichen  Zunahme  von  n  bloss  für  x  <C  1  unendlich  abnimmt 
nnd  fttr  n  =  CO  verschwindet ;  so  conrergirt  diese  Reihe  ebenfalls 
nur  innerhalb  der  Grenzen  x  —  —  1  und  x  =  +  !•  Auch  convcrgirt 
diese  Reihe  noch  fllr  x  =  1,  wenn  m  positiv  ist  (vergl.  auch  §.  284, 
Beispiel  2.). 

§.  283.  Zusatz.  Fallende  Seihen,  bei  denen  ein 
regelmässiger  Zeichenwechsel  Statt  hat,  sind  immer  con- 
V  e  r  g  e  n  t.  Denn  sind  wieder  ±  o«  zp  a»-|_i  zwei  auf  einander 
folgende  Glieder  (oder  wenn  immer  mehrere  Glieder  das 
nämliche    Zeichen    besitzen ,    Gruppen   von    Gliedern)    der 

Keihe ,   so   hat  man  =  ±  1 :  ( +  — \ ;   da  nun 

on  — a»H-l  \o»H-l         *»/ 

die  Reihe  fallend  ist,  also  o»  und  a,^i  fbr  n  =  oo  unend- 
lich klein,   demnach  und  —  unendlich  s^ross  werden; 

a*H-l  an  ° 

60  wird  dabei  in  der  That  dieser  Quotient  gleich  Null. 
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§.  2Ä4.  Die  in  §.  280  zur  Untersuchung  der  Conver- 
gcnz  der  unendlichen  Keihen  entwickelte  allgemeine  Kegel 
lässt  sich  fhr  jene  besondem  Reihen ,   fhr  welche  der  Quo- 

(iiiij  n*  .±_  o>i*~-l  ^U  , , 

tient  die  Form  (r)  -—-—- r— —  erhält,  noch  einfacher 

an  n*-}-^n=^l-f.. 

ausdrücken.  —  Es  sei  nämlich 

On  =  (n**  '\-pn^-^  +  •  •)  •  ('**"  '\-pfC'*^^  +  . .) 
das  allgemeine  Glied  einer  solchen  Reihe,  und  dabei  m  und 
r  positiv,  so  ist 

demnach 


m 


es  ist  also  ä  =  1 und 

n 

X 
1  — X 

{rf  -\-pn'^^  +  .  .)(l  —  "^—^  :  {vT^^  '\- pn'^'^  +  . .)(»»  —  r), 

welcher  Quotient  bei  der  unendlichen  Zunahme  von  n  of- 
fenbar nur  dann  unendlich  abnehmen  kann,  wenn  m — !>»' 
oder  m  —  r>l  ist.  Da  nun  aber,  den  obigen  Quotienten 
(r)  mit  jenem  («)  verglichen,  r4-w»  =  *»  !>+/>' 4'''=^* 
und  j9  +jt?  -\-m=i  Ay  mithin  m  =  -4 — />  — p'  und  r  =  ö— 
/)  —  p',  folglich  rw  —  r=A  —  a  ist ;  so  wird  also  die  be- 
treffende Reihe  convergiren,  wenn  [bezogen  auf  den  obi- 
gen Quotienten  (r)]  A  —  a  >►  +  1  ist. 

1.  So  sind  s.  B.  für  die  beiden  unendlichen  Reihen 

l  +  i  +  i-l-..     und    i--|-l-4.1--|-.. 
die  Quotienten  beziehungsweise : 

Ofl 

2«  —  1  _  n  —  ^  n**  n>»       _  ti»»  +  Oiiw>— 1  -|-  . . 

2n  +  1  ~~  «-{-  4n®  (n  +  1)"» ""  n«  4"  m«»*-*  -f  •  •' 

Da  nun  A  —  a  f^v  den  erstem  »*  1,  und  fllr  den  letztem  =m  ist;  »o 
folgt ,  dass  die  erste  Reihe  divergent,  die  letztere  aber  blos«  for 
m>+l  convergent  sei  (§.  282 ,  1.  und  S.). 

2.  Setzt   man   in   der   im   9.  Beispiele   §.   2S2   angefahrten  Reihe 

» 

jf  —  1 ,    so  wird  — ^  —  — •    V  ,  ?  woraus  wieder  (und  zwar  cinftch" 

an  n-|-  1 
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als  A.  a.  O.)  folgt,  dass  wegen  A~'a  =  in+  1  diese  Reihe,  bei  dem 
angef&brtcn  Werthe  von  x »  1 ,  nur  fftr  positive  Werthe  Tun  m 
convergire. 


Neuntes  Capitel. 

Entwickelung  der  Exponentialgrössen   und  logarith- 
mischen  Reihen,     Bemerkung  über  die  Convergenz 

unendlicher  Factorenfolgen. 

§•  286.  Erklärung.  Jede  GrOsse  (die  Einheit  aus- 
genommen) mit  einem  veränderlichen  Exponenten  wird  Ex- 
ponentialgrÖBse  genannt;  sie  hat  daher  immer  eine 
der  beiden  Formen  o*  oder  y*. 

Eine  Exponentialgrösse  entwickeln,  heisst  diese  in  eine 
(convergente)  unendliche,  nach  steigenden  Potenzen  ihres 
Exponenten  fortlaufende  Reihe  auflosen. 

§.  286.  Um  die  Exponentialgrösse  aF  zu  entwickeln, 
eetze  man  (1)  a  =  l  -f-6;  so  wird  a'=(l-|-Ä)',  oder  wenn 
man  nach  dem  Binomialtheorem  (dessen  ganz  allgemeine 
Giltigkeit  §.  130  erwiesen  wurde)  entwickelt: 

und  wenn  man  die  Maltiplicationen  von 

Uf=r-r-'  (3J  =  i  .2.3    "'''•^- 

ausführt  und  Alles  nach  a  ordnet: 

a'=l  +  [l.6~i6«  +  =:llll?f  +  .. 
i.^2...--(n-n    1 

'  1.       2..     (n— 1>      J  *  •  ' 

Dabei  ist  der  Coefficient  von  a?,  nämlich  Ai  =b  —  ii^  +  iJ* 

—  i  J*  +  •  •  =t:  —  6",  nach  einem  einfachen  und  bestimmten 

11 

(von  der  Natur  der  Binomial-Coef&cienten  abhängigen)  6e- 
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setze  gebildet,  w&hrend  alle  übrigen  Coefficienten  Ä, ,  B^., 
ganz  unregelmässige  Reihen  bilden.  —  Man  hat  also,  wegen 
J  =  a  —  1  [aus  (1)]: 

(a)  o*  =  1 +^,  0?  +  5,  x* +5,;r3  +  . . , 
und  dabei 
(2)A=(a-l)-i(a-l)»+4(a-l)3-i(a-l)*+... 

§•  287.  Um  femer  die  noch  als  unbestimmt  anzusehen- 
den Coefficienten  J3^^  JB3  >  .  durch  dieselbe  einfache  Reibe 
A\  auszudrücken,  setze  man  in  (a)  2x  statt  a;  so  erhält 
man,  da  die  Coefficienten  von  a  unabhängig  sind: 

a^=l+2Aia  +  2^5,  a^ +  2^B3X^  + . . . 

Nun  ist  aber  auch  a^  =  (a')*  =  (1  -f  ^4^  ^  +  ^  o?«  + .  .)*; 
entwickelt  man  daher  die  zweite  Potenz  dieses  Polynoms 
und  setzt  diese  der  vorigen  Entwicklung  von  a^  gleich,  bo 
erhält  man  die  identische  Gleichung: 

l+2A,a-\-  {2B^  +  ^?)  ^"  +  . . 

+  (2Bn  +  2A,  B^i  +  2B^  Ä-2  + . .)  ^+  .. 
=  1  +  2^,  j?  +  4^ja?2+..-|-2»Äa?"  +  .., 

und  daraus  (§.  112): 

25,  +  ^?=4A   oder  5,  =  4^; 

2J?3  +  2-4,  i3,  =  8^3  oder  jBj  =  ^  u.  s.  w; 

2Bn  +  2A,  Ä-i  +  25,  Ä-2  +  . .  =^2«  Bn, 

so  wie  daraus,  wenn  man  das  hier  herrschende  Gresetz  f&r 
die  vorausgehenden  Coefficienten  l?«_i,  Bn—a^  ..  gelten  lässt: 

Ä= — ^^ — 


2   .   3   .   .   n' 


wovon  die  Richtigkeit  auch  noch  leicht  durch  höhere  In- 
duction  nachgewiesen  werden  kann  (I.,  289).  Man  hat  also 
endlich  aus  (a) : 

wobei  Ax  die  oben  in  (2)  angegebene  Reihe  oder  Function 
der  Basis  a  ist,  und  (§.282,  5)  innerhalb  der  Grenzen  von 
a  —  1  =  —  1  und  -|-  1,  also  a  =  0  und  -|-  2  convergirt.  Ist 
Ai    eine    endliche   Grösse ,    so   convergirt    diese    Reihe  (3) 
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({.  282,  4)  für  jeden  endlichen  Werth  von  a  oder  innerhalb 
der  Grenzen  a?  =  —  oo  und  ^  =  4"  oo» 

Anmerk.     Um  kurz  anzuseigen,  das«  eine  Reihe  innerkalb  der  Grensen 
Toa  x  =  a  bis  o: «» 6  convergire,  schreibeii  wir  neben  oder  unter  die 

Beihe:  |  t  -»  a,  x  ««  6  ) ,  und  wenn  die  Grenze  b  noch  mit  begriffen 
iat:     |x  =  a,  x  =  &  j. 

§.  288.  Setzt  man  in  der  vorigen  Reihe  (3)  ^l^  =1, 
und  bezeichnet  den  besondem  Werth  von  a,  welchen  diese 
Grundzahl  vermöge  Relation  (2)  (§.  286)  erhalten  muss, 
durch  e;  so  hat  man: 

Um  femer  den  numerischen  Werth  von  e  zu  finden, 
darf  man  nur  die  obige  Reihe  (2)  umkehren,  wodurch  man 
(§.  273,  2.) : 

0-1=^1  -f-..odera  =  l  +  il,  +T^+  i  .  2'.  3  +  •*• 

erhält,  und  dann  ^^  =  1  setzen. 

Ohne  jedoch  erst  die  Umkehrung  zu  Hilfe  zu  nehmen, 
darf  man  nur  in  der  vorigen  Reihe  (4)  o;  =  1   setzen ,   und 

man  erhält:  «  =  l  +  l-f-  —  +  j— ^  +  ^    l^  +  -  • ,  oder 

bis  auf  9  Decimalen  genau :  (5)  e  =  2*718281828. 

Die  logarithmischen  Reihen« 

§•  289.  Bezeichnet  a  die  Basis  oder  Grundzahl  irgend 
eines  Logarithmen -Systems,  so  ist  bekanntlich  die  Grund- 
gleichung der  Logarithmen:  0"=^,  und  daraus  für  dieses 
System  (m)  x=ilogy, 

$.  290.  Um  nun  logy  m  eine  Reihe  nach  y  zu  ent- 
wickeln ,  so  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung ,  wenn  man 
beide  Theile  zur  Potenz  z  erhebt,  a"  =  /,  oder  [§.  287  (3)]  : 

1  + -4|  ä;?  -f- •  •  =  1  +  «l  ^  "t"  •  •> 

wobei  Ax  =  (a  —  1)  —  ^  (a  —  1)*  +  •  • »  also  eben  so 
<»,  =  (y-l)-i(y-l)»  +  i(y-l)»-etc. 
ist.     Aus  dieser  identischen  Gleichung  folgt  ferner,   da  so- 
wohl  A^x^    als  auch   04    von  z  nicht   abhängen   (§.  112): 
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^,  x=«,  öderer  =  ^[(3^- l)-i(y-l)*  +  K.V-l)*-"]. 

Setzt  man  fftr  x  den  Werth  aus  der  obigen  Grleichung 

im)  und  Kürze  halber  In)  -r-  =  7 7^ — r? r^r-i — =-^^> 

^     ^  ^    ^    -^1  (a— 1)  — i(a~  1)'+.. 

SO  erhält  man: 

(1)    foj,y  =  if[(y_l)_i(y_l)»  +  i(y_  !)»_..]. 

und  wenn  man  y  + 1  statt  y  sohreibt : 

(2)  fcj,(l+y)  =  l/(y-iy»  +  iy»-iy'  +  ..) 

§.  291.  Der  von  der  Basis  a  abhängige  Factor  3/  heisst 
Modul  des  Logarithmen  -  Systems  der  Basis  a.  Nimmt 
man,  was  am  einfachsten  und  natürlichsten  ist,  M=^l,  wo- 
durch auch  (Gleichung  n)  ^^  =  1 ,  mithin  (§.  288)  a  =  e 
wird;  so  heissen  die  dieser  Basis  e  entsprechenden  Loga- 
rithmen natürliche,  oder  auch,  aus  einem  später  (§.  864) 
einzusehenden  Grunde,  hyperbolische  Logarithmen.  D« 
wir  diese  durchgehen ds  bloss  mit  l  bezeichnen  werden,  so 

folgt  (da  der  Logarithmus  der  Basis  in  jedem  Systeme  gleich 
Einsist)Z«=lund(3)Z(l+y)=y-iy*  +  iy3„|y4+.. 

§.  202.  Folgerung.  Für  y  =  a  —  1  hat  man  nach 
(3):  Za=(a— 1)  — i(a— l)*  +  i(a  — 1)3  — ..,  folglich 
§.  286,  (2) :  Ax=laj  daher  auch  §.  287,  (3) : 

und  §.  290 ,  (n) :  M=  /-. 

Um  vom  Logarithmen-Systeme  io^  auf  ein  anderes  log 
von  der  Basis  a  überzugehen,  hat  man  bekanntlich: 

Lässt  man  daher  die  natürlichen  für  die  bekannten  Lo- 
garithmen gelten,  so  erhält  man  logy=z-JL^=:  —Ixy  oder 

endlich  (vermöge  der  vorigen  Relation)  logy^='Mly\  dabei 
bezeichnet  M  den  Modul  für  das  System  hg  von  der  Basie  <i. 
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§.  2M.  Um  die  obige  Reihe  (2)  fl\r  Werthe  von  y  >  1 
gut  convergirend,  also  für  die  wirkliche  Berechnung  brauch- 
bar zu  machen,  setze  man  in  dieser  Reihe  —  y  statt  y,  und 
ziehe  von  ihr  die  dadurch  entstehende  Reihe  ab;  so  erhält 
mnn  log(l  +  y)  —  ^i^  (1  —  y)  oder 

(ß)    log  (4^J-)  =  2M{y  +  ^ ,,'  +  4y»  +  •  •) . 

und  wenn  man  - — —  = —  setzt ,    woraus  y  =  — — 

folgt  : 

(4)  loff  x  =  log  {x  —  1) 

+  ^^  Lsx-  1  +  3(2r  —  1)»    +     6(2x— 1)»   +   *    •   J' 

§.  2W.  Nach  dieser  schon  sehr  gut  convergirenden 
Reihe  erhält  man  die  natürlichen  Logarithmen  der  drei  er- 
sten Primzahlen  (die  Logarithmen  der  zusammengesetzten 
Zahlen  werden  durch  blosse  Addition  aus  jenen  der  Primzah- 
len erhalten)  wegen  ZI  =  0  und  ilf  =  1 : 

'2  =  2(-f +  ^  +  ^+  .  .  )  =  0-69314718, 
;3  =  Z2  +  2(4-  +  ^  +  ^  +  ..)  =  l-09861229, 

/5  =  2/2  +  2  (--  +  ji^  +  .  . )  =  1'6094379L 

Daraus  hat  man  z.  B.  für  die  zusammengesetzte  Zahl  10: 

Z 10  =  Z  2  +  15  =  2-30258509. 

§.  295.     Um  diese  letzte  Reihe  (4)   noch   convergenter 
zu  machen,  setze  man  x  =  z^\  so  erhält  man,  wegen 
loff  (jf  —  1)  =  log  (z^ ^  1)=^  log  {z  -^  l)  -{-  log  (z  —  1) ,   sofort 
(5)  logz  =  i,[log{^z-\)'^log{z  +  l)'] 

§.296.  Setzt  man,  für  den  Fall,  dass  die  Logarithmen 
auf  20  oder  30  Decimalstellen  berechnet  werden  sollen,  in  der 

R<'ihe  (ß),  §.  293:  y  =  — rzn — '  ^^  erhält  man: 


im 

7^^(^-0'(^-h2)_oiyr         2,2',         1 

und  <]araus,  wenn  man  die  eingeklammerte  ßeibe  durch  R 
bezeichnet,  die  von  Borda  gefundene  Formel: 

(6)  %(*  +  2)  =  2/o^(^  +  l) 

+  fo^  (x  —  2)  —  2  %  (o?  —  1 )  +  2  Jffi. 

§.  2öt.    Setzt  man  in  der  nämlichen  Reihe  (ß)  y  =  ^-^, 
wodurch  T-^  =  —  wird ;  so  erhält  man 

und  daraus  viele  gut  convergirende  Reihen,  wenn  man  den 
unbestimmten  Grössen  p  und  q  solche  Werthe  beilegt,  dass 
sich  diese  erstlich  in  einfache  Factoren  zerlegen  lassen,  und 
femer  p  —  q  bedeutend  kleiner,  als  p  -1-  ?  ausfällt.  Solche 
Werthe  sind  z.  B.  die  folgenden: 

p  =  Ä*  —  25^*  =  «*  (x  +  5)  («  —  5)  und 
5  =  4?*  — 25^2-|-144=:(a?  +  3)(a?  — 3)(«-f4)(^  — 4); 
denn  man  erhält  damit  aus  (^),  wenn  man  der  Kürze  wegen 
die  Reihe 

W  7«  ^    I       W  ^^  Vi  —  P 

\   X*  — 25x>+72   /"^     3    \r*  — 25r*+72/    T   •  •  — -» 

setzt,  die  von  Haros  herrOhrende  Reihe: 

(7)  log(x-\-5)  =  log(:ü+4)  +  log(a:  +  8) 

+  loff{a!  —  4)-\-log(x  —  3)  —  2  log a  —  logix  —  b)  —  2MR 

An  merk.  So  brauchbar  auch  diese  bisher  entwickelten  Reihen  sein  mö- 
gen, so  würde  man  doch  noch,  wenn  es  sich  hent  sa  Tage  nm  die 
Berechnong  von  aasgedehnten  logarithmischen  Tafeln  handeln  sollte, 
mit  grossem  Vortheile  damit  ein  Verfahren  in  Verbindung  bringen, 
welches  die  Differenzenreihen  an  die  Hand  geben  [I.,  302]. 

§.  296.  Ausser  dem  nattkrlichen  Logarithmen -Systeme, 
welches  ausschliessend  in  der  Analysis  angewendet  wird,  ist 
noch  vorzüglich,  und  zwar  durchgehends  beim  Rechnen,  das 
Briggische  System,  welches  10  zur  Basis  hat,  im  Ge- 
brauche«   Da  aber  für  dieses  System  der  Modul  (§.  292) 

ist,  so  wird  man  (§.292)  die  natürlichen  Logarithmen  (/)  in 
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Brigg'sche  (die  wir  immer  durch  log  bezeichnen  werden) 
umwandeln,  wenn  man  die  erstem  mit  diesem  Decimalbruche 
'434  .  .  .  multiplicirt,  dagegen,  umgekehrt,  diese  letztem 
auf  natürliche  Logarithmen  bringen,  wenn  man  sie  durch  diesen 
Bruch  dividirt,  oder,  was  bequemer  ist,  mit  Z 10  =  2*30258509 
moltiplicirt. 

§.  290,  Da  wir  die  Eigenthümlichkeiten  und  Vorzüge 
dieses  Systems  als  bekannt  voraussetzen  dürfen,  so  wollen 
wir  hier  nur  noch  kurz  einen  Satz  ableiten  ,  auf  welchem 
der  Gebrauch  der  Tafeln  beruht,  und  in  den  Elementen  nur 
aus  den  Tafeln  selbst  nachgewiesen  werden  kann. 

§.  SOO.  Setzt  man  in  der  Reihe  (2),  §.  290,  in  welcher 
jetzt  M  den  B  r  i  g  g' sehen   Modul  bezeichnen  soll,  y  =  —  ; 

so  erhält  man  log  (n  -^-1)  —  togn  =  M\ ■— I  -f-  •  •  l» 

eiue  Reihe  ihr  die  Differenz  der  Logarithmen  zweier  um  eine 
Einheit  von  einander  verschiedener  Zahlen. 

Ist  nun  bereits  n  >  10000,  also  —  <  '0001  und 

4-(4-)'<o-5," 

80  hat,  da  auch  überdies  noch  M'^i  ist,  selbst  schon  das 
zweite  Glied  dieser  Reihe  auf  Tstellige  Mantissen  keinen 
Einfluss  mehr,  und  man  kann  daher  fbr  Tafeln,  welche  die 
Logarithmen  auf  höchstens  7  Decimalstellen  enthalten,  und 
für  Zahlen  n,  welche  schon  nahe  gleich  10000  sind  oder 
diese  Zahl  übersteigen  (für  6-stellige  Mantissen  brauchen 
diese  nur  1000  zu  übersteigen)  setzen: 

log(n+l)  —  logn=  —. 

Unter  den  nämlichen  Bedingungen  ist  aber  auch 

log(n  +  2)-log(n  +  l)=^, 

und  da  bei  dieser  Grosse  von  n  und  bis  auf  die  angenom- 
mene Grenze  von   7  Decimalstellen    (wie  man  leicht  findet) 

"  i  i~  ""^  —  i»t :  so  hat  man : 

log  (n  -|-  1)  —  log  n  :  log(n'\-2)  —  log(n  -{^  1) 

Burg*!  Compmtdiom  d.  bOh.  Math.  13 
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d.  h.  es  yerhalten  sich  unter  diesen  Bedingungen  die  Diffe- 
renzen der  Logarithmen ,  wie  die  Differenzen  der  zugehöri- 
gen Zahlen. 

Bekaontlfch  beruht  aof  diesem  8atee  die  Methode,  um  aus  einer  sol- 
chen 7itelligen  Tafel ,  die  gewöhnlich  die  Logarithmen  aller  Szifirigen 
Zahlen  unmittelbar  enthält,  auch  die  Logarithmen  der  6,  7  und  in  man- 
chen Fällen  Sziffrigen  Zahlen  mit  Hilfe  der  Proportionaltheile  zu  finden. 
[Noch  Mehreres  hierüber  in  L,  307,  ff.] 

§•  801.    Um  eine  Reihe  für  die  entsprechende  Zahl  durch 
den  Logarithmus  ausgedrückt  zu  finden ,   setze  man  ^  =  j;  ; 

80  wird,  §.  288:  o?  =  1  4"  ^  +  , — ä  "f"  ,   «  «  +  •  •  •»  oder  we- 

gen  z=zla  =  -^^  auch: 

(8)  .=  l  +  (^^)  +  -i.(^')V^(^)V..^ 

{^  =  -~>^=+~j-     [Im  309,  ff.] 

§.  S02.  Mit  Hilfe  der  logarithmischen  Reihe  (2),  §.  290, 
l'asst  sich  nun  auch  eine  Formel  zur  approximativen  Berech- 
nung von  a  aus  der  Gleichung  af=^a  entwickeln,  üonn 
ist  a  =  a  ein  vom  wahren  Wertbe  um  keine  ganze  Einheit 
mehr  abweichender  erster  Näherungswerth ,  welcher  durch 
ein  paar  Versuche  leicht  gefunden  wird ;  so  setze  man 
(rn)  ^  =  a  +  y,  wobei  also  y  ^  1  ist.  Dadurch  erhält  man, 
wegen  xUyg  x=^loga: 

%a  =  (a+y)%  (a  +  y)  =(a4-y)|^%Qi4-  %|^1  +  ^)J, 

oder  wegen 

%('  +  I)=4'7t(-^)"+ ■■■]=?•    ; 

wenn  man  nämlich,  da  es  sich  nur  um  einen  einfachen  Nähe- 
rungswerth  handelt,  die  höhern  Potenzen  von  —  auslässt: 

%  a  =  (a  +  y)  (  %  a  +  -fj  =  »  %  OL  +  Mt/  +y  %a 

(wenn  man   nämlich  wieder  auslässt)  und  daraus  als  Nä- 
herungswerth  für  y: 

(Q\    ,,  —  %«  —  =^  %  » 


l9Sk 

Um  X.  B.  aus  der  Gleichung  x*  =  645  den  Werth  Ar  j;  cu  finden, 
hat  man  nach  dieser  Formel,  da  4^=^256  and  5^»»S125  ist,  also  x 
iwischen  4  und  5  liegt ,  fftr  a  =  4*5  ,  wegen  a  «>  645  und  (§.  S98) 
if= '4342945,  sofort  ^=  —  '119.  Mit  diesem  Werthe  ist  x  =  4'5 — *119 
=  4*381  genauer,  als  der  vorige  Werth  x,  Lftsst  man  diesen  letstem 
Werth  filr  a  gelten,  and  berechnet  nach  der  n&mlichen  Fonnel  (9)  da- 
fiQrjr,  so  erh&lt  man  ^  =  -^'00109,  also  ist  noch  genauer:  x«»»  4*381 
— '00109  =  4*37991.  Seut  man  aber  neaerdings  a  =  437991,  so  findet 
man  jr=  —  'O'l,  also  x  —  4*37991  —  'O'l  =  4*3799099,  welcher  Werrh 
bereits  schon  bis  einschliessig  zur  7.  Decimalstelle  richtig  ist  and  dnrch 
Fortsetzung  dieses  Verfiihrens  leicht  noch  genauer  gefunden  werden 
konnte.  ^ 

Convergenz  unendlicher  Factorenfolgen. 

§.  SOS.  Um  zu  untersuchen,  uuter  welchen  Bedingungen 
eine  unendliche  Factoreniblge  F=  a^  a^a^  • » *^ öiH-i  • .  ♦  con- 
vergirt,  d.  h.  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  um 
80  mehr  nähert,  je  mehr  Factoren  von  vorne  herein  man 
beibehält ;    so    bemerke    man ,    dass    wegen    (§§.  289 ,    291) 

0.  =  «^,  auch(l)i?'=^''*'+^^'  +  ---^'^+--  ist.  Istnun 
die  unendliche  Reihe  (2)  /a,  +  /a,  +  . . .  -f-  Zon  -f"  •  •  •  con- 
vergent,  und  s  ihre  Summe,  so  ist  auch  /'=€'  conver- 
gent  und  von  Null  verschieden.  Ist  dagegen  diese  Beihe 
(2)  divergent,  also  ihre  Summe  =  ± oo;  so  ist  im  er- 
sten Falle  /5^=«+~  =  oo  divergent,  und  im  zweiten  FaUe 
F=ze^<^  =  0,  also  convergent  und  gleich  Null. 

.     1.    So   ist   z.   B.   far   die    unendliche  Factorenfolge    (1  -}-  1)  (1  -|-  i) 
Cl  +  i)  (1  +  A)  •  •  •  die  obige  Reihe  (2)  sofort: 

Setzt  man  Kürze  halber  den  Quotienten  (§.  282) 

an  «n-fl      ^ 

an  —  a«-f  1 

löst  hicr/ll  +  —  jund/il  +  j— — ^1  nach  §.  291    (3)    auf,   und  be- 

hiUt   dabei    nur   immer    das    erste    Glied    dfir    Ueihe    bei;    so   erhält    man 

^ ~  "7 — ,    ,x., i  =*  -T — ; — r .     Die    vorige    Reihe   ist   demnach ,    da    f&r 

(n  4"  1)   — •«  2n4-l 

n«<>a,  0  =  0  wird,  convergent;  es  convergirt  also  auch  die  vorliegende 
imendliche  Factorenfolge  gegen  eine  endliche  Grenze. 

2.  Für  die  Factorenfolge  (l  _  J)  (l  ^  J)  (1  —  |)  . .  Ii  _  JL^  .  .  . 

13* 
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wird  die  obige  Reihe  (8)  lofbrt  /  (l  _  ^)  4.  /  (i  — .  ^  +  . . . ,  und  Ar  dioe, 

nach  einem  Ähnlichen  Verfi&hren,  Q  =: — ; — r  =:  —  1.      Diese  Reihe 

ist  also  divergent  und  (da  Q  negativ  ist)  ihre  Snnune  =^-*<k);   es   con- 
vergirt  demnach  die  betreffende  Factorenfolge  gegen  Nnll. 

8.  Da  man  hingegen  flElr  die  Factorenfolge  (1  +  i)  (1  +  i)  •  •  I  ^  H )-« 

Q  =  — ;-— =  1  findet ,    so  wird  diese  fÄr  n  =■  c«  ebenfalls  Unendlich 

n-f-  1  —  n 

und  ist  sonach  divergent. 

4.  Fflr  die  unendliche  Factorenfolge 

(l±x')(,±|l)(,±i;)...(l±-fl)... 

findet  man,  dass  sie  fftr  einen  jeden  endlichen  Werth  von  x  gegen  eine  be- 
stimmte endliche  Grenze  convergirc. 

5.  Um  endlich  noch  zu  untersuchen,    ftlr  welche  Werthe  von  x  die 

_              .,       m(m— 'l)(m  —  2)  .  . .  (m  —  w -f- 1)  .,  ,    ,. 

Factorenfolge-—^ — - — — ^ ■ — ^x",  welcher  man  auch  die 

Form  imll-^  —  lll  —  —  |...ll 1  - —    geben    kann  ,    conver- 

gire,   wird   daftlr   die   obige    Reihe   (2):     /|i  ^y^-|- .. -f- //i- — J 

-f-  n  I  Ix 1 ,    wobei   sich  das  letzte  Glied  ,    bei    der  unendlichen  Zo- 

In 
nähme  von  n  (weil  dabei  gegen  Nall  convergirt,  I.,  318),  auf  n/r  re- 
it 

dncirt.     Für  positive  Werthe  von  m  ist  die  Summe  dieser  Reihe  bis  ein- 

schliessig  zum  vorletzten  Glied  genommen,   da  sie  steigend,    also  divergent 

ist,  und  die  Logarithmen  negativ  sind,  gleich  —  c\> ;  es  ist  also  für  n  =  ^ 

die  Summe  der  ganzen  Reihe  =  cv>  (— - 1 -|- /x) ,   und  daraus  folgt,  dstf 

ftlr  negpAtive  Werthe  von  /  x  überhaupt ,    also  für  or  •<  1 ,    dann   für  soldie 

positive  Werthe,  wofür  /  x  <:  1,  also  für  2  <:  e,  mithin  zusammen.  Überhaupt 

für  X  ^  1 ,  die  besagte  Reihe  (2)  gleich  —  co ,  demnach  endlich  die  vor- 
liegende Factorenfolge  gleich  Null  wird ;  femer,  dass  für  x >•  e  (d.  ux>  2*718), 
wofür  nftmlich  /r>l  ist,  die  Summe  dieser  Reihe  =-|-c«,  folglich  die 
Factorenfolge  divergent  oder  Unendlich  wird.  -—  Für  negative  Werthe 
von  m  hingegen  ist  für  n  >•  css  die  Summe  dieser  Reihe  (2)  =  od  (1  -f  Ix), 

also  für  X  ^  1    sofort  =  +  «^  >    nnd   für   solche  Werthe   von  x  <  1 ,  to 

welche  dem  numerischen  Werthe  nach  /  x  >•  1  ansf&Ilt  (da  dabei  l  x  negt- 
tiv  ist)  a«— ^(v>:  die  Factorenfolge  selbst  ist  daher  im  ersten  Falle  diver- 
gent und  im  zweiten  convergent  und  gleich  Null.     Alles  susammengefatftf 
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lieht  Duu  aUo,  dais  die  hier  vorliegende  Factorenfolge  bei  jedem  Werthe 
^Qü  m^  fyx  x<l  conrergent  und  gleich  Null,  dagegen  im  Allgemeinen 
f5r  x>l  dirergent  und  Unendlich  sei. 


Zehntes  Capitel. 

Trigonometrische  Reihen.    Berechnung  von  «.  Moivr- 
sehe  Formel.    Binomische  Gleichungen. 

§.  SM.   Setzt  man  Kürze  halber  V^-—  1  =  t  und  in  der 
Reihe  (4),  §.  288,  statt  a  einmal  a;  i  und  dann  —  ^  t ;  so  er- 

X  X   1  X  X  i 

hält  man :    «^  =  14-^1 r — -  +  - — - — -  4-  •;; — 

'  2  2.3'2.8.4'      2.  ..5 


jp*     ,     Jr't     ,        X*  x*i 


etc.  und  e^"**  =^1  —  xi 1 1 etc. 

2~2.3'2.3.4  2.  ..6 

Femer  ans  diesen  beiden  Reihen,  wenn  man  sie  einmal  zu- 
Bammen  addirt  und  dann  auch  von  einander  subtrahirt,  im 
erstem  Falle  sogleich  durch  2,  und  im  letztem  durch  2 1 
diyidirt : 

e**  + «— *<        -  X*     ,         T*  X*        X  j 

-^^i— =  1  -  T- +  äTsTt  -  «TTe  +  •  •  • '»»** 

e**  —  e— *< x^     ,  X» 

Ti  *"~  iTS    '    2.3.4.  5         ■  ■  • 

§.  805.  Bezeichnet  man  den  ersten  dieser  beiden  Expo- 
nentialausdrQcke  durch  f{x)  und  den  letztem  durch  ^  {x\  so 
erhält  man  ganz  einfach  daraus  folgende  Relationen:  /(O)  =  1, 

=  -?(+^),/(2^;  =  2/(^)*~l  =  l-2y(^)%  ?(2*) 
~2f  (j?)/(ä)  u.  s.  w,,  so  wie  auch  noch,  f  (a?±y)  =  y  (j?) 
/(y)  ±  ?  (y)/ W  und/(ar  ±y)  =f(x)f{y)  zp  ?  W  9  (y)  [Im328]. 
Aus  allen  diesen  Relationen  folgt  aber,  dass /(^)=  00«« 
und  ff(x)^=^8inx  sei.  *) 

**)  Da  hier  immerhin  der  Zweifel  bestehen  kann,  ob  diese  beiden  durch 
(p  (7)  und  /(r)  bezeichneten  Reihen  in  der  That  aneh  alle  Eigen- 
Schäften  und  Werthe  der  in  der  Trigonometrie  unter  dem  Namen 
Hinu»  und  Cosinus  bekannten  goniometrischen  Linien  ausdrücken,  und 
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§.  306.  Man  hat  demnach  folgende  wichtige  Aasdrücke: 

(1)  8m.x= 2Y^\ »  (^)  co8x= 2 ' 

(3)  «n.  d?  =  ar  —  ^  +  r-^  —  .  .  . , 


2-3    '     2  ...  5 

(4)  co«^=i--f +  ^:^-irT76+ •  •  - 

{;r  =  —  oo,   4?=+ooflir  beide  Reihen.} 

6.  307.     Weffen  tanq  x  = und  cot  x  =  -: — erhält  man 

ganz  einfach,    wenn  man  für  mix  und  cosx  die  Reihen  (3) 
und  (4)  substituirt: 

(5)   toflSP^  =  ^  +  —  +— +    inTT+3'.5.7.9+    ••• 

(6)  co<j?  =  — -h  — ~^r^-  jiT^Ty-  ... 

[Wie  man  in  dioee  Reihen  durch  Einüährnng  der  Bernoalliechen 
Zahlen  (§.  245,  Anmerk.  1)  ein  Gesetz  hineinbringt,  so  wie  die  Entwieke- 
lang  der  Beihen  ftkr  Isinx,  Icoax  etc.,  s.  m.  I.,  333,  ff]. 

§.  308.  Um  X  durch  sin  x  und  lang  x  auszudrücken,  er- 
hält man  durch  ümkehrung  der  Reihen  (3)  und  (5)  [§.273, 
Beispiele  3.  und  4.  :J 

fftr  die  Analysis  die  Kenntniss  der  Elementar.Trigonometiia  dnrchani 
nicht  unentbehrlich  ist;  so  kann  man  auch  den  umgekehrten  Weg 
einschlagen,  nämlich  die  Trigonometrie  ganz  ignoriren,  diese  beiden 
Beihen  (p  (x)  und  f(je)  auf  irgend  eine  Weise  benennen  und  beieich- 
neu  (woftr  man  jetzt  allerdings,  um  Verwirrungen  zu  renneiden,  du 
Geschichtliche  respectiren,  und  diese  Functionsreihen  durch  ^»itiu  nnd 
Cosinus  bezeichnen  wird)  und  sp&ter  erst  in  der  Geometrie  nachwd' 
sen,  dass  diese  ziffermAssig  berechneten  Beihen  die  Lftngen  gewisser 
Linien  angeben,  wenn  nJUnlicb  x  numerisch  gegeben  ist  und  die  Llnge 
einef  Kreisbogens  rorstellt 

Man  kann  allerdings  diese  beiden  Beihen  auch  aus  schon  bekanates 
Eigenschaften  des  Sinus  und  Cosinus  der  Trigonometrie^  so  s.  B  /(f) 
ans  jener  cos{ —  z)  =r  co«  (-{-  js)  ,  co«  0  =■  1  ,  cos  2  x  «=  2  cot ;r*— ' 
u.  8.  w.  herleiten,  allein  man  gewinnt,  wie  es  sich  von  selbst  versteht« 
dadurch  Nichts  an  Beweiskraft ,  und  es  gilt  auch  für  diesen  Fall  die 
eben  gemachte  Bemerkung. 


,„.  .     1  .  nnx'      ,     1  .  Sginx*    .       1.3.5  «tax*      . 

(0    X  =  mS-\ rr3"+    2.4.5+     2.4.6.7     +  '•• 

fsinx=^  —  1,  «n;p=  +  lj, 

(8)   X  =  tanff  X  —  ^  txxng  ä'  4"  i  ^^'WS'  «^  —  \  ^^^  4?'  +  .... 

\tanffjc  =  — 1,  tengr  «= -|- Ij. 

Anmerkang.  Diese  letztere  Reihe  kann  auch  direct  aaf  folgende 
Art  abgeleitet  werden:  aus  den  Gleich.  (1)  und  (2),  {.  806,  folgt 
dnrch  Addition  und  Sohtnction  (wieder  V^— l^t  geeetxt^: 
e^  =  cot  r  +  I  «tn  r  ^  CO«  X  ( 1  -f-  I  lang  x  )  nnd  e^-**  »  eo«  r  — 
t  «M  X  =r  CO«  X  (1  —  i  lang  x),  nnd  wenn  man  aof  natOriiche  lioga- 
rithmen  ftbergeht:  xi=lcoM  x-\-  l  (l  -f-  i  tang  x)  nnd  —  xi  =  Icot  x 
-|- /(l  *— i/ont^x);  diese  beiden  letztem  Gleichungen  von  einander 
abgesogen ,    erfailt  man ,    wenn   man  anch  gleich  durch  1 1  diyidirt : 

endlich:  x  i«  loa^  x  —  |^  taii^ x' •4' i  <<i"9 '* "^ •  •  • 

Reihen  znr  Berechnnng  der  Ladolphiechen 

Zahl  ir. 

§•  M9.     Setzt  man  in  der  vorigen  Reihe  (8) 

80  erhftlt  man,  wegen  Uxnffa=^tanff4^^=l,  sofort  die  zu- 
erst von  Leibnitz  aufgestellte  Reihe: 

^=1-1  +  4-1  +  ..., 

welche  jedoch  wegen  ihrer  zu  geringen  Convergenz  zur  Be- 
rechnung selbst  nicht  brauchbar  ist. 

§.  SlO.  Dagegen  erhält  man  fbr  a  =  30^  =  -  aus  der 
genannten  Reihe,  wegen  ton^ 30®  =: -y- ,  die  schon  besser 
convergirende  B^e  ^  =  ^-j^^  + j-^- ..  oder 


=  2K3(l-J^  +  J^-^  +  ..). 
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§.  811.     Setzt  man  a  +  ft  =  45°,  so  wird  (§.  22) 

und   aus   dieser  letztem   Gleichung  für   Umga=:^i^   sofort 
tanff  6  =  ^.  Nun  ist  aber  wieder  nach  der  Reihe  (8),  wegen 

ton^a=^  sofort  a  =  J^ •  +  ••  ^^^  wegen  tangb  =  ^: 

3  •  2 

6  =  ^ j  +  •  •  •  >  mithin  wenn  man  diese  beiden  Reihen 

S  ■  o 

addirty  wegen  a-f-Ä  =  -,  sofort: 

4         \1.2         3.2*    '5.2»         ";     '     \1.3         S .  3*  ~  5 . 8»        *    /* 

Nach  dieser  von  Euler  herrfihrenden ,  sar  wirklichen  Berechnung 
ftuBserst  beqnemen  Reihe  findet  man  tCtx  die  ersten  16  Dedmalstellen : 
ir  —  3*1415926535897932. 

A  n  m  e  r  k«  Gesttttst  auf  das  hier  angewandte  Verfahren  ,  den  Bogen 
Ton  45^  in  2  odsr  mehrere  andere  Bögen  su  zerlegen,  deren  Tan- 
genten passende  Werthe  haben,  lassen  sich  noch  Tiele  andere 
•und  st&rker  convergirende  Reihen  herleiten.  So  wird  s.  B.  ftr 
2a -|- 6  =  45^  und    tanga=:  ^  f    woAr  man  tangb=:\  findet: 

Für  4a  +  b  =  45®  und  fang  a  »—  i ,   wozu  lang  6  =?  ^  ^f^  gefanden 
wird,  erhAlt  man; 

T  ="  *  (r75  ~  37?  +  •  •  7  *~  \239 ""  sTSsT»  "^  •  •  T 

n.  8.  w.  p.,  337,  ff.] 

3fott7r^'sche  Binomialformel. 

§.    S12.     Aus    den    Gleichungen  (1)  und   (2),   §.  306 
folgt y  fortwährend  |/^— l==i  gesetzt: 

(a)     cos  xdbi8ina=^  «***. 

Eben  so  ist   auch   cos  y  ü  sin  y  =  e^*^ ,   mithin ,  wenn 
man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt: 

(6)  (cos adzisin x)  {cos i/dztsiny)  =  cos (j? -|- y) ± t sin  (x  +//)♦ 
Setzt  man  in  (a)  a  dt  2rir  statt  «,  wo  r  jede  ganze  po- 

sitive  Zahl  bezeichnen  soll ;  so  erhält  man  wegen 

cos  (x  ±  2rw)  =  cos  X     und     sin  (x  ±  2rw)  =  sin  x, 
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lofort:  easadbinnx  =  e^*^'^^^^9  und  wenn  dieee  Glei- 
chung zur  n***  Potenz   erhoben  wird ,    wo  n  jeden   Werth 

haben  kann :  {cos  adbi  sin  x)^  =  «  ^  "*  ^'  ^  ^'^^  und  endlich 
mit  BeruckBichtigung  der  Gleichung  (a),  wenn  man  in  der- 
selben n (dr zt: 2rir)  statt  x  setzt: 

(1)   {cos x±i sin  x)*  =  cos n{x  ±  2ric)  ±  t  sin  n{x db 2nr), 

welche  Formel  unter  dem  Namen  der  Jlfotvre'schen  Bino- 
mialformel  bekannt  ist*). 

§.  SIS.  Ist  in  dieser  Formel  (1)  n  eine  ganze  Zahl,  so 
erhalt  man  für  die  Entwicklung  (da  cos  und  «tnn (x db 2rir) 
=  cos   und   sin  nx   wird) ,    wie    es    sein    soll ,    nur   einen 

Werth.    Ist   dagegen   n  =  —  ein   zur  kleinsten  Benennung 

gebrachter  Bruch  vom  Nenner  m,  so  erhalt  man  für  r  =  0, 
1,  2,...  m  —  ly  m,  m-f^I»'-*  &us  n (^  =b 2rfr)  der  Reihe 

,       ,.       ^  <  <         ,     3<  <         ,    S«  (m  —  1) 

nach   die   Bögen:    — «,    —xdc.  —  ir,...— «± ir, 

m  m  m  m  m 

I— jf±2«ic|,    I— xdb  —  'jrd::2«ic  I  u.'s.   w. ,    von   welchen 

aber,  man  mag  nun  durchaus  die  obem  oder  untern  Zei- 
chen beibehalten y  wie  man  sieht,  nur  die  m  ersten  (nicht 
eingeklammerten)  verschiedene  Sinus  und  Cosmus,  da- 
gegen der  m  + 1.  mit  dem  1.,  der  m  +  2.  mit  dem  2.  u.  s.  w. 
denselben  Sinus  und  Cosinus  besitzen,  so,  dass  also  die 
Entwicklung  (1),  in  diesem  Falle,  wie  es  sein  soll,  m  und 
auch  nur  m  verschiedene  Werthe,  und  zwar  dadurch  lie- 
fert ,  dass  man  nach  und  nach  r  =  0 ,  1 ,  2 , . . .  (m  —  1) 
setzt.  Behält  man  jedoch  die  doppelten  Zeichen  bei, 
80  darf  man    zur   Gesinnung   dieser  m  Werthe,  wie  leicht 

zu  sehen ,  diese  Substitutionen  bloss  bis  r  =  — ,  wenn  m 
gerad  und  r  =  — - — ,   wenn  m  ungerad  ist,   fortsetzen. 


*)  Eigentlich  yentand  man  darunter ,  selbst  bis  auf  die  neueste  Zeit, 
die  spedellere :  {cos  x  z^i  »in  x)*  =  com  nx  ^isin  nx^  welche  aber  nur 
för  ganze  Zahlen  ron  n  giltig  ist 


Dehn  ist  m  gerad,  80  entsteht  für  «•  =  ---  +1  ^in  Bogen, 

welcher  für  das  obere  oder   untere   Zeichen   denselben 
Sinus  und  Cosinus  besitzt,    wie  der  durch  die  zweit  vor- 

hergehende  Substitution  von  r  = 1  entstandene  Bogen 

für  das  untere  oder  obere  Zeichen;  dasselbe  gilt  von  den 

beiden  Bügen,  welche  durch  die  Substitution  von  r  =  — 1-2 

und  r= 2  entstehen  u.  s.  w.    Ist  aber  m  ungerad, 

flH  I        I    1  «M      I        I 

so  gibt  die   Substitution  von   r  = h  1  = einen 

Bogen ,    welcher   für    das    untere   oder   obere   Zeichen 
denselben  Sinus  und  Cosinus  erhalt,  wie  der  aus  der  Sub- 

stitution   von  r  =  — - —  für  das  obere  oder  untere  Zei- 

chen;   dasselbe  gilt  für  die  beiden,   aus  den  Substitutionen 

von  r  = und  r  = entstehenden  Bogen  u.  s.  w. 


§.  814.    Für   a  =  0  und  0;  =  ^  erhält   man   aus  der 
Gleichung  (1),  §.  312  beziehungsweise: 

(2)  (4-  l)*  =  (?o«2rn7rü«n2rnir, 

(3)  (—  1)»  =  cos  (2r  +  l)nir  db  t  «n  (2r  +  l)nir, 

und  es  ^t  auch  von  diesen  beiden  Formeln  das  eben  An- 
geführte. Man  erhält  nämlich,  sowohl  für  (-{-1)*  als  fi^ 
( — 1)*,   nur   einen    Werth,    wenn  n  eine  ganze  Zahl, 

dagegen  m  Werthe,   wenn  n  =  —  ist,    und  zwar  dadurch, 

dass  man   (mit  Beibehaltung  der  doppelten  Zeichen)  nach 

und  nach  r  =  0,  1,  2, . .  •  —  oder  setzt ,  je  nachdem 

X  31 

tn  gerad  oder  ungerad  ist. 

§.  816.   Setzt  man  in  der  Relation  (6),  §.  312,  ns  statt 
w  und  y  =  zkL2rn^,  so  erhält  man 

(co«  na  dz  i  sin  na)  {cos  2rn «  dz  t  sin  2rn  w) 

=  cos  n  (o;  =b  2rir)  dz  t  sinn(adz  2rir), 


nämlich  dasselbe  Resultat,  wie  in  der  Fonnel  (l),  §.  312, 
80,  dass  sich  also  diese  letztere,  mit  Rücksicht  auf  die  yo- 
rige  Gleichung  (2)  auch  so  darstellen  lässt: 

(4)    (cos  xdtisin  xY  =  (4*  1)"  (e08  na  ±  i  sin  nx). 

Aus  dieser  letztem  Formel  folgt  auch  noch  fttr  «=^: 

(5)    (—!)•  =  (+ l)«(co«nirdbt«nn^), 

und  man   erhält  sonach  aus  diesen  beiden  Formeln,   wenn 

n  =  —  ist,   die  m  verschiedenen   Werthe,   indem  man  deja 

m 

Werth  von  cos  na  dbiainnx  und  cos  n  tt  ±  i  «n  n  tt  nach 
und  nach  mit  den  m  verschiedenen  [aus  (2)  zu  findenden] 

Werthen  von  (+ 1)"*  multiplicirt. 

Für  x  =  —  erhält  man  noch  aus  (4) : 

(6)     (=bt)-  =  (+l)-(co«^ir±t«n|,t), 
woftür  dieselbe  Bemerkung  gilt. 

An  merk.    Venteht  man   unter   (1)"*,   wie   bisher,    die  s&mmtli- 

§_  • 

chen  m  Werthe  oder  Wurzeln  von  l"*,  dage^n  unter  l"*  nur 
den  einen,  gewöhnlichen  oder  sogenannten  arithmetischen 
Wertb,    und  macht    man    flberhaapt    denselben   Unterschied   auch 

"  swischen   (a)»  und   (wenn  ■  gebrochen  ist)  ö» ,    log  (x)   und   log  a 
u.    B.    w. ;    so    erhält    man    sofort    auch    die    m    Wnrxeln    von 

1  1 

m  —  _— 

K  ^  a  ^  (it  ^^  f    indem  man  die   aritbmetlBche   Worsel   a*"  mit 

1^ 

den  m  Wunela  von  (db ')"*  der  Reihe  nach  mnltipHcirt;  denn 
es  ist 


|/-to=k^dbl.Vo  =  (±l) 


(VergL  auch  §.  181). 

§.  816.    Da  sich  die  Formeln  (2)  und  (3),  §.  314,  mit 
Bficksicht  auf  jene  (a),  §.  312,  auch  so  darstellen  lassen : 

(7)   (4- 1)»  =  €  =t «^««'^  und  (~1)»  =  «±(^^+^)»»^ 

60  erhält   man   daraus,    wenn  man  natürliche  Logarithmen 
nimmt  und  überall  gleich  durch  n  abkürzt:  /(-}-  l)  =  ±2rtir 
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und  l  ( —  1)  =  zb  (2r  +  1)  tw ;  woraus  sofort  folgt,  dass  so- 
wohl (wegen  r  =  09  1,  2»...)  der  positiven ,  wie  der  nega^ 
tiyen  Einheit  unendlich  viele  Logarithmen  zukommen,  dsss 
aber  unter  den  ersteren  nur  einer  (jener  für  r  =  0),  unter 
den  letzteren  aber  gar  keiner  reell  ist.    Da  femer 

Z(+a)  =  Z(-frl.a)  =  Z(4-l)  +  Z5  und 
/(— a)  =  /(— l,a)  =  Z(— 1)  +  Z5 

ist,  so  gilt  dieses  überhaupt  fbr  jede  Zahl,  und  wegen 
log  A=.  MlAy  auch  für  jedes  Logarithmensjstem. 

Allgemeine   Auflösung   der   binomischen 

Gleichungen. 

§.  817.  Mit  Hilfe  der  vorigen  Formeln  können  wir 
nun  auch  die  oben  (§.  194,  Anmerk.)  erwähnten  binomischen 
Gleichungen ,  welche  sich  immer  auf  die  Form  ^  :^  1  =  0 
bringen  lassen   (ist   nämlich  y*  =  ±u49    so  darf  man  nur 

y  =  ^|/4  setzen),  allgemein  auflösen. 

Für  die  Gleichung  ofL  —  1=0  hat  man  «  =  (+  1)* 
oder,  wenn  man  in  der  Formel  (2),  §.  314,  —  statt  n  schreibt: 

n 
8r  2r 

(a)    a  =  eoB  —  ir  =b  t  m  —  «, 

n  n 

aus  welcher  Formel  man  die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung 
durch   die   successive   Substitution   von   r  =  0 ,    1 ,   2 , . . . 

—  oder ,  je  nachdem  n  gerad  oder  ungerad  ist,  erhalt 

Anmerk.    Für   n   gerade   entstehen   3  reelle  Wurzeln  -|- 1  nnd 

—  1   [ans  den  Sabstitntionen   von  r  ^  0  und  r  =  — '] ;   ftr  »  u  n- 

gerade  nur  eine  reelle  Wurzel  +  ^  (ftn^  ^^  Substitution  tod 
r  =  0).  Alle  übrigen  Wurzeln  sind  imaginär  (und  entstehen 
aus  den  übrigen  Werthen  von  r),  welche  (übereinstimmend  mit 
{.  164)  paarweise  conjugirt,    und  überdiess,   wegen 

(ar      ,    .    .    2r    W       2r  .    .    2r    \        _ 

cos  —  « -4" » 'W  —  7t  11  CO*  —  ff  —  iBin  —  « I  =  1 1 
n       '  n    f\       n  n     f 

r  e  c  i  p  r  o  k  sind. 


].   Fflr  die  Gleichung  x*—  1  =0  folgt  ans  (s): 

und  man  eriiAlt  daraus  Ar  r  »<*  0,  1 ,  S,  beziehnngsweiffe : 

X  —  CO» 0  J[;  I «m 0  •—  1  ,•  CO*  —  i  t  #m—  •—  ±  i   und 

cof  «  i  » *««  w  s—  —  1. 

Die  4  Wnneln  dieser  Gleichung  sind  also  :    +1,   —  1 ,   -j"  V^ —  ^ 
und  —  1^—  1.  • 

S.   Für  die  Gleichong  x*  — ^  1  *«  0  erhAlt  man  aus  (a) : 

2r  ,    .     2r 

X  •-■  eo9  ---  K  i  t  «in  — —  n , 

5  9 

and  daraus  beziehungsweise  ÜLr  r  =  0,  1  und  2: 

x  =  co«0db»"»O=l,    CO»  72*'rt««a72*  und 
co«U4dbt«t»144- 

Die  5  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  daher  (mit  Zuhilfenahme  der 
trigonometrischen  Tafeln) : 

1,  -8090170  dl  -«ölOfteö  ]/—  1    nnd  —  '80901 70  ±,  •6877888  /  —  1. 

§.  S18.     Au8   der   Gleichung  d?»  +  1  =  0   folgt    eben 

90  4f=( — 1)",  und  wenn  man  in  der  Formel  (3),  §.  314, 

1 
—  statt  n  setzt: 

(ß)     «=3  0o«l Iffdztwnl ^Iw, 

aus  welcher  Formel  wieder  die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung 
erhalten  werden,  indem  man  nach  und  nach  r  =  0,  1,  2,... 

~-  —  1  = oder  setzt ,  je  nachdem  n  gerad  oder 

ungerad  ist. 

A  n  m  e  r  k.    Ist  n  gerad,    so  sind  die  s&romtlichen  Wurzeln  imagi- 
när,   ist   dagegen    n    ungerad,    so    erhftlt   man    eine   reelle 

Wurzel,   und  zwar  aus  der  Substitution  ron  r  =  — - — • 

1.   Um  die  Gleichung  x*  -f-  l  =0  aufzulösen .  hat  man  aus  der  Formel 

,«x  /2rH-l\       .    .    .    /2r+l\  ^  ^  ^ 

(/£) :  X  =  CO»  I  — ^ — I  ir  i  I  »in  I — ^ — I  ir,  und  daraus  rar  r  =r  0, 

1,  2  beziehungsweise: 

X  —  CO»  -J  «  i  t  »ta  i  w  ,     CO»  }  ff  J::  t  »tn  f  fr   und 
CO»  I  «  ifc  t  »tn  \  n. 


S.    Fflr  die  Gleichung  or*  4*  1  =  <)  erhält  man 

/2r+l\  .    /2r+l\     , 

und  daraus  für  r  =  0,  1  und  S  die  5  Wurzeln : 

X  =  COM  \it  :^i  sin  ^  k  ,     coa  j  ir  Ji  t  «in  j  ic    und 
cos  «  i  t  *in  ir  =r  —  1. 


Eilftes  Capitel. 

Entwickelung  der  Sinus  und  Cosinus  der  vielfachen^ 
dann  der  Potenzen  dieser  Functionen  der 

einfachen  Bögen. 

§•  SlO.  Durch  die  wirkliche  Potenzirung  des  Binoms 
co8X±i8inx  erhält  man  aus  der  Gleichung  (1),  §.  312, 
wenn  man  gleich  die  reellen ,  und  auch  die  imaginären  Glie- 
der fbr  sich  zusammennimmt: 

cos  7i  (xzti  2rfc)  -\-  tsinn  {x  ±  2r'jr) 
=  I  cos  X»  —  1 2)  ^^*  ^'^"^  ****  ^^  +  (4)  ^^^  ^*~*  «n  Ä*       ...  I 

-|-  i  1 1*1  cos  af~^  sin  x  —  1 3 1  cos  a?*-^  sin  o?'  +  .  .1 , 

oder^  wenn  man  cos  af*  herausnimmt  und  berücksichtiget, 
dass  im  Falle  n  gebrochen  ist,  die  sämmtlichen  Werthe 
von  cosaf^  erhalten  werden,  indem  man  (§.  315,  Änmerk.) 
den  arithmetischen  Werth,  welchen  wir  unter  cosa^  ver- 
stehen wollen,  mit  allen  Wurzeln  von  (-|- 1)*  raultiplicirt, 
auch: 

(1)     CO«  n  (j*  db  2r  w)  -|-  i  sin  w  (^  ±  2r  tt) 

=  (+  !)•  CO«  x'^hl  -  (2)  t.ng  x^  +  (4)  tang  x^  —  ..\ 
+  *  ((1)  ^^^^9  *  —  (3)  ^^9  ^"  +  -  •)]» 

"n  welcher  Formel,   da  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen 


207 


dr—   der    Convergenz   [welche    Grenzwerthe    noch    mitbe- 

griffen  sind,  wenn,  §.  282 ,  (9),  n  positiv]  coax  immer 
positiv  ist  9  es  für  jeden  reellen  Werth  von  n^  wenigstens 
einen  reellen  Werth  von  cosaf^  gibt. 

§.  SSO.  Ist  n  eine  ganze,  positive  oder  negative  Zahl, 
so  hat  ( + 1  )•  C08  a?*  nur  einen,  und  zwar  reellen 
Werth;  demnach  zerfallt  die  vorige  Gleichung  (1),  nach 
dem  Satze,  dass  die  reellen  und  imaginären  Theile,  für 
sich  genommen  beiderseits  einander  gleich  sind,  in  die  bei* 
den  folgenden: 

(2)     co8nx^=co8a^  —  (  2  )  ^^^  ^'^'^  «m  «•  +  . .  • 

(3)    «n  nx  =  I  "  l  CO«  x*~*  sinx  —  I  g  j  cos  a^^  «n  4r*  -f- .  •  • , 

wenn  man  nämlich  die  Multiplication  mit  cosa^  verrichtet 
und  die  2.  Gleichung  durch  i  abkürzt.  —  Für  den  beson- 
dem  Fall,  dass  n  positiv  ist,  brechen  diese  beiden  Reihen 
ab  und  sind  sonach  nicht  an  die  Bedingung  der  Convergenz 
g('bunden.  Zugleich  lässt  sich  auf  diesen  erwähnten  Fall 
immer  auch  jener  zurückführen ,  in  welchem  n  negativ 
ist ;  weil  (§.  11)  co8  ( —  n)  =  co8  (+  n)  und  sin  ( —  n) 
=  —  sin  (+  n)   ist. 


§.  321.     Ist  dagegen  n  gebrochen   und  gleich  — , 


80  hat  (§.  314)  (-|-  1)*"  m  verschiedene  Werthe,  wovon  nur    • 
einer,   wenn  m  ungerad,   und   zwei  reell   sind,   wenn 
m  gerad   ist.     Es   lässt    sich   daher   die   obige    Gleichung 
(1)  nicht  mehr  für  alle  Werthe  von  r,  sondern  nur  für  jene, 


für  welche  (-hl)*"  reelle    Werthe   erhält,    also   (§.   317) 

beziehungsweise  für  r  =  0  und  r  =  0,  r= — ,  auf  die  vor- 

hin  angegebene  Weise  trennen.  Für  alle  übrigen  Werthe 
von  r  zerfällt  jedes  der  beiden  Glieder  im  2.  Theile  der 
Gleichung  (1)  in  einen  reellen  und  einen  imaginären  Theil, 


was  man  am  besten  sieht,  wenn  man  flir  (-f-  1)*  den  Werth 
aus  (2),  §.  314,  substituirt.  Es  fallt  also  auch  die  Trennung 
der  Gleichung  (1)  durch  Gleichsetzung  der  rellen,  so  wie 
der  imaginären  Theile,   anders   aus  als  im  vorigen  §.     Man 

erhält   nämlich,    wenn   man  Kürze  halber  n  statt  —  stehen 

m 

lässt  und  die  obigen  Reihen  (2)  und  (3),  nämlich 

€08  a!^  —  I  2  I  cos  af-^  sin  x*  -{-.,,  =  R   und 

I  "  I  CO«  «*~*  sin  a  —  I  g  j  cos  «*"*  «n  «•  +  ...  =  iP    setzt : 

(4)  co«n(dJ±2r7r)  =eos2rnfc .  jR±«tn2rnir«  Ä', 

(5)  sin  n  (x  db  2r7r)  =  rb  sin  irniz .  R  +  co*  2rnff  .  i?, 

welche  beiden  Formeln  für  r  =  0,  wenn  lin  n=: — |  m  un- 

gerad,   und  für  r  =  0,  r= — ,  wenn  m  gerad  ist,   wie  es 

sein  soll,  in  die  obigen  (2)  und  (3)  übergehen. 

An  merk.     Da  t^iese  Formeln   (2)  —  (5),    den  Tall  ausgenommen ,  in 
welchem  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  ehenfalls  nur  innerhalb  der 

Grenzen  x  '^^  -—  verl&ssliche  Resultate  Uefem ;  so   wird  man  Ar 

ausserhalb  dieser  Grenzen   liegende   Werthe   von   x ,    r  *>«  y  -f~  ^  T 

setzen,   und,  was  inuner  möglich  ist,    Ar  fc  eine  solche  ganze  Zahl 

w&hlen ,    dass  der  Bogen  ^  =  x  ^  i;  -—  in   die   genannten  Grenzrn 

hineinfllllt.     (Für  r=  125*  z.  B.  wird  ftr  ik  —  2  sofort 

y-,  125  — 2-^  =  85*, 

welcher    Bogen   sonach  in  die   besagten    Grenzen    fUlt).     Hat  man 
CO»  ny  und  ain  ny  nach  den  obigen  Formeln  gefunden,  so  kann  man 

dann  auch,    wegen  n x  ^^  ny  -{- —- 1: ,    cos  nx  und  Mtnnx  leicht  be- 
Stimmen. 

§.  822.  Die  obigen ,  fbr  jede  ganze  Zahl  von  n  (die 
überdiess  auch  noch  immer  positiv  angenommen  werden 
kann)  geltenden  Formeln  (2)  und  (3),  §.  320,  lassen  sich 
mit  geringer  Ausnahme,  auch  so  darstellen,  daas  darin  bloes 
die  Sinus  oder  Cosinus  vorkommen. 


Es  ist  nämlich  [(2),  §.  306]  («)  2  co«  «  =  «*'  +  — ^  oder 

fiir  e»»  =  jf,  auch  (ß)  2  cos  a  =^  z -^ . 

Eben  so  ist,  wenn  man  in  («)  na  statt  x  schreibt,  und 
w^en  4f  =  (eF*)*  =  z",  sofort :  (y)  2  co^  n«  =  af  +  — . 

Setzt  man  jetzt  in  der  Formel  (a) ,  §.  127  y  a=^z  und 
8  =  — ,  wodurch  y  =  a-f-*  =  ^H =  2c08a  und  a6  =  1 

wird ;  so  erhält  man  2*  -\ ,  d.  i, 

(1)     2  <?o«  n  Ä  =  (2  CO«  «)*  —  n  (2  co8  «)*"• 

,    »(n  —  3)  ,rt  V      ^         n(ii  —  4)(» — 5)  ._  .   _g    . 

-\—^^(2cosa)^^-    \     ;^3    '(2cosxy^  +  ..., 

wobei  fiir  n  =  1  und  2  (für  die  übrigen  Werthe  bricht  sie 
ohnehin  von  selbst  ab)  die  Beihe  beziehungsweise  nur  1 
und  2  Glieder  erhalt. 

§.  S2S.  Es  ist  femer  eben  so  [(1)»  §•  306]  2isinx 
'=z und   (i)  2t sinn x  =^7^ .      Setzt    man    daher 

in  der  angezogenen  Formel  (a),   §.  127,  a^^z^  6  = , 

wodurch    a  +  &  =  2r =  2t«tnaj    und    a6=  —  1    wird, 

z 

80  erhält  man,  je  nachdem  n  gerad  oder  ungerad  ist: 
^•±-^  =  i«  (2  «war)"  +  nt^«  (2  «w  jr)«^« 

-f  Y^^  »*-♦  (2  «n  *)-'-.. ., 

und  daraus  fbr  n  gerade  [Gleichung  (^)] : 

(2)  2co8nx  = 

» 

(-l)'^r(2«n«)"— n(2«n;r)*-»  +  Y^^L=^  .  .  1 

und  fiir   n   ungerade,    wenn   man   gleich   durch  i  abkürzt 

[Gleichung  (5)] : 

(3)    2  «in  nx  = 
fi — 1 

(-  1)~  [(2  sin  «)"  —  n  (2  «n  jr)"-»  +  ^^  (2  «n  j-)— »  —  .  •  ] 

BoTf't  Compendium  d.  btfh.  Math.  14 
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Potenzen  der  Sinus  und  Cosinus. 
§.  S24.  Aus  der  Gleichung  (a) ,  §.  322 ,  folgt  aoch 
2cosa=  — ^j — f  und  wenn  man  diese  Gleichung  zur  n,  Po- 
tenz erhebt,  wobei  n  jeden  Werth  haben  kann,  femer  die 
einzelnen  Glieder  der  Entwickelnng  fl  -f-  «^*  gleich  durch 
den  entstehenden  Nenner  ^  dividirt: 

Da  aber  nach  der  Formel  (ei),  §.312, 

Ä""*^  =  cos  n  .r  —  isinfi  jCj 
also  auch  ganz  allgemein 

(h)  ^— (n— a)Tt  =  C08  («  —  a)x  —  %8m{n  —  a)  or  ist ;  so  hat  man 
auch: 

—  i  [ot«  n  d?  +  (  I  I  «w  (n  —  2)  df  -f-  •  •  •]* 

Wegen  cos  ( —  x)  =  cos  x  erhält  man  aus  dieser  Fonnel 
für  2" 6*0«^  noch  einen  zweiten  Ausdruck,  wenn  man  statt 
X ,  —  X  setzt ;  da  sich  aber  dadurch  bloss  das  Zeichen  der 
in  t  multiplicirten  Beihe  (die  lauter  Sinus  enthält)  Ändert, 
so  hat  man  allgemein : 

(1)  2*co«jf  =  co«n^  +  (  ")co«(n — 2)a:+ I  "  lco«(n— 4)J*+" 
±]/^— 1 1  «nna?+ 1  "  I  sin  (n— 2)a:  +  (  ^  )  «"  (n  — 4)jp  -f . .  1 

§.  825.    Auf  gleiche  Art  findet  man,  da  [(1),  §.  306] 

o-     •  «"'•  —  !  — 1.(1— c*'0-  *  k 

2t  «tn  d?  =  — 3j —  = ^-^ '  ist,  auch : 

(2t)"«n*"  = 

( —  1)*  I  {cos  nx  —  isinnx) 

—  l"j[co«(n  —  2)x  —  ism(n  —  2)^] -|-  •  •  •  |> 

mit  Rücksicht  nämlich  auf  die  vorige  Gleichung  (A).   Daraas 
folgt  für  n  g  e  r  ad  : 


(2)  2"«nj*  = 

{—lylcosnx      yAeos{n      2)  x -{- i^\  eoa  (n  —  A)x      ..j 

+  ^l)9m{n  —  4r)x—  ...1 

nnd  für  n  nngerad,   wenn  man   gleich   beide  Theile  der 
Gleichung  mit  t  =  |A— 1  multiplicirt: 

(3)  2^smaf  = 

(-1)  '  [«hn«— (j)«m(n  — 2)^  +  (^)«w(n  — 4)^— ,.1 

•--1 
+  (— 1)  '  y—lleo9nx—('l)cos{n—2)a 

+  {l)cos{n      4)ar— ...|. 

Anmork.  Auch  aQc(l)  ULsst  sich  noch  eine  Fonnel  ffir  sint»  herleiten, 

wenn  man  statt  x, x  schreibt.      Ist  n  ein  Bmch  rom  Nenner 

2 

wLf  SO  mfkssen  wieder  eoet^  in  (1)  nnd  sinx*  in  (3)  nnd  (3)  m  Ver- 
schiedene Werthe  erhalten.  Man  !findet  diese,  indem  man  den  einen, 
gewöhnlichen,  aus  den  Formeln  (1)'--*(S)  gefundenen  Werih  von 
CO»  X*  nnd  «an  x«  mit  den  m  Warsein  ron  (-f-  1)»  mnltiplicirt.  — 
Zugleich  gelten  diese  Foimeln,  da  man  (§.  821,   Anmeik.)  x  immer 

als  swischen j-  nnd  +  ~t~  liegend  annehmen  kann,   Akr  jeden 

reellen  Werth  von  n,  den  man  übrigens  auch   immer  als  positiv 
Toraossetsen  kann;  weil  a.  B.  eoax — "  — 1  :  omx"  ist. 


§.  S26.  Ist  n  eine  ganze,  positive  Zahl;  so  yer- 
8chwindet  in  der  Formel  (1) ,  §.  324 ,  die  mit  J/ —  1  multi- 
plicirte  Reihe.  Denn  erstlich  bricht  diese  (§.  125)  mit  dem 
n-f-l«  Gliede  ab,  und  dann  sind  je  zwei,  von  den  beiden 
äassem  gleich  weit  abstehende  Glieder ,  immer  numerisch 
einander  gleich  und  mit  entgegengesetzten  Zeichen  versehen, 
wodurch  sie  sich  paarweise  aufheben;  erscheint  (was  fnr  n 
gerad  geschieht)  ein  mittleres  Glied,  so  ist  dieses  für  sich 
gleich  NulL  —  Auf  gleiche  Weise  verschwinden  auch  in  den 
Formeln  (2)  und  (3)  des  vorigen  §.  in  diesem  Falle  die  mit 
y     1  multiplicirten  Reihen. 

14* 
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§.827.  Für  diesen  Fall  also,  von  n  ganz  und  posi- 
tiv» erhalt  man  aus  den  allgemeinen  Formeln  (1),  (2)  und 
(3)  folgende  Relationen: 

Für  n  gerad  oder  ungerad: 
4)  2^co8af*  =  coana'\'ncos{n  —  2)x 

+  ^  "7      C08(n  —  4)a+  ... 

Für  n  gerad: 

(5)  2»wi4f  = 

n 

(      1)^  Ico^n«  —  neoa{n  —  2)^4"  \     ^       ^^(**  —  ^)* — ••!• 

Für  n  ungerad: 

(6)  2*«n^  = 

( — 1)      jnnn^      n9in(n — 2)a  -{- '{'*\    wt (n      4)a — ..j. 

Dabei  ist  noch,  fbr  n  gerad: 

annadbnrinin  —  2)a  "h  ?  "  q — -  sin  {n  —  4)a?db  .  .  .  =  0, 

und  für  n  ungerad: 

coana  —  neo8{n  —  2) ;p  -f-  ^     ""   ^  cojt  (n -*-  4) o? —    .  ,  .  =0. 

AUe  diese  Seihen  sind  so  weit  fortzusetzen,  bis  sie  von 
selbst  abbrechen,   also  dnschliessig  bis  ziun  n -f~  1**"  (^1^^^* 


SIS 


Zwölftes  CapiteL 

Die  Elemente  der  Wahrscheinlichkeits  -  Rechnung. 

Erklärungen. 

§.  S28.  Die  mathematische  Wahrscheinlich* 
keit  oder  Probabilität  irgend  eines  Ereignisses  ist  das 
Verhältniss  der  das  Ereigniss  begünstigenden  zu  allen 
gleich  möglichen  Fällen,  und  wird  durch  einen  Bruch 
ausgedruckt  9  in  welchem  diese  beiden  Zahlen  beziehungs* 
weise  den  Zähler  und  Nenner  bilden. 

So  iat  die  Wahndieinlichkeit  mit  einem  gewöhnlichen  Wflifel  eine  der  6 
Zahlen,  z.  B.  jene  3  za.  weifen,  =  ^;  jene,  irgend  eine  der  beiden  Zahlen 
2  oder  3  zu  werfen,  ==  }  n.  s.  w. 

§.  S29.  Die  Wahrsch.  also»  welche  fbr  das  Eintreffen  ir- 
gend eines  Ereignisses  Statt  findet»  wird  um  so  grösser,  je 
mehr  sich  die  Zahl  der  gilnstigen»  jener  der  gleich  möglichen 
Fälle,  d.  i.9  je  mehr  sich  der  die  Wahrsch.  ausdrückende 
Bruch  der  Einheit  nähert.  Kann  von  allen  möglichen  Fal- 
len keiner  dem  Ereigniss  entgegen  oder  ungünstig  sein,  so 
wird  die  Wahrsch.  zur  Gewissheit,  und  sofort,  da  nun  Zähler 
und  Nenner  gleich  gross  sind,  durch  die  Einheit  ausgedrückt: 
die  Einheit  ist  sonach  das  Symbol  der  Gewissheit. 

8o  ist  die  Wahrsch.  mit  dem  genannten  Wftrfel  irgend  eine,  gleicfa- 
giltig  welche,  der  6  Zahlen  zu  werfen,  =  {  =  i, 

§.  SSO.  Die  Wahrsch.,  dass  irgend  ein  Ereigniss  nicht, 
8ondem  das  Ge gentheil  davon  eintreffe,  heisst  die  ent- 
gegengesetzte Wahrsch.  des  erwarteten  Ereignisses,  und 
muBS  zur  Wahrsch.  des  Ereignisses  selbst  addirt,  die  Einheit 
geben;  weil  es  gewiss  ist,  dass  dieses  Ereigniss  entweder 
eintrifft  oder  nicht  eintrifft. 

8o  ist  im  obigen  Beispiele  die  Wahrsch.,  dass  die  Zahl  3  nicht  ge- 
worfen werde  (wofür  5  FftUe,  nämlich,  dass  eine  der  5  flbrigen  Zahlen 
1,  3,  4,  5,  6  fUlt,  gflnstig  sind),  »  | ,  welche  zn  der  oben  gefundenen 
Wahrseh.  i  addirt,  in  der  That  die  Einheit  gibt     [I.,  S7S.] 
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§.  SSI.  Ausser  der  eben  betrachteten  Wahrscheinlich- 
keit, welche  auch  einfache  oder  absolute  Wahrsch^heissf, 
unterscheidet  man  noch  die  relative  und  zusammen- 
gesetzte Wahrsch.  —  Unter  der  relativen  Wahrsch.  rer- 
steht  man  die  Wahrsch.,  welche  entsteht,  wenn  man  bloss  jene 
Fälle,  die  zweien  bestimmten  Ereignissen  günstig  sind,  ohne 
Rücksicht  auf  die  noch  übrigen  möglichen  Fälle,  in  Be- 
iracht  zieht. 

DieWahneh.  x.  B.  aus  einer  Urne,  welche  weisse,  rothe,  blaue  and 
schwarze  Kugeln  enthält,  eher  eine  weisse,  als  eine  schwarze  Kagel  zu 
ziehen ,  wobei  also  jene  Fälle ,  in  welchen  man  eine  rothe  oder  blaae 
Kugel  seht,  nichts  entscheiden,  ist  eine  relatire  Wahrscheinlichkeit. 

§.  SS2.  Unter  der  zusammengesetzten  Wahrsch.  ver- 
steht man  die  Wahrsch.,  dass  zwei  oder  mehrere  von  einander 
unabhängige  Ereignisse  zusammen  eintreffen  werden ,  so 
wie  auch  die  Wahrsch.  eines  Ereignisses,  welches  von  dein 
Eintreffen  eines  oder  mehrerer  vorausgehender  Ereignisse, 
die  wieder  ihre  eigene  Wahrsch.  haben,  abhängt  oder  be- 
dingt wird. 

So  ist  s.  B.  die  Wahrsch.  mit  2  Wflrfeln  auf  einen  Wnrf  den  Psscb 
66  sn  werfen,  eine  zusammengesetzte ;  weil  die  Ereignisse,  mit  dem  eineo 
Wftrfel  die  6,  nnd  dann  auch  mit  dem  zweiten  Würfel  dieselbe  Zshi  so 
werfen,  zusammen  eintreffen  müssen. 

Theilt  man  die  38  Karten  nach  den  Farben  in  vier  Fackete,  so  ist 
die  Wahrsch,  das  Coeur -Ass  sn  ziehen,  ebenfalls  eine  zusammengeseute; 
weil  man  znerst  die  Hand  auf  das  rechte  Packet  (anf  jenes  der  Coenn) 
legen,  und  dann  erst  daraus  das  Ass  ziehen  muss^  welch'  letzteres  Er 
eigniss  offenbar  gar  nicht  eintreffen  kann,  wenn  nicht  das  entere  scbon 
Statt  gefunden  hat. 

Die  einfache  oder  absolute  Wahrscheinlichkeit. 

§.  8SS.  Bezeichnen  a  und  b  die  Anzahl  der  Fälle^ 
welche  beziehungsweise  einErcigniss  begünstigen  und  dem- 
selben entgegen  sind;  so  ist  die  Wahrsch.  für  dasEreigniss: 

w  =     .  ,,  und  die  entgegengesetzte  Wahrsch.  desselben, 

b 
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§.  S&L  Zeifallt  das  mögliche  Besoltat  einer  HandliHig 
oder  eines.  Versuches  in  mehr  als  zwei,  z.  B.  in  drei  Clas- 
een,  so,  dass  von  drei  yerschiedeoen  Ereignissen  nothwen- 
dig  eines  eintreffen  muss,  und  sind  a  Fälle  dem  ersten,  b 
Fälle  dem  zweiten,  und  c  Fälle  dem  dritten  Ereignisse  gün- 
stig; so  sind  ihre  Wahrsch.,  wenn  man  a  -|-  6  -|-  c  =  #  setzt, 

beziehungsweise :  m  =  — , »'  =  — ,  »"  =  — .      Zugleich  ist, 

wie  es  sein  soll,  die  Wahrsch.,  dass  von  diesen  drei  Ereig- 
nissen entweder  das  erste  oder  zweite,    oder  dritte  eintreffe 

=  ^it — jLS  s=  1^  gleich  der  Gewissheit.  —  Auf  gleiche  Art 

werden   die  Wahrscheinlichkeiten   ausgedrückt»  wenn   noch 
mehrere  Ereignisse  möglich  sind. 

§.  S35.  Beispiele  und  Aufgaben  über  die  einfache 
Wahrscheinlichkeit. 

1.  Wie  gross  ist  die  Wahrsch.,  mit  zwei  gewöholichea  Würfeln  eine 
bestimmte  Samme  zu  werfen? 

Es  können  flberhanpt  die  Summen  2,  3,  4,  ...  12  fallen,  die  aber 
keineswegs  alle  einerlei  Wahrsch.  Akr  sich  haben.  So  kOnnen  die  Snm. 
men  8  und  12  nar  auf  eine  Art  geworfen  werden,  indem  jeder  der  bei- 
den Wflrfel  beziehungsweise  1  nnd  6  zeigen  muss.  Die  Somme  6  da- 
gegen kann  schon  auf  fflnf  rerschiedene,  durch  die  Combi uationen  15,  24, 
33,  42,  51  dargestellte  Arten,  wobei  immer  die  erste  Zahl  dem  ersten, 
and  die  zweite  dem  zweiten  Würfel  angehören  soll^  geworfen  werden. 
Da  nun  überhaupt  6' =  86  F&lle  gleich  möglich  sind,  indem  sich  die 
0  Felder  des  einen  Würfels  mit  aUen  6  Feldern  des  andern  verbinden 
lassen;  so  ist  die  Wahrsch.  die  Summe  2  zu  werfen  =  ^  (so  auch  die  für 
die  Summe  12),  dagegen  jene  fllr  die  Summe  6  <»  ^^,  —  Diese  Betrach- 
taugen  auch  auf  alle  übrigen  der  oben  erwähnten  Summen  ausgedehnt, 
erh&lt  man  ganz  einfach  für  die  Wahrsch.,  beziehungsweise  die  Summe  2, 
3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10,  11  und  12  zu  werfen,  der  Beihe  nach:    ^,  ^, 

At  A>  A»  A»  A»  Ai  A»  A  «"»^  A-    ^^^^  >•*>  wie  es  sein  soll,  die 
Sonune  aller  dieser  Wahrscheinlichkeiten  =  1. 

2.  Die  W.  finden,  dass  man  mit  3  Würfeln  a)  die  Summe  9  über- 
haupt werfe ,  6)  dass  sich  darunter  zwei ,  und  nnr  zwei  gleiche  Zahlen 
befinden,  c)  dass  alle  drei  Zahlen  gleich  sind,  d)  dass  dabei  der  erste, 
zweite  und  dritte  Würfel  beziehungsweise  die  Zahlen  2,  8  und  4  zeigt, 
und  e)  dass  diese  drei  Zahlen  ohne  Bücksicht  auf  die  Ordnung  der  Wür- 
fel fiOlen. 

a)  Da  sich  die  ZaAA  9  (§.  115)  auf  28  verschiedene  Arten  zu  8  zer- 
legen  und  permutiren  liksst,   von   welcher  Anzahl  jedoch  der  Katar  der 
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Bmclie  nach  die  drei  Complexionen  711,  171,  117  aaBgeschlossen  bleiben 
•o  lind  dem  fraglichen  Ereignigg  25  FftUe  gftngtig,  wflhrend  im  Ganzen' 
63  =  316  Fftlle  gleich  möglich  sind.    Die  gesuchte  Wahrsch.  let  demnach 
->  ^SV  (welche  zwischen  ^.  nnd  |  liegt). 

fr)  Da  der  Fall  mit  drei  gleichen  Zahlen  ansgeschlossen  sein  soll, 
so  können  die  beiden  gleichen  Zahlen  nur  22  und  44,  also  die  dritte 
ungleiche  Zahl  beziehungsweise  bloss  5  und  1  sein;  da  femer  dieee  dritte 
Zahl  jeder  der  drei  Würfel  zeigen  kann,  so  gibt  es  im  Ganzen  3  X  2=6 
günstige  F&lle,  und  die  gesuchte  Wahrsch.  ist  demnach  =  yf  ^  >-»  ^. 

c)  Da  die  Summe  9  nur  auf  eine  einzige  Art  mit  drei  gleichen  Zah« 
len  (833)  fallen  kann,  so  ist  hier  die  Wahrsch.  '^  ^^, 

d)  Auch  in  diesem  Falle  ist  die  gesuchte  Wahrsch.  =  ^y. 

e)  Da  sich  die  Zahlen  234  sechsmal  perrnndren  lassen,  oder,  wss 
dasselbe  ist,  da  die  Zahlen  284  auf  sechs  rerschiedene  Arten  fallen  kön- 
nen;  so  ist  hier  die  Wahrsch.  «»^|f»!^ig. 

3.  Man  hat  die  13  Blfttter  ron  einer  Farbe  eines  vollstfindigen 
Spieles  von  52  Karten  in  einen  Pack  gethan  und  gehörig  gemischt;  wie 
gross  ist  die  Wahrsch.,  dass  das  oberste  Blatt  der  König  und  das  n&chste 
das  Ass  sei? 

Die  beiden  obersten  Bl&tter  bilden    (auf  eine  gleich  mögliche  Weise) 

18       12 
eine  der     ,  '  ^    -»78  Combinationen  der  13  Bl&tter  zn  2,  unter  denen 
1.2 

jene  von  Ass  und  König  nur  einmal  vorkommt;  es  ist  also  die  Wahrsch., 
dass  ohne  Rücksicht  auf  die  Ordnung,  das  oberste  Paar  Ass  und  König 
sei  =^9*  ^^  '^^^  ^^*  einer  bestimmten  Ordnung  die  Wahrsch.  nur 
halb  60  gross  ist,  so  erhalt  man  für  die  gesuchte  Wahrsch.:  y^;  was  msn 
auch  findet,  wenn  man  berücksichtiget,  dass  jede  der  genannten  78  Com- 
binationen  noch  zwei  Permutationen  zulässt,  und  unter  diesen  so  entste- 
henden 156  Complexionen  nur  eine  dem  fraglichen  Ereigniss  günstig  ist 
[I.,  883.] 

Die'  relative  Wahrscheinlichkeit 

§.  836.  Um  die  Regel  für  die  relative  Wahrsch.  sogleich 
an  einem  Beispiele  zu  entwickeln»  soll  die  Wahrsch.  bestimmt 
werden,  mit  zwei  Würfeln  auf  einen  Wurf  eher  die  Summe 
7  als  jene  5  zu  werfen. 

Nach  dem  vorigen  §  (Beispiel  1)  giht  es  für  die  Sum- 
men 7  und  5  beziehungsweise  6  und  4  günstige  Fälle,  und 
da  es  nach  dem  Sinne  der  vorliegenden  Aufgabe  6  +  ^  ==  1^ 
gleich  mögliche  Fälle  gibt,  so  sind  die  gesuchten  Wahrsch. 

beziehungsweise:  V\y  =  i  und  jV  =  i-  ^^  ""^  ^^^^  ^^  ^^ 
■oluten  Wahrsch.  für  das  Werfen  der  Summen  7  und  5  re- 
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epective  ^  trnd  ^  sind  (vorig.  §.),  so  findet  man  die  Vo- 
rigen Resultate  auch,  indem  man  die  betreffende  absolute 
Wahrsch.  durch  die  Summe  beider  Wahrsch.  dividirt ;  denn 
toan  erhält  dadurch  als  relative  Wahrsch.  für  die  Summe  7 
^^ört/ir:  (^5+^)=V\t>  u^d  f"r  die  Summe  5  eben  so 
T6  •  (Ä  4"  lAf )  =  tV>  ^c  vorhin.  Auch  hier  ist  die  Summe 
der  beiden  Wahrsch.,  der  Natur  der  Sache  gemäss,  gleich 
der  Einheit;  weil  es  gewiss  ist,-  dass  man  (da  die  übrigen 
Summen  unberücksichtiget  bleiben)  entweder  eher  die  Summe 
7  als  jene  5,  oder  umgekehrt,  eher  die  Summe  5  als  jene  7 
werfen  wird. 

§.  3S7.  Sind  also  allgemein  a  Fälle  dem  Ereigniss  A, 
h  Fälle  dem  Ereigniss  B,  c  Fälle  dem  Ereigniss  C  u.  s.  w. 
günstig,  und  setzt  man  a  +  i  +  c  +  --  =  «;  so  sind  die  ab- 
soluten Wahrsch,  für  die  Ereignisse  -4,  B,  C, . .  beziehungs- 
weise ©  ==  — ,    &'  =  — ,  o '  =  —  . . ,  also  die  Wahrsch.,  dass 

8     '  8      ^  8  ' 

A  eher  als  B  eintreffen  werde:  id= — r—  = — i—r  »  und 
die  entgegengesetzte  Wahrsch.  nämlich,  dass  B  eher  als  Ä 
eintrifft :    o,  =  — r—r  =  — r-r  \    also    wieder    cd  +  lo,  =1. 

Eben  so  ist  die  Wahrsch.,  dass  A  eher  als  C  eintritt  =  — J^— rr 

=  ~"T — ;  jene,  dass  B  eher  als  C  zutrifft  =     "    .>  =  r-i — 

u.  s.  w. 

Die  relative  Wahrsch.  eines  Ereignisses. wird  demnach 
erhalten,  indem  man  die  absolute  Wahrsch.  desselben,  durch 
die  Summe  der  absoluten  Wahrsch.  jener  beiden  Ereignisse, 
die  gerade  mit  einander  verglichen  werden,  dividirt. 

§.  338.  Beispiele  und  Aufgaben  über  die  rela- 
tive Wahrscheinlichkeit. 

1.  Eine  Urne  enthält  6  weisse,  S  rothe,  14  blaue  and  12  schwarze 
Kugeln  (von  übrigens  gleicher  Beschaffenheit) ;  wie  gross  ist  die  Wahrsch., 
auf  einen  Zug  eher  eine  weisse,  als  schwarze  Kugel  zu  ziehen? 

Da  hier  die  absolute  Wahrsch.  filr  das  Ziehen  einer  weissen  Kugel 
=  ^,  jene  eine  schwarze  zu  ziehen  <»  \\  ist;   so   hat   man  für  die  ge- 


Buchte  reladre  W.,  wenn  man  gleich  diirch  40^abkiint:  M  =  ---r— --=J; 

w  "j"  12 

12 
ftr  die  de»  Oegentheils:  w,  —      ,        «■  },  nmd  sofort «  -)-  w^  ==J-J:- J=»i. 

2.  Ein  Spiel  ron  16  Karten,  woninter  immer  4  yon  derselben  Farbe 
sind,  wird  unter  4  Spieler  vertheilt,  md  dabei  ist  die  letzte  Kjirt« 
Trumpf;  wie  gross  ist  dieWahrsch.,  dass  der  Spieler^,  welcher  die  Kar- 
ten nicht  gibt,  eher  einen,  und  auch  nur  einen  Tmmpf,  als  3,  and  swir 
auch  nur  3  Karten  yon  einerlei  Farbe  (z.  R  3  Coeurs)  erhllt? 

Da  (rftcksichtlich  des  ersten  Punktes  der  Frage)   eigentlich  nur  IS 

Karten  ausgegeben  werden,  worunter  sich  3  Trflmpfe  befinden;  so  kann 

^      .  ^  ^    15  .  14  .  13  .  12        ,^^, 

A  seme   4  Karten  auf  — : — r — : —  1365  TerschiedeBe  Arten  er- 

1.2.3.4 

halten«    Da  sich  femer  nach  Hinwegnahme  der  3  TrOmpfe  die  flbrigen 

12  Irrten  auf '- '- =220   rerschiedene  Arten  zu   3  rerbindeD 

1.2.3 

lassen,  so  gibt  es  3  Mal  220,  d.  i.  660  Verbindungen  zu  4,  deren  jede 
Einen ,  und  auch  nur  Einen  Trumpf  enthält ,  also  anch  eben  so  ride 
gfinstigeFftUe;  es  ist  daher  die  absolute  Wahrscfa.  fttr  das  erste  Ereignis« : 
CD  =  ,VÄ  —  H8  —  ff  (etwas  kleiner  als  i). 

Da  sich  femer  (rftcksichtlich  des  zweiten  Punktes  kommen  alle  Blit- 

1  fi        Ifi        14        1 A 

ter  in  Rechnung)  die  16  Bl&tter  auf  — -^ —         — - — «=  ISSOrerschie- 

1    .   2  •  3   •   4 

dene  Arten  zu  4  verbinden  lassen,   und  unter  diesen  Verbindungen  192 

mit  3  gleichen  und  einer  ungleichen  Farbe  enthalten  sind  (die  4  Coeurs 

4      3      2 
z.  B.    lassen  sich       *       '      *»  4  Mal  zu  3  verbinden ,   und  jede  dieser 

1.2.3 

Complexionen  gibt  mit  jeder  der  12  übrigen  Karten  eine  Verbindung  zn 
4  von  der  verlangten  Eigenschaft;  also  gibt  es  4  X  12  «»  48  Verbindun- 
gen, deren  jede  3  Coeurs  und  eine  andere  Farbe  enth&lt»  Da  aber  das- 
selbe anch,  wie  von  Coeur,  für  jede  der  3  übrigen  Farben  gih;  so  gb( 
es  in  der  That  4  X  48  —  192  günstige  Falle),  so  ist  die  absolute  Wahrscb. 
fllr  das  zweite  Ereigniss :  u'  *>.  -f^^  =-  -^  (zwischen  ^  und  ^).  Es  ii»t 
also  endlich  die  gesuchte  relative  Wahrscheinlichkeit: 

«0  220  55  , 

==  x=  (etwas  <  i). 


CO  -|-  w'  220  -f  48  67 

Die  zuBammengeaetzte  Wahrscheinlichkeit. 

§.  ik39.  Um  die  Wahrsch.  fiir  das  ZusammentreiFen 
der  beideu  Ereignisse  A  und  JB,  denen  beziehungs- 
weise a   und   a   Fälle   gunstig ,     h    und    Z^' Fälle    entgegen 

sein  jsoUen ,   welche  also  die  absoluten  Wahrsch.  cd  =  —ri 


21» 

» 

und  af  =    ,  **  . .   besitzen ,  zu  finden ;  so  gibt  es ,  da  die  a 

günstigen  Fälle  des  ersten  mit  den  at  günstigen  Fällen  des 
zweiten  Ereignisses  aa  Verbindungen  geben,  also  beide  Er- 
eignisse  auf  aa'  yerschiedene  Arten  zusammen  eintreffen 
können,  auch  eben  so  viele  günstige  Fälle;  da  femer  im 
Ganzen  (a  -|-  *)  («  +  *')  Fälle  auf  eine  gleich  mögliche  Art 
Statt  finden  können ,  so  ist  die  gesuchte  Wahrsch.  für  das 
Zusammentreffen  beider  Ereignisse  (§.  333) : 

(a  -f  6)  (a  -\-b) 

Auf  gleiche  Weise  findet  man,  dass  wenn  o,  o',  lo", . . 
beziehungsweise  die  einfachen  Wahrsch.  fhr  die  Ereignisse 
Ay  By  Cy  ,  .  sind,  sofort  die  Wahrsch.  für  das  Zusammen- 
treffen aller  dieser  Ereignisse  CO  =  o  id'  id"  .  . ,  d.  i.  gleich 
dem  Producte  der  einfachen  Wahrsch.  der  einzelnen  Ereig- 
nisse ist. 

§.  340.  Beispiele  und  Aufgaben  über  die  zu- 
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit. 

1.  Die  Wahrsch.  sn  bestimmen ,  daM  man  mit  einem  gewöhnlichen 
Würfel  die  Zahl  6  mehre  Male  hinter  einander  werfen  werde? 

Hier  ist  die  einfadie  Wahrsch.  die  Zahl  6  an  werfen  *»^j  mithin  die 
xnsammengesetste  Wahrsch.,  dass  diese  Zahl  S,  S, . .  mMal  nach  einander 
falle,  besiehnngsweise: 

eine  Wahrsch.,  welche  nm  so  kleiner  wird,  Je  grösser  m  ist. 

2.  Nehmen  wir  das  in  §.  332  angeiUirte  Beispiel  und  suchen  die 
Wahrsch.,  anf  einen  zofUligen  Griff,  ans  den  nach  den  Farben  in  4  Packete 
getheilten  32  Karten  (ohne  zn  wissen,  ron  welcher  Farbe  jedes  Packet 
ist)  das  Ck>eur-As8  zu  ziehen. 

Die  Wahrsch.,  die  Hand  auf  das  Packet  der  Coears  zu  legen,  ist  =  |, 
und  die  Wahrsch.,  daraus  die  bezeichnete  Karte  zu  ziehen,  «>i;  folglich 
ist  die  gesuchte  Wahrsch.  für  das  zusammengeset/^te  Ereigniss  «"  i  •  i  =»  ^'t' 
Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  flAr  die  einfache  Wahrsch. ,  aus  einem 
wohl  gemischten  Spiele  von  32  Karten  das  Coeur-Ass  zu  ziehen ;  welcher 
Fall  auch  in  der  That  mit  dem  hier  behandelten  idehtisch  ist 

3.  Wie  gross  ist  die  Wahrsch.,  dass  man  aus  einem  gut  gemischten 
Spiele  Ton  32  Karten  in  zwei  auf  einander  folgenden  Zikgen  Ass  und 
König  von  derselben  Farbe  in  beliebiger  Ordnung  siehen  werde? 


220 

« 

Die  Wahrscfa.,  anf  den  ersten  Zog  das  Abs  der  bestimmten  Farbe  fa 
ziehen,  ist  ^  ^ ;  die  Wahrsch.,  hierauf  den  König  derselben  Farbe  za 
sieben,  =  ^V ;  folglich  ist  die  Wahrsch.,  dass  Beides  in  dieser  angeführten 
Ordnung  eintreffen  werde,  '^■^,^,  Da  aber  die  Ordnung  wülkflriicfa 
sein  soll,  also  auch  jener  Fall,  in  welchem  zuerst  der  König  und  dann 
das  Abs  gezogen  wird,  ein  günstiger  ist;  so  ist  die  gesuchte  znaammen- 

2 

gesetzte  Wahrsch.  doppelt  so  gross,  oder  »  — .   Und  da  endlich  aach 

32  •  31 

die  Farbe  nicht  bestinunt  ist,  also  dieses  Ereigniss  in  allen  4  Farben  ein- 
treten kann;  so  hat  man  znletzt  ftkr  die  znsammengesetste  Wahrsch.  des 

genannten  Ereigmsses:   «=--- — ^=7^* 

32  •   3 1  1  ^4 

Zu  diesem  Ereigniss  gelangt  man  auch   auf  folgendem  Wege:    Die 

38  .  31 
32  Karten  können  auf    ,   '  ^    Arten  zu  8  verbunden  werden,   womnter 

1.2  ' 

aber  4em  fraglichen  Ereignisse  nur  4  Combinationen,  nflmlich  jene  gfln- 

stig  sind ,   in  welchen  Ass  und  König  yon  gleicher  Farbe  beisammen  lie> 

gen;  man  hat  daher  ftür  die  einfache  Wahrsch.  dieses  Ereignisses,  wie  zu- 

4.1.2  I 

^**''      32  .  31    "  124' 

4.  Von  2  Urnen  enthält  die  erste  3  weisse  und  1  schwaize,  die 
zweite  4  weisse  und  2  schwarze  Kugeln;  wie  grosa  ist  die  Wahrsch.,  da» 
man  auf  einen  zufUligen  Griff  in  eine  der  beiden  Urnen  eine  weisse  En- 
gel ziehen  wird? 

Die  Wahrsch.,  in  die  erste  Urne  zu  greifen,  ist »» ^,  jene,  daraus  eine 
weisse  Kugel  zu  ziehen ,  «»  },  folglich  die  Wahrsch.  für  das  Zusammen- 
treffen beider  Ereignisse  >»  i^  •  f  ~-  i.  Eben  so  ist  die  znsammengeseute 
Wahrsch. ,  dass  man  in  die  zweite  Urne  greifen  und  dann  daraus  eine 
weisse  Kugel  ziehen  wird,  «-  ^^ «  j  ^  }  ;  man  hat  daher  endlich,  da  beide 
diese  betrachteten  Ereignisse  dem  fraglichen  Ereigniss  günstig  sind,  filr 
die  gesuchte  zusammengesetzte  Wahrsch. :  -}  4~  i  "^  i^* 

Genau  eben  so  findet  man  für  die  Wahrsch«,  auf  einen  zufUligen  Griff 
in  eine  der  beiden  Urnen  eine  schwarze  Kugol  zu  ziehen :  ^  .  i  -|-  i  •  j  ^  iV« 
w>  Iche  Wahrsch.  mit  der  yorigen  addirt,  wie  es  in  der  lliat  sein  soll,  die 
Einheit  gibt ;  indem  diese  Wahrsch.  die  entgegengesetzte  von  der  rorigen 
bildet  p.,  392]. 

5.  Das  im  §.  335  angeführte  dritte  Problem  I&sst  sich  einfacher  mit- 
telst der  zusammengesetzten  Wahrsch.  auflösen.  Denn  es  ist  die  Wahnch., 
dass  das  oberste  Blatt  der  König  sei,  «»^^,  jene,  dass  nachdem  diese 
Karte  weggenommen  worden,  das  oberste  Blatt  das  Ass  sei,  "»iVy  ^^^' 
lieh  die  gesuchte  Wahrsch. ,  dass  Beides  in  dieser  Ordnung  Statt  finde : 
tV  •  A  =  tItt»  wie  a.  a.  Orte. 

6.  Die  Wahrsch.  zu  bestimmen,  dass  in  der  gewöhnlichen  Zahlenlot- 
terie, in  welcher  Ton  den  90  Kümmern  jedes  Mal  6  gezogen  werden,  von 
2  besetzten  Nummern  wenigstens  eine  heraus  komme. 
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DleWAhnch.,  dassAnf  denentenZng  eine  der  beiden  Nammeni  her- 
aus komme,  ist  «>  ^j  jene ,  dass  anf  den  zweiten  Zug  die  andere  geso* 
gen  wird,  »«  -^;  mithin  die  Wahrsch.,  dass  Beides  geschieht,  *»iVr  •  sV* 
Da  es  aber  hier  anf  die  Ordnung,  in  welcher  beide  Nnrnmem  gezogen 
werden,  nicht  ankommt;  so  wird  diese  Wahrsch.  (da  sich  5  Elemente, 
woranter  3  gleidie  sind,  20  Mal  permntiren  laasen)  SO  Bial  so  gross, 
also  die  Wahrsch.,  dass  nnterSZtigen  die  2  bestimm^ten  Nommem  her- 

20  2 

ans  kommen  «=  -— — — -  —  - — —- .  —  Ferner  ist  die  Wahzach.,  dasa  in 

90  .  89        9  .  89  * 

diesen  5  Zflgen  bloss  eine  der  beiden  Nummern,  x.  B.  die  erste,  komme 
*  A>  ™^<^  J^Q®  *  d<^M  <^®  andere  in  den  4  flbrigeu  Zflgen  nicht  heraus- 
kommt, a->  1  —  -^  a  |},  also  die  Wahrsch.,  dass  Beides  antrifft,  >:«  ^  .  )}  • 
da  femer  dasselbe  anch  in  Besiehnng  anf  die  2.  Nummer  gilt,  so  ist 
ftberfaaupt  die  Wahrsch.,   dass  in   diesen  5  Zügen  nur  eine  der  beiden 

85 
Kammern  heraus  kommt ,  **  2  .  ^ .  f)  **  -r — ^*     ^   Mt   also  endlich, 

da  beide  betrachteten  Ereigniase  der  Erwartung  gflnstig  sind,  die  gesuchte 

Wahrsch.  —  ^Tsg  +  T799  *"  801  ^^^^  ~  *^'  ^"  Übung  kann  man 
dieses  Resultat  anch  dnrch  die  einfache  Wahrsch.  sn  erhalten  suchen. 
[I.,  393,  395.] 


Die  wiederholten  Versuche. 

§.  S41.  Gibt  es  m  Fälle,  welche  dem  Ereigniss  Aj  und 
//  Pälle,  welche  jenem  B  günstig  sind,  und  findet  bei  jedem 
neuen  Versuche  immer  das  nämliche  Verhältniss  zwischen 
der  Zahl  der  Fälle  beider  Arten  Statt ;  so  kann  die  Wahrsch. 
fbr  irgend  eine  Erwartung  nach  einer  bestimmten  Anzahl 
von  Versuchen  leicht  durch  die  zusammengesetzte  Wahrsch. 
gefunden  werden.  —  Nehmen  wir  z.  B.  ein  (m-f- ^i)  zeitiges 
regelmässiges  Prisma,  wovon  m  Seiten  mit  A  und  n  Seiten 
mit  B  bezeichnet  sind,  und  setzen,  dass  damit  z.  B.  3  Mal 
hinter  einander  geworfen  werde;  so  können  dabei  folgende 
Fälle  eintreten:  Man  wirft  3  Mal  -4,  oder  2  Mal  A  und 
1  Mal  J3,  oder  1  Mal  A  und  2  Mal  B,  oder  endlich  3  Mal 
B»  Bezeichnet  man  die  Wahrsch.  ihr  das  Eintreffen  von  A 
und   B   beziehungsweise    durch   a   und    b,    so   ist   (§.  333) 

a  =  -  "^     und  b  =     ?     ;  folglich  die  zusammengesetzte  W. 

für  das  erste  Ereigniss   AAA   sofort  a,a.a^=a*;    für    das 
zweite  oder  AABi  ck,ck,b=^a^b^  und  wenn  dabei  die  Ord- 


Tiung  nicht  beßtiinmt  ist  (also  AAB  8  Mal  pennntirt  wer- 
den kann)  =  3«' b ;  für  das  dritte Ereigniss  oder  ABB=^ah\ 
und  ohne  KQcksicht  auf  die  Ordnung  =  3a6^,  und  endlich 
für  den  vierten  Fall,  d.  i.  fftr  BBBi  b.b.b  =  h\  Die  bei 
diesen  drei  wiederholten  Versuchen  vorkommenden  Wahrsch. 
aller  dabei  möglichen  Fälle  sind  demnach,  wenn  die  Ord- 
nung nicht  bestimmt  ist:  a^,  3a* 6,  3a6*,  6^,  nämlich  die 
Glieder  der  Entwickelung  von  (a+i)^- 

§.  M2.  Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen  findet 
man  eben  so,  dass  die  einzelnen  Wahrsch.  fiiralle  jene  Fälle, 
welche  bei  n  w^iederholten  Versuchen  eintreten  können,  durch 
die  Glieder  der  Entwickelung  von  (a  -f-  i)*,  d.  i.  durch  a", 

I  *^  I  cC^^  6 ,  i  2  I  0*""^  J*,  .  .  Ä*  ausgedrückt  werden,  so,  dass 

nämlich  das  allgemeine  Glied  I  "  ■  ciü^^^h^  die  Wahrsch.  aus- 
drückt, dass  unter  n  Versuchen  oder  Würfen,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Ordnung,  A  n  — j>  Mal  und  B  p  Mal  eintreffe, — 
Soll  dabei  die  Ordnung  eine  bestimmte  sein,  so  darf  man 

darin  niur  den  Coefficienten  auslassen,  d.  i.  1  '^  l  =  1  setzen. 

§.  S4S.  Soll  endlich  die  Wahrsch.  bestimmt  w^erden,  da^s 
unter  diesen  « Versuchen  -4  wenigstens  n  —  2  Mal eintriÄ, 
so  sind  auch  jene  Fälle  dem  Ereigniss  günstig,  in  welchem 
An  —  1  oder  n  Mal  zutrifft ;  mithin  drückt  die  Summe  der 
ersten  drei  Glieder  der  vorigen  Entwickelung  die  gesuchte 
Wahrsch.  aus,  weil  man  in  diesem  Falle  eigentlich  die  Wahrsch. 
sucht ,  dass  A  n  Mal ,  oder  n  —  1  Mal ,  oder  n  —  2  Mal 
eintrifft.  —  Dagegen  ist  die  Wahrsch.,  dass  A  unter  n  Ver- 
suchen höchstens  n  —  2 Mal  eintritt ,  gleich  der  Summe 
der  ganzen  Reihe ,  um  jene  der  beiden  ersten  Glieder  ver- 
mindert. Dasselbe  gilt  auch  in  Beziehung  auf  das  Ereigniss  £. 

Anmerk.  Da  hier  immer  a  -|-  6  ^  1,  also  auch  (a  +  b)^  «»  1,  oder  die 
Summe  der  ganzen  Reihe  gleich  I  ist;  so  ist  auch  die  Summe  ans 
der  Wahrsch.,  daas  A  wenigstens  n  —  p  Mal  und  höchstens  n  —  p  —  \ 
Mal  unter  n  Versuchen  eintrifft ,  immer  gleich  der  Einheit  oder  G«- 
wissheit;  was  auch  sein  soll.  Zugleich  folgt  daraus ,  dass  es,  wenn 
cur  Bestimmung  irgend  einer  Wahrsch.  mehr  als  die  halhe  Ansah!  der 


Glieder  dieeer  Reihe  MMBirt  werden  loH,  tiequeiaeg  iet,  die  Samnitt 
der  klememi  H&lfle  tob  der  Einheit,  als  Summe  der  gensen  Reihe 
absQxiehen ;  wms  damit  übereinetimmt,  anstatt  der  gesnditen  Wahrsch. 
die  entgegengesetzte  Wahrsch.  m  bestimmen  nnd  sie  Ton  der  Einheit 
abzusehen.     |X,  898^409.] 

§.  SM.     Beispiele   und   Aufgaben   über   die   wie- 
derholten Versuche. 

1.  Wie  gross  ist  die  Wahrsch.  mit  einem  gewöhnlichen  Wflrfbl  an- 
ter 4  Wftrfen  a)  die  Zahl  6  Einmal,  also  3  Mal  eine  andere  Zahl, 
6)  diese  Zahl   6  wenigstens  8  Mal ,    nnd  endlich   e)  höchstens 

2  Mal  sn  weifen? 

Hier  ist  die  einlache  Wahrsch.  des  Ereignisses  A  sofort  a  =  ^,  also 
die  entgegengesetzte :  6  *-*  {^  nnd  n  •->  4 ;  daher 

(«  +  6)»  =  (a  +  6)«  —  a*  -f  4a>6  +  €o"ö«  +  4ab' +  6«. 

o)  In  diesem  Falle  gibt  das  4.  Glied  dieser  Reihe  die  gesncfate  Wahr- 
Bdieinlicfakeit ;  diese  ist  nämlich !  Aab*  »  4 '  | '  j^  =  )H* 

6)  Die  gesuchte  Wahrsch.  wird  hier  durdi  die  Summe  der  3  enten 
Oheder  dieser  Beihe  ansgedrackt,  so,  dass  man  dafür  hatr 

1  +  4 .  5  -i-  g '  »S         19 
6«  ■"  144' 

c)   In   diesem  Falle  erh&lt  man  die  Wahrsch.  durch  die  Summe  der 

3  letzten  Glieder  der  Reihe;  diese  ist  n&mlich 

6  .  25  +  4  .  125  +  625  _  1275       425 
■*  6*  ~"  1296  ""432' 

2.  In  einer  Urne  befinden  sich  4  weisse  und  6  schwarze  Kugeln; 
wie  gross  ist  die  Wahrsch.  in  6  Ztkgen,  nach  deren  jedem  die  Kugel 
wieder  in  die  Urne  gelegt  wird,  2  weisse  und  4  schwarze  Kugeln  zu 
ziehen? 

Hier  ist  die  einfache  Wahrsch.  eine  weisse  Kugel  zu  ziehen  (die  W. 
fikr  das  Ereigniss  A):  a  »•  t^j  =  I  >  ^^^  i^^^  ^^^  schwarze  zu  zie- 
hen (die  Wahrsch.  f&r  das  Ereigniss  B):  &  —  i^  *-  i*  Die  gesuchte 
Wahrsch.  wird  durch  jenes  Glied  der  Entwickelang  ron  (a  +  0*  ausge- 
druckt, welches  die  Form  Ka*h*  hat  (die  Exponenten  von  a  nnd  6 
sind  die  Wiedeiholungssahlen  yon  Ä  und  JB),   und  da  hier 

--      6.5.4.3.2.1 

1.2.1.2.3.4 

ist ;  so  hat  man  f&r  die  «resnchte  Wahrsch. : 

l5aH*-15.AWr  =  A%. 

« 

3.  Man  wirft  ein  Geldstack,-  dessen  beide  Seiten  beziehungsweise 
das  Geprftge  yon  Kopf  und  Wappen  besitzen ,  in  die  Höhe ;  wie  gross 
ist  die  Wahrsch.,  dass  in  2  Würfen  wenigstens  Einmal  Wappen 
fiüle? 


«4 

Die  geflachte  Wahrech.  ist  =  a'  +  2a6,  wobei  a  =  6  —  ^  itt,  ^ 
-»  i  4~  1  =  iF ;  ^^^  welchem  Ergcbnisfl  man  sich  auch  leicht  durch  die 
einfache  Wahrsch.  tibenengen  kann.    Q.,  40&] 

§.  345.  Zusatz.  Verändert  sich  nach  jedem  Ver- 
suche die  Anzahl  aller  Fälle,  wie  z.  B.  wenn  die  gezogenen 
Kugeln  nicht  wieder  in  die  Urne  zurück  gelegt  werden ;  so 
treten  andere  Verhältnisse  ein,  und  man  findet  z.  B.,  dass 
wenn  A  m,  und  B  n  Fälle  für  sich  hat,  und  m-]-'n=:8  ge- 
setzt wird,  die  Wahrsch.  dass  nach  p  Versuchen,  nach  deren 
jedem  die  Summe  s  um  eine  Einheit  abnimmt,  A  p  —  j, 
und  B  9  Mal  eintreffen  werde  = 


p(p-l)  . .  ip^q+l)  ^  mCm—l)  . .  [m— (p— ^H-1]  X  «(n-l) ..  (n-^+l) 


ist.  Auch  sieht  man  von  selbst,  dass  wenn  mehr  als  zwei 
Arten  von  Ereignissen  vorkommen,  man  statt  dem  Binom 
das  Polynom  in  Anwendung  bringen  müsse.  —  Befinden 
sich  z.  B.  in  einer  Urne  3  weisse,  5  schwarze  und  4  rodie 
Kugeln;  so  werden  beziehungsweise  die  Wahrsch.  f&r  alle 
bei  n  auf  einander  folgenden  Zügen,  nach  deren  jedem  die 
Kugel  wieder  in  die  Urne  gethan  wird,  vorkonunenden  Er- 
eignisse, durch  die  Glieder  der  Entwickelung  von  (a-^-b -}-€)% 
wo  a,  by  c  der  Reihe  nach  die  absoluten  Wahrsch.  für  das 
Ziehen  einer  weissen,  schwarzen  und  rothen  Kugel  bezeich- 
nen, also  =Wt  A  ^^^  tV  sii^d,  ausgedrückt.     [I,  406.] 

Steigerung  der  Wahrscheinlichkeit  durch 

fortgesetzte  Versuche, 

§.  346.  Nach  §.  342  drückt  das  letzte  Glied  &«  der 
Entwicklung  von  (a  -f-  &)" ,  wobei  a  und  b  die  absoluten 
Wahrsch.  der  Ereignisse  A  und  B  bezeichnen,  die  Wahrsch. 
aus ,  dass  unter  n  Versuchen  A  kein  Mal ,  also  B  n  Mal 
nach  einander  eintreffen  werde.  Nun  wird  aber,  wegen  6  <  1, 
&•  um  so  kleiner,  je  grösser "^n  wird;  also  die  W.,  daßs 
unter  n  Versuchen  A  gar  nicht  eintriflit,  immer  kleiner, 
folglich  die  entgegengesetzte  W.  1  —  6" ,  dass  nämlich  -4 
dabei  wenigstens  1  Mal  zutrifft,  immer  grösser.  Es 
lässt  sich  daher  die  Frage  auf  werfen,  für  welchen  Werth 


885 

^  I 

von  rt,  oder  nach  wie  viel  Versuchen  diese  W.  eine  be- 
stimmte Grösse  erreicht  haben  wird? 

» 

§.  S47.  Setzt  man  zur  Beantwortung  dieser  Frage  die 
gegebene  W.  (welche  das  Ereigniss,  dass  A  unter  «  Ver- 
ziehen wenigstens  Einmal  eintrifft,  erhalten  soll)  =g,  so 
ißt  die  entgegengesetzte  W. :   &*  =  1  —  g,   und  aus   dieser 

GleichuBg.  wenx.  m«.  Log^ithmen  anwendet:  n=f^^; 

welcher  Ausdruck  sofort  zeigt,  dass  n  oder  die  Anzahl  der 
Versuche  um  so  grösser  sein  muss,  je  mehr  sich  b  oder  g 
der  Einheit  nähern. 

Beispiel.  Die  W.  mit  swei  Wftrfeln  anf  einen  Wnrf  einen 
Pasch  XU  werfen  ist  »-i;  nach  wie  vielen  Versuchen  wird  die  W.  we- 
nigstens Einmal  einen  Pasch  in  werfen  *-'i,  und  nach  wie  vielen  Ver- 
sncfaen  »«f  sein? 

Hier  ist  a«»|,  6  — t,  und  für  den  1.  Fall  ^  =  4;  folglich  nach 
der  Torigen  Formel : 

n  ^  log \:  log i  ^  log  2:  (log  B  ^  log  b)  m^  '30103  :  '07918  3=  8*8 , 

oder  die  W.  Ar  das  genannte  Ereigniss  nach  4  Versuchen  schon  etwas 
weniges  grteser  als  ^.  ^" 

Ffir  den  3,  Fall  ist  g^i,  also 

n^  logA:  (log  6  —  log  5)  —  7*6, 
also  die  W.  nach  8  Versuchen  ebenfalls  schon  grosser  als  }. 

Regeln   beiift   Wetten. 

§.  MB.  Eine  Wette  zwischen  zwei  oder  mehreren  Per- 
sonen kann  nur  dann  rechtmässig  genannt  werden,  wenn 
der  Einsatz  eines  jeden  der  W.,  die  Wette  zu  gewinnen, 
proportional  ist.  Denn  nimmt  man  z.  B.  an,  dass  beim  ge- 
wöhnlichen Würfelspiele  von  6  Personen  jede  eine  der  6 
Zahlen  besetzt ,  so  wird  offenbar  jeder  gleich  viel  einsetzen 
müssen ;  es  hat  aber  auch  in  der  That  jeder  der  Spieler  die 
Dämliche  W.  für, sich,  das  Spiel  zu  gewinnen.  Uebemimmt 
nun  z.  B.  f  5  Antheile  oder  vertritt  er  die  Stelle  von  5  Spie- 
lern, die  etwa  beziehungsweise  auf  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5 
gesetzt  haben ;  so  bleibt  Alles  dasselbe,  wenn  nur  B  seinen 
vorigen,  nämlich  den  jetzigen  Einsatz  des  A  6fach  leistet, 
und  sonach   mit  dem  Einsätze  5  gegen  A^  welcher  1  auf 

tnrg**  Comptndiani  d.  hfth.  Math.  ^5 
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die  Zahl  6  einsetzt,  wettet,  dass  eine  der  5  übrigen  Zahlen 
von  1  bis  5  falle.  Aber  auch  in  diesem  Falle,  dessen 
Rechtmässigkeit  einleuchtet,  verhalten  sich  die  W.,  die  be- 
ziehungsweise A  imd  JB  zum  Gewinnen  des  Spieles  haben, 
wie  ^  :  I  =  1 :  5 ,  d.  i.  wie  ihre  Einsätze. 

§.  S40.  Setzen  also  2  Spieler  die  Summen  a  und  a, 
und  sind  ihre  W.  das  Spiel  zu  gewinnen  a  und  m';  so 
wird  erfordert,  dass  a:a'  =  Gi:iD'  oder  aa}'=a'(o  sei:  es 
müssen  nämlich  die  Producte  aus  dem  Gewinnste,  den  je- 
der hoffit,  in  die  W*  diesen  zu  erlangen,  d.  i.  die  mathe- 
matischen Hoffnungen  oder  Erwartungen  ein- 
ander gleich  sein. 

1.  Wettet  A  gegen  B^  dass  er  mit  S  Worfeln  anf  einen  Worf 
die  Snmme  5  werfen  wird,  so  mflssen  sich  die  von  A  und  B  sa  lei> 
stenden  Eins&tEe  wie  1 : 8  verhalten ;  weil  die  W.  die  Summe  5  su  wer- 
fen (§.  835,  1.)  =li  also  die  des  Gkgentheils  bh|  ist. 

2.  Verspricht  A  dem  B  heim  Kopf-  nnd  Wappenspiel,  wenn 
Wappen  auf  den  I,  Wurf  fällt  2,  und  wenn  es  erst  auf  den  2.  Wuri 
fUlt,  4  Groschen ;  so  ist  die  mathematische  HoJBfhung  des  B,  da  die  ein- 
fachen W.  der  genannten  Ereignisse  heziehungswelse  i  und  i  sind,  sc 

^ort :    2  .  i-  +  4  .  ^  '—  2   Groschen  ;    nnd    ehen  so  viel  muss  auch  der  B 
dem  A  entgegen  setzen,  weil  Einsatz  und  Ho£Ehung  gleich  sein  sollen. 

Soll  aber,  ungeachtet  vielleicht  schon  auf  den  1.  Wurf  Wappen 
fiel ,  B  dennoch  die  4  Groschei^  bekommen  ,  wenn  es  auch  auf  den  2. 
Wurf  fimt ;  so  ist  jetzt  die  W.,  dass  Wappen  auf  den  2.  Wurf  fiült,  ds 
nun  der  I.  Wurf  hierauf  keinen  Einfluss  hat,  «»i,  also  die  mathemi- 
tische  Hoffnung  desJS  »2.|-{-4-i  =  3  Groschen ,  die  er  sofort  aach 
einsetzen  muss. 

Kechtmässige  Theilung   des  Einsatzes  vor 
Beendigung  des  Spieles. 

§.  850.  Sind  mehrere  Versuche  nöthig,  um  ein  Spiel 
zu  entscheiden  oder  zu  Ende  zu  bringen,  und  wird,  nach- 
dem bereits  einige  Versuche  gemacht  worden,  das  Spiel  vor 
dessen  Beendigung  abgebrochen;  so  kann  gefragt  werden, 
nach  welchem  Verhältnisse  der  von  den  Spielern  geleistete 
Einsatz  zu  vertheilen  sei.  Da  man  bei  jedem  Spiele  von 
^'^m  Grundsatze  ausgeht,   dass  jeder  Spieler  auf  den  gelei- 
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steten  Einsatz  verzichtet,  dagegen,  wenn  der  Zufall  fiber 
den  ganzen  Einsatz  noch  nicht  entschieden  hat,  zur  Ent- 
schädigung auf  diesen  Einsatz  ein  Recht  besitzt,  welches 
seiner  Hofihung,  d.  i.  seiner  W.-das  Spiel  zu  gewinnen» 
proportionirt  ist;  so  muss  eben  diese  B^el,  die  sogenannte 
Theilungsregel,  bei  allen  solchen  Theilungen,  wenn 
sie  rechtmässig  sein  sollen »  zu  Grunde  liegen. 

1.  Wettet  z.  B.  A,   mit  emem  Wftrfel  2  Mal  hinter  einander  die 
Zahl  6  SQ  werfen ;  so  darf  er  (nach  dem  €hnmdaatze  in  §.  349  nur  die 
Stumne  1  setaen,   während   aein   Gegner  B  den  ^''ntati  35  zu  loatoi 
hat    Gehen  die  Spieler  ans   einander,    bevor  noch  ein   Warf  gemacht 
worden,  so  mofis  natürlich  jeder  seinen  Einsatz  nnyerftndert  znrflck  neh- 
men, oder  es  mnss  der  ganze  Einsatz  36  so  rertheilt  werden,  dass  da- 
von A  die  Summe  1,  nnd  B  die  Summe  35  erh&lt,  also  augenscheinlich 
in  demselben  YerhAltniss,  in  welchem  in  diesem  Augenblicke  noch  ihre 
W.  das  Spiel  zu  gewinnen  stehen«     fiat  aber  A  bereits  Einmal  md  da- 
bei wirklich  die  Zahl  6  geworfen,   so  haben   sich  dadurch  die  Hoffiinn* 
gen  der  Spieler  ganz  anders  gestellt:  A  gewinnt  nun,  wenn  er  im  nach, 
sten  Wurf  die  Zahl  6  wirft,  wofür  er  die  W.  =(  hat;  B  dagegen  ge* 
winnt,  wenn  A  diese  Zahl  nicht  wirft,  woftlr  die  W.  «-  (  ist.    Vor  dem 
S.  Wurfe  verhalten  sich  also  die  mathematischen  Hofihnngen  des  A  und 
M  das  Spiel  zu  gewinnen,  wie  1:6,  also  muss  auch,  fiüls  sich  die  Spie, 
ler  vor  diesem  2,  Wurfe  trennen ,   der  ganze  Einsatz  36  in  eben  dem. 
selben  Verh&ltniss  gctheilt  werden,  so,   dass  davon  A  die  Summe  6  und 
B  jene  30  erhfllt. 

2.  Zwei  Spieler  A  und  B  kommen  mit  einander  überein,  dass 
derjenige  den  ganzen  Einsatz  erhalten  solle,  welcher  zuerst  3  Partien 
gewinnt;  nachdem  nun  A  bereit«  2,  und  B  Eine  Partie  gewonnen  ha- 
ben, trennen  sie  sich;  nach  welchem  Verfaftltniss  ist  jetzt  der  Einsatz 
zu  tbdlen? 

Wäre  das  Spiel  fortgesetzt  worden ,  so  würde  A  dasselbe  gewonnen 
haben ,  wenn  er  entweder  die  folgende  Partie  gewonnen  hätte ,  wofUr 
die  W.  =  i  ist,  oder,  wenn  er  diese  Partie  verloren,  dagegen  die  nächst 
folgende  gewonnen  hätte,  welches  zusammengesetzte  Ereigniss  sonach  die 
W.  i-i  —  J  ftlr  sich  hat;  es  ist  also  in  dem  Augenblicke,  in  wel- 
chem das  Spiel  unterbrochen  wird,  die  mathematische  Hoflfnung  des  A 
»4  +  *  =  *.  B  dagegen  würde  das  Spiel  nur  haben  gewinnen  kön- 
nen, wenn  er  die  beiden  folgenden  Partien  nach  einander  gewonnen 
hätte,  woftr  die  zusammengesetzte  W.  «i.^^j  j.t;  „nd  diess  ist 
zugleich  die  Hoflfnung,  welche  B  beim  Abbrechen  des  Spiels  hat  Es 
muss  also  zufolge  der  obigen  Regel  von  den,   ganzen  Einsätze  A  \  und 

und  B  davon  be«ehung.we,se  4S  und  16  Ducaten  bekommen.  [L,  iV 
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Die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori. 

§.  351.  Bei  allen  bisher  behandelten  Aufgaben  hat 
sich  das  Verhältniss  der  günstigen  zu  allen  gleich  mögli- 
chen Fällen  aus  den  gegebenen  Bedingungen  immer  im 
Voraus ,  also  auch  die  W.  a  priori  bestimmen  lassen.  Ist 
dieses  Verhältniss  aber  unbekannt,  und  soll  dieses  erst,  so 
weit  es  möglich ,  aus  Beobachtungen  abgeleitet  werden;  80 
wird  die  darauf  gebaute  Wahrscheinlichkeit  eine  W.  a  po- 
steriori genannt.  Kennt  man  z.  B.  die  Bedingungen  einer 
Urne  nicht  vollständig ,  aus  welcher  die  Ereignisse  hervor- 
gehen; so  muss  man  alle  möglichen  Bedingungen  untersu- 
chen, unter  welchen  diese  Ereignisse  haben  Statt  finden 
können,  um  dafOr  wenigstens  eine  Art  von  mittlerer 
W.  zu  erhidten,  welche  der  wahren  um  so  näher  gebracht 
werden  kann,  je  zahlreicher  die  Erfahrungen  oder  angestell- 
ten Versuche  sind. 

§.  852.  Gesetzt  nian  habe  aus  einer  Urne,  welche  3 
Kugeln  enthält,  davon  jede  entweder  weiss  oder  schwarz 
sein  kann,  so,  dass  man  die  wahre  Anzahl  der  weissen  und 
schwarzen  Kugeln  nicht  genau  kennt,  in  3  Zügen,  nach 
deren  jedem  die  gezogene  Kugel  wieder  in  die  Urne  gelegt 
wird,  2  weisse  und  1  schwarze  Kugel  gezogen;  so  können 
in  BetreJBF  der  Bedingungen  dieser  Urne  die  beiden  folgen- 
den, aber  auch  nur  diese  beiden  Hypothesen  aufgestellt 
werden :  die  Urne  enthält  et)  2  weisse  und  1  schwarze,  oder 
ß)  1  weisse  und  2  schwarze  Kugeln. 

Bezeichnet  a  die  W.  eine  weisse,  und  b  jene  eine 
schwarze  Kugel  zu  ziehen ;  so  ist  nach  der  ersten  oder  Hy- 
pothese a) :  a  =  f ,  6  =  ^ ,  und  nach  der  2.  /3) :  a  =  j, 
i  =  J.  Nun  wird  die  W.  2  weisse  und  1  schwarze  Kugel 
zu  ziehen  (§.  342)  durch  3a' 6  ausgedrückt,  folglich  ist 
diese  nach  den  beiden  Hypothesen  a)  und  ß)  beziehungs- 
weise 34.^  =  4  und  3 .  i .  §  =  f  Nach  der  2.  Hypothese 
ist  also  die  W.  des  beobachteten  Ereignisses  nur  halb  so 
gross  als  nach  der  ersten ;  es  ist  aber  auch  in  der  That  die 
Hypothese  weniger  wahrscheinlich  als  die  erste. 


§.  35S.  Da  aber  nach  der  Leichtigkeit,  mit  welcher 
die  aufgestellte  Hypothese  die  beobachteten  Ereignisse  her- 
beifuhrt, auch  der  Grad  der  W.  der  Hypothese  selbst  be- 
urtheilt  werden  muss ;  so  hat  man  folgenden  Grundsatz  auf- 
gestellt: die  W.  der  Hypothesen  oder  Ursachen  sind  den 
W.y  welche  daraus  filr  die  beobachteten  Ereignisse  hervor- 
gehen, proportional. 

Im  angeAlhrten  Beispiele  verhalten  sich  also  die  W.  beider  Hypo- 
diesen  wie  2:1,  und  da  von  beiden  eine  nothwendig  Statt  finden  muss, 
so  muss  auch  (§.  329)  die  Samme  ihrer  W.  =  1  sein.  Aus  dieser  Be- 
merkung findet  man  sofort  die  W.  der  H^'pothesen ,  indem  man  die  be- 
treffenden Verhältnisszahlen  2  und  1  durch  ihre  Summe  dividirt;  es  ist 
n&mlich  die  W.  der  1.  Hypothese  »- 1,  und  die  der  2.  =»  }  (denn  nun 
ist,  wie  es  sein  soll,  }  :  }  =  2 : 1 ,  und  zugleich  }  -f~  1  =  0* 

§.  SM.  Sind  allgemein  //,  H\  H'\  ...  die  W.  der 
Hypothesen ,  und  A ,  A^  Ä\  .  .  .  beziehungsweise  die  dar- 
nach berechneten  W.  für  die  beobachteten  Ereignisse;  so 
ist  dem  vorigen  Satze  gemäss : 

Hx  A  =  H' .  A  =  ir  X  A'  =  etc., 
und  daraus 

oder    wegen    H-\-ir  -^^  //"  -f-  •  •  •  =  1  >    und    wenn    man 

i4  +  ^'  +  ^"  +  . . .  =  aS  setzt : 

\xS>  =  H.A  =  IT\A  u.  8.  w. 
80,  dass  man  endlich  hat: 

So  hat  man  im  vorigen  Beispiele  ^  =» )  und  2I'  » ) ,  mithin 
iS=«^4-i4'«t,  und  daher  fl'=4:J=-},  und  fl"«=J:t— J,  wie 
vorhin. 

§.  355.  Sind  die  W.  der  möglichen  Ursachen  oder 
Hypothesen  ausgemittelt ,  so  kann  man  nun  auch  die  W. 
ftirein  folgendes  Ereigniss  (nach  der  W.  a  priori)  fin- 
den. Es  darf  nämlich  nur  die  W.  des  erwarteten  Ereignis- 
ses nach  jeder  Hypothese  genommen,  und  diese  mit  der  W. 
der  betreuenden  Hypothese   selbst   multiplicirt   werden,    so 


drfickt  die   Summe   dieser  zusammengesetzten   W.  die  ge- 
suchte W.  aus. 

So  iflt  in  dem  Toiigen  Beispiele  die  W.  auf  den  folgenden  oder  4. 
Zog  eine  weisse  Kugel  za  ziehen  ~-}'}-|-i-i  =  t>  nnd  die  W.  eine 
schwane  xn  ziehen  =}.J-|-}.^<»j;  die  Snmme  dieser  beiden  W. 
ist  )  -)-  j  =  1 ,  wie  es  anch  sein  soll ;  weil  es  gewiss  ist ,  dass  man  auf 
diesen  4.  Zug  entweder  eine  weisse  oder  eine  schwarze  Kugel  liehen 
wird.     [L,  418,  dann  rermischte  Beispiele  420  —  4SS.] 


Dritter  Abschnitt. 


Anwendung   der   Algebra    auf  die   Geometrie. 


Erstes  Capitel. 


Von  der  geometrischen  Construction  algebraischer 

Ausdrücke. 


§.  356.  xjekanntlich  lassen  sich  die  Linien ,  Flächen 
und  Körper  ebenfalls  durch  Zahlen,  d.  i.  arithmetisch, 
also  auch  algebraisch,  darstellen.  So  ist  z.  B.  |/2 
die  Diagonale  eines  Quadrates  von  der  Seite  1 ;  \/3  die 
im  Kreise  vom  Halbmesser  1  beschriebene  regelmässige 
Dreieckseite ;  2.3  =  6  die  Fläche  eines  Rechteckes,  dessen 
zusammenstossende  Seiten  2  und  3  sind ;  2.4.5  =  40  der 
Inhalt  eines  rechtwinkeligen  Parallelopipeds  von  den  Seiten 
2,  4,  5.  Und  eben  so  hat  man  allgemein  a6,  ac^  bc  für 
die  Seitenflächen  und  abc  für  den  Inhalt  eines  solchen  Kör- 
pers, wenn  a,  b^  c  die  Zahlen  bedeuten,  welche  anzeigen, 
wie  oft  die  Linieneinheit  in  den  3  zusanmienstossenden  Sei- 
tenlinien desselben  enthalten  ist. 

§.  357.  Indem  man  aber  die  Linien,  Flächen  und 
Körper  arithmetisch  oder  vielmehr  algebraisch  darstellt, 
lässt  sich  auch  die  Algebra  auf  die  Entwickelung  und  Auf- 
lösung der  geometrischen  Sätze  und  Probleme,  und  zwar 
mit  um  so  grösserem  Vortheile  anwenden,  als  die  Algebra, 
sobald  sie  sich  nur  einmal  eines  Gegenstandes  bemächtigt 
hat,  dabei  immer  nach  bestimmten  und  festgesetzten  Regeln 
zu  Werke  geht  und  ans  Ziel  gelangt. 

§.  S58.  Um  das  Gesagte  gleich  durch  ein  Beispiel  zu 
erläutern,   wollen  wir  die  Aufgabe  auflösen:   eine  gegebene 


2S4 

rsr.9L  Gerade  AB  (Fig.  9)  ins  äussere  und  mittlere  Ver- 
hältnisse d.  i.  im  Puncte  C  so  zu  theilen,  dass  das  gros- 
sere Stück  AC  die  mittlere  geometrische  Proportionallinie 
zwischen  dem  kleinern  Abschnitt  BC  und  der  ganzen  Linie 
AB  werde. 

Bezeichnen  wir  die  gegebene  Gerade  durch  a,  den 
gi'ÖBsem  Abschnitt  durch  ar,  also  den  kleinem  durch  a^x\ 
so  soll  der  Bedingung  gemäss  (1)  a  —  xi  x  =  xi  a  sein. 
Um  aber  die  algebraischen  Operationen  hierauf  anwenden 
zu  können,  miissen  diese  Linien  a,  x  und  a-^x  zuerst 
algebraisch  ausgedrückt  werden.     Zu  diesem  Ende  nehmen 

wir  eine  beliebige  Linie  a  zur  Einheit  und  setzen  —  ^a, 

-*  =  a?';    so  sind  a'  und  x'  die  Absolut-  oder  Verhältniss- 

zahlen ,  welche  anzeigen ,  wie  oft  die  Linieneiüheit  a  in 
den  Linien  a  und  x  enthalten  ist.  Mit  diesen  Werthen 
von  a^=^ttd  und  x  =  (ix'  verwandelt  sich  die  vorige  Pro- 
portion (1)  in  folgende :  a  a'  —  a^' :  a  a:'  =  a«' :  a  a',  oder 
(1')  a'  —  x'  :x'  =  x' :  a',  und  daraus  folgt  (da  man  es  nun 
mit  Zahlen  oder  algebraischen  Grössen  zu  thun  hat) 


(2')     x'  =  -f=b|/a'«  +  il, 

wobei  jedoch  von  den  doppelten  Zeichen  nur  das  obere  ge- 
nommen werden  darf ,  weil  für  das  untere  der  Abschnitt  jr 
negativ,  also  gegen  den  Sinn  der  Aufgabe  grösser  als 
die  gegebene  Linie  a  würde. 

§.  859.  Obschon  wir  nun  aus  dieser  Gleichung  (2^) 
die  Zahl  af  wenigstens  näherungsweise  berechnen,  und  we- 
gen AC=x  =  x'aL  den  gesuchten  Punct  C  dadurch  ange- 
ben könnten;  so  will  man  doch,  abgesehen  von  der  dabei 
immer  Statt  findenden  Ungenauigkeit,  gewöhnlich  die  geo- 
metrische Construction  der  gesuchten  Grössen ,  also  die 
geometrische  Bedeutung  der  gefundenen  Ausdrücke 
kennen  lernen.  Führen  wir  daher  in  die  gefundene  For- 
mel (2')  wieder  die  Linien  selbst  ein,  indem  wir  darin  bloss 


X  .       .         a 


J?'  =  —   und    a'  =  —   zu  setzen   haben ;    so  entsteht ,    wenn 
man  auch  gleich  durch  a  abkürzt: 

(2)    ^  =  _|4.]^a«TZ. 

Dieee   Formel,   in   welcher  die  Wurzelgrösse  offenbar 
die   Hypotenuse   eines   rechtwinkeligen   Dreieckes   von   den 

Catheten  a  und  —  vorstellt,  fflhrt  nun  zu  folgender  geome- 

trischen    Construction :    in    dem    Endpuncte  B  der  gegebe- 
nen Geraden  AJB  errichte  man  auf  diese   das   Perpendikel 

BD^=—f  ziehe  AD^  beschreibe  aus  D  mit  dem  Halbmes- 

eer  DB  =  —  den  Bogen  BE  und  schneide  auf  der  Greraden 

AB  das  Stück  AE  von  A  bis  C  ab;  so  ist  C  der  gesuchte 
Punct.     Denn  es  ist,   dieser  Construction  zufolge 


-AD  =  y'AB^  -\-  BB^  =  V/a^  +  ^ 


und 


AC 


=  AE=AD  —  DE=V/a*  +  ^^^  =  x. 


A  n  m  e  r  k.  Die  algebraische  AnflOsnnfi^  dieser  Au^be  ffthrt  also  ge- 
nao  zn  derselben  Construction,  die  schon  in  den  Elementen  der 
Geometrie  vorkommt  und  aus  rein  geometrischen  Betrachtungen  her- 
Torgeht.  Indess  machen  wir  darauf  aufinerksam,  dass  diese  letz- 
teren nicht  mehr  so  ganz  einfach  sind,  während  die  algebraische 
Behandlung  spielend  und  fast  mechanisch  zu  dieser  Construction 
hinleitet. 

§.  800.  So  wie  das  eben  behandelte  Beispiel  zeigt, 
fordert  die  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie: 
1.  das  Ausdrücken  oder  Uebersetzen  der  gegebenen  Bedin- 
gungen in  die  algebraische  Zeichensprache,  2.  die  rein 
arithmetische  oder  algebraische  Entwickelung  und  Bestim- 
mung der  unbekannten  Grössen ,  und  endlich  3.  die  Her-  • 
steDung  der  geometrischen  Bedeutung  der  gefundenen  For- 
meln und  Ausdrücke  oder  ihre  geometrische  Construction. 

Anmerk.  1.     Ans  demselben  Beispiele  ersieht  man  auch,  durch  Ver- 
gleichung    der    Gleichungen  (1)   und  (l')>    dann  W  und  (2'),    dass 


man  schneller  and  einfacher  zur  Endgleichung  (2)  gelangt,  wenn 
man,  ohne  erst  von  den  Linien  a,  x  auf  ihre  VerhältnisszahleD  a. 
X  und  von  diesen  wieder  auf  die  Linien  zurftckzogehen ,  x  naniit- 
telbar  aus  der  Gleichung  (1)  bestimmt.  Allein ,  wenn  wir  uns 
auch  in  der  Folge  diese  Abkürznng  erlauben ;  so  wird  dennoch, 
dem  wahren  Sinne  gemftss ,  immer  stillschweigend  Yoransge^etzt, 
dass  die  angenommenen  Buchstaben ,  w&hrend  der  algebraischen 
Operationen  nicht  die  Linien  selbst,  sondern  nur  ihre  Verhältoiss- 
zahlen  zu  einer  bestimmten  oder  beliebigen  line&ren  Einheit  be- 
zeichnen; denn  es  würde  durchaus  keinen  Sinn  haben,  wenn  man 
Linien  mit  einander  multipliciren ,  dividiren  u.  s.  w.  wollte. 

Anmerk.  2.  Endlich  zeigt  dieses  Beispiel  noch,  dass  die  Endglei- 
chung durchaus  von  einerlei  Dimension  (hier,  wo  eine 
Linie  gesucht  wird,  von  der  ersten)  oder  homogen  sei: 
und  diese  Eigenschaft  findet  in  allen  Gleichungen  nnd  algebrai- 
schen Ausdrücken  Statt,  welche  aus  der  Anwendung  der  Algebra 
auf  die  Geometrie  hervorgehen,  sobald  man  nämlich  jede  vorkom- 
mende Linie  ausdrücklich  durch  einen  Buchstaben ,  die  Fliehe 
durch  die  2.  und  den  KOrper  durch  die  3.  Potenz  solcher  Buch- 
staben bezeichnet. 

Diese  Homogenit&t  wird  dagegen  gestört ,  sobald  eine  dieser 
Linien,  wie  z.  B.  in  der  Trigonometrie  der  Halbmesser,  zur  Ein- 
heit genommen,  also  mit  1  bezeichnet,  und  sonach  in  der  MultipU- 
cation,  Division  u.  s.  w.  ausgelassen  wird.  Diese  beiden  Fälle  sol- 
len bei  den  nun  vorzunehmenden  geometrischen  Constmctionen  be- 
sonders behandelt  werden. 

Construction   der   homogenen    algebraischen 

Ausdrücke. 

§.  361.  Alle  Yorkommenden  algebraischen  Ausdrücke, 
welche  einer  geometrischen  Construction  fähig  ^  (nämlich  mit- 
telst Lineal  und   Zirkel   ausführbar)   sind,   lassen   sich  auf 

die  wenigen  Gnmdlormen  :  a?  =  -4  db  jB*,  a  =  — -,  a  =  YäB 


und  ar  =  |/^*±jB*,  die  wir  sofort  der  Reihe  nach  durch- 
gehen wollen,  zurückfuhren. 

§.  S62.  Um  den  Ausdruck  a  =  a  —  b  -^-c  -^d  —  e, 
wobei  a,  6,  c,  d,  e  gegebene  Linien  bezeichnen,  zu  con- 
struiren,  hat  man  auch  a  =  {a  -\-  c -\- d)  —  (b-\-e)=^A  —  B> 
Man   nehme   daher   auf  einer   unbestimmten    Geraden  Ay 


(Fig.  10)  AB  =  ay  BC=e  und   CI)  =  d;    so  ist  ^J9=aFir.ia 
-f-c-f- J  =  -4.     Femer  trage  man  von  I)  gegen  A  zurück, 
I>E=b  und  EF=e,   so  ist  DF=b  +  e  =  B\  folglich 
AF=A—B  =  a. 

Auf    dieselbe    Art    wird    man    die    Ausdrücke    x^2a,    jr  — 5ft 
0.  s.  IT.,  und  da  man  jede  gerade  Linie  in  eine  beliebige  Anzahl  glei- 

da  Ah 

eher  Theile  theilen   kann ,   auch  jene  x  =  —— ,   x  — n.  s.  f.  con- 
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ftruiren. 

§•    303.     Zur    Construction   des   Ausdruckes  ^  =  — ^ 

c 

welcher  die  Proportion  c:  a  =  b:  a  liefert ,  darf  man  nur 
eine  vierte  Proportionallinie  zu  den  Linien  c,  a 
und  b  suchen.  Diess  zu  bewerksteDigen,  zeichne  man  ei- 
nen beliebigen  Winkel  MAN  (Fig.  11),  trage  von  A  aus'if  ". 
auf  den  einen  Schenkel  die  Gerade  c  bis  jB,  auf  den  an- 
dern die  Linie  a  bis  C,  und  dann  wieder  auf  den  ersten 
die  Linie  b  bis  D  auf,  verbinde  die  beiden  erstem  Puncte 
B  und  C  durch  die  Gerade  BC  und  ziehe  zu  dieser  durch 
den  3.  Punct  2>  die  Parallele  DE;  so  ist  -4^  die  gesuchte 
Linie  x.  Denn  man  hat,  zufolge  dieser  Construction,  ABiAC 

=  AJD:AEf  d.  i.  c:a=:  b:AE^  also  AE=:  —  =  ^. 

c 


a* 


§.  86i.    Der  Ausdruck  j?  =  --  stellt  eine  dritte  Pro- 

portionallinie  zu  b  und  a  vor,  indem  man  daraus  die  Pro- 
portion bi  a  =  a:  a  hat.  Da  diess  aber  nur  ein  speciel- 
lor  Fall  des  vorigen  ist,  so  ist  auch  die  Construction  die 
nämliche. 

A  n  m  e  r  k.  In  gewissen  Fällen  und  für  6  >•  a  kann  auch  die  folgende 
Construction  mit  Vortheil  angewendet  werden:  ücber  der  Geraden 
AB^=b  (Fig.  12)  beschreibe  man  als  Durchmesser  einen  Halb- »i,..  14 
kreis,  trage  ans  A  die  Linie  AC'='a  als  Sehne  ein  und  fillle  ans 
Canf  ^^  daa  Perpendikel  CD;  so  ist  AD  die  gesuchte  Ste  Pro- 
portionallinie x;  denn  man  hat,  wenn  noch  BC  gezogen  wird,  im 
rechtwinkeligen    Dreieck    ACB    bekanntlich    AB:AC  =  AC:AD^ 

d.  i.   b:a='  a:  ADy   also   AD  =  —^x. 


§.  M6.  Der  Ausdruck  a=z}/ab  bezeichnet  eine  mitt- 
lere  geometrische  Proportionallinie  zwischen  den  Greraden 
a  und  b ;  denn  man  hat  daraus  die  Proportion  a :  «  =  x :  6. 
Um   diese   Linie   zu   construiren,    trage  man    a)  auf  einer 

»«»•  1*  unbestimmten  Geraden  AN  (Fig.  13)  AB=^a  und  BC=b 
auf,  beschreibe  über  ^C=a-|-&  als  Durchmesser  einen 
.  Halbkreis,  und  errichte  auf  AC  in  B  das  Perpendikel  BD 
bis  zum  Durchschnitt  desselben;  seist  dieses  die  gesuchte 
Linie  x.  Denn  man  hat  (mit  Zuziehung  der  Hilfslinien 
ADf  CD)  in  dem  bei  JD  rechtwinkeligen  Dreiecke  ABC, 
AB:BI>  =  BD:BC  oder  aiBD  =  BDib,  also  ^i>  = 
]/aJ  =  a?.  —   Oder  man   trage   j3)  beide  Linien  von  dem- 

1s- 1^  selben  Puncte  A  aus,  d.  h.  man  mache  (Fig.  14)  AB  =  a, 
AC=b9  beschreibe  über  der  grossem  AC  als  Durchmesser 
den  Halbkreis  und  errichte  im  Endpuncte  B  das  Perpen- 
dikel BD;  so  ist  die  Sehne  AB  die  gesuchte  Linie  x. 
Denn  es  folgt,  wenn  noch  CB  gezogen  wird,  aus  dem 
rechtwinkeligen  Dreiecke  ABC  sofort  ABl  AB:=ABiAC 
oder  a  i  AB  =  AB :  b  und  daraus  AB  =  |/ai  =  x. 

§.  366.    Der  Ausdruck   a  =  ]/a*  +  **  stellt  die  Hj- 

potenuse  eines  rechtwinkeligen  Dreiecks  vor,  dessen  Cathe- 

ten  a  und  b  sind.  Man  construire  daher  einen  rechten  Win- 

Fir.  i&kel  CAB  (Fig.  15),  schneide  auf  dessen  Schenkeln  AB=o, 

AC=b   ab   und   ziehe  BC;    so  ist  JSC=VOlÄ*  +  i? 

=  ya^  +  b^  =  x. 


§.  sei.  Um  den  Ausdruck  x  =  |/a*  —  6',  welcher  die 
Cathete  eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  darstellt,  in  wel- 
chem a  die  Hypotenuse  und  b  die  andere  Cathete  ist,  zu 
construiren,  zeichne  man  wieder  einen  rechten  Winkel  CAB\ 
riy.  11  (Fig.  16) ,  schneide  auf  dem  einen  Schenkel  AB  =  b  ab. 
und  durchschneide  den  andern  aus  B,  mit  dem  Halbniesi^er  i 

BC=a  in  C;  so  ist  AC  =  ]/'BC*  —  AB^  =  Va^  —  b*=^J^ 

Fl».  17.  Oder  man  beschreibe  über  der  Geraden  AB  =  a  (Fig.  N) 

einen   Halbkreis,    trage  in  diesen,    von   A   aus,    die  Linie 

AC'=b  als  Sehne  ein;    so  ist   offenbar  die  andere  Sehne 


BC  die  gesuchte  Grerade  x.    Oder  da  endlich 

^  =  ]/(a  +  6)(a--6) 
ist,  so  kann  man  auch,  nach  §.  365,  zu  den  beiden  Linien 
a-\-h  und  a  —  b  die  mittlere  geometrische  Proportionallinie 
suchen. 

§•  S06.  Beispiele.  Dass  nun  überhaupt  jeder  homo- 
gene, rationale  oder  irrationale  Ausdruck  von  einer  Dimen- 
sion, In  so  ferne  bloss  Quadratwurzeln  vorkommen,  con- 
struirt  werden  könne ,  soll  in  den  nachstehenden  Beispielen 
gezeigt  werden. 

1.  Um  den  AuBdrack  x  =  — ; —  zu  coiutruiren,  setze  monx  ^  — r  •  —  • 

de  de 

a  b 

Sucht  man  daher,  nach  §,  36d,  die  4.  Proport  -  Linie --t>  *-m,    so    i«t 

jn  ^ 
X  ^»  —  abermals  eine  solche  Froportionallinie  za  «,  m  und  c. 

2.  Um  den  Ansdrack  x  »  — —7  zu  construiren,  schreibe  man  den- 

selben  auf  folgende  Art:  x  =- . —  . .-t"»  »oche  (§.  363)  zu  2c, 

2c       c        c        o 

3o* 
Sa  nnd  a  die  4.  Proport-Linie  m «»  —— ,  hierauf  zu  c,  m  und  6  die  Linie 

N  "«  — ,  dann  wieder  zu  c,  n  nnd  b  die  4.  Proport-Linie  p  =  *- — ;    so 
c  c 

■»  h 
ist  endlich   x  =■  ~-  die  4.  ProportionaUinie  zu  d,  p  nnd  6. 

o 

a'rf — 6*rf  # 

3.  Um  die  Gerade  x  — zu    finden  ,     hat    man    auch 

ac 

X  » .     Sucht  man  daher  nach  den  vorigen  Beispielen  die  Li- 

c  ac 

nicn  —  =  m  und ■*•  » 1    so    wird    x  =  ni  —  n   gleich    der  Differenz 

c  ac 

zweier  geraden  Linien.     Oder  man  bringe  den  gegebenen  Ausdruck  auf 

die  Form  x,—  —  ^,  suche  zu  den  Linien  a,  d  und  a  -f-  6 

sc 

die  4.  Proport -Lhiie  m;  so  ist  x  «—  — ^^ ^  ebenfalls  eine  solche  Pro- 

c 

portionallinie  zu  c»  m  nnd  (a  —  6). 

4.  Zur  Ck>nstruction  des  Ausdruckes 

3a*  +  2a'6>-aft»-f-c^' 
'"■  2a»-3a6-i-6' 

bringe  man  diesen  auf  die  Form : 


24» 

und  inche  wieder  die  Linien  m  —  — ,   n«.— ~;  so  wird,    nachdem  di«^ 

a  Or 

ser  Bruch  durch  a  abgekflrzt  worden, 

o  (3g  4"  ^^  4"  »  —  "») 
**         2a  +  m  —  36 

Werden  femer ,  nach  §.  362 ,  die  Linien  />  =  3a-h26-|~"  —  "*  °°^ 
^  s»  2a  -f~  "1  —  3^  gesucht;  so  wird  endlich  x  =■  — ^  eine4jProporL-Linie 
in  9,  o  und  p. 


5.  Um  den  Ausdruck  ar  =  V^a*^-6*— c"-|-d*  —  e*  sa    constmiren, 
ordne  man  diesen  auf  folgende  Weise : 


suche,  nach  §.  366,  die  Hypotenuse  m  des  rechtwinkligen  Dreieckes  von 
den  Catheten  a  und  (f,  femer  die  Hypotenuse  n  für  die  Catheten  b  and 
c,  so  wie  endlich  noch  die  Hypotenuse  p,  welche  den  Catheten  n  und  ^ 
entspricht;  so  ist  a»  +  rf*  =  tu* ,    6» -f-c»  —  n» ,    n*  +  €*  =  ö»  +  c"  +  t^ 

=  p',  folglich  x  =  V^»i*— p'  die  2.  Cathete  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eckes Ton  der  Hypotenuse  m  und  ersten  Cathete  p ,  welche  nach  §.  367 
gefunden  wird. 

6.  Dasselbe  Verfahren  dienet  auch  cur  Constraction  der  Quadrat- 
wurzeln aus  Zahlen.  Ist  z.  B.  x  =  V^10,  so  setze  man  xb»1/2X^' 
und  suche  (nach  §.  365)    zu  den  Linien  2  und  5  die  mittlere  Proportro- 

nallinie;  oder  einfacher,  man  setze  x:=V^3'-)~  1'*  tind  construire  diesen 
Ausdrack  nach  §.  366.  —    Eben  so  ist  ftlr  r  =  V^7,  auch 

X  =  J/"2*4-2'— 1«,   V^\  —  K3*+l*  +  l»,  K23  —  V  5*— 1«  — 1» 

u.  s.  w.,  lauter  Ausdrücke,  die  zu  der  im  Torigen  Beispiele  behandelten 
Form  geboren. 

7.  Um  den  Ausdrack  x  »»  |/a'  -|-  6c  zu  constrairen,  kann  man,  nach 

§.  365,  die  Linie  m  — »  V^6c  suchen,  wodurch  6c  «-  m»,  also  x  =  V»-F»' 
wird,    und  diese  letztere  Linie  nach  §.  366  bestimmen.     Oder  man  kann 

auch X  ■—  %/  ^ I <* H " I  setzen,  nach  §.  363,  die  Linie  n  =*  —  con- 

stmiren,  und  dann  x»=|/a(a-hn)  nach  §.  365  finden. 

An  merk.     Eben   so   leicht  können   auch    noch  zusammengesetztere  An»- 
drftcke  dieser  Art,  wie  z.  B, 

'  6c« 


-V'^^^^ 


n.  8.  w.,  construirt  werden.     [II.,  14.] 
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ConstrnctiOTi  der  unffhieharttffen  algebraischen 

Ausdrücke. 

§.  M9.  TVlr  haben  im  §.  860  (Anmerk.  2)  bemerkt«  dasa 
die  aus  der  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie  her- 
vorgehenden Ausdrücke,  welche  sonst  immer  homogen  sein 
mQssen ,  dadurch  ungleichartig  werden  kOnnen ,  dass  man 
von  den  Linien  eine  zur  Einheit  nimmt  und  durch  1  be- 
zeichnet. So  gehen  c.  B.  die  gleichartigen  Ausdrücke  4r  =  — 

nndj?=s  ^^T°^  9    wenn  man  a  =  l  setzt,    über  in  4r  =  &0 

iindjr=  j^'T    ^  f    werden  sonach  ungleichartig  imd  sind  in 
dieser  Form  zur  geometrischen  Construction  nicht  geeignet. 

§•  STO.  In  einem  solchen  Falle  bezeichnet  man  die  dun  h 
1  ausgedrückte  Linieneinheit  durch  einen  Buchstaben,  z.  B. 
a,  und  führt  diesen  in  den  ungleichartigen  Ausdruck  statt 
der  1  dergestalt  ein ,  dass  man  die  einzelnen  Glieder  der 
Gleichung  mit  den  nöthigen  Potenzen  von  a  multiplicirt 
oder  dividirt,  um  dadurch  die  Homogenität  in  der  ganzen 
Gleichung  herzustellen.  Ist  diese  zur  Einheit  genommene 
Linie  a  nicht  gegeben,  so  wählet  man  eine  solche  nach  Will- 
kür ;  aber  dann  ist  natürlich  auch  die  zu  construirende  Linie 
Qnbc  stimmt. 

§.  m.     Beispiele. 

1.  So  wird  der  vorige  Ansdnick  x  —  -^— — -  znr  Construction  ein- 

•    «   +«/ 

gerichtet,  wenn  man  die  dabei  zu  Grande  liegende  Linieneinheit  dnrch  * 
bezeichnet  nnd  berücksichtiget ,  dass  der  Bruch  (weil  x  eine  Linie  be- 
zeichnet) eine  Dimension,  folglich,  da  der  Nenner  deren  S  besitzt,  der 
Zähler  3  Dimensionen  erhalten,  also  6  mit  a*  nnd  c*  mit  *  multiplicirt 
werden  mnss.     Dadnrch  erhAlt  man   den  homogenen  und  nach  den  ror- 

*  6»*  —  c'at 

hergehenden  §§.  leicht  zn  construirenden  Ausdruck:  x= — — — ; — —,   wo- 

d'  +  ef 

bei  nimlich  ausser  den  vorigen  Linien  6,  c,  d,  e   und/  auch  noch  jene 

a  gegeben  sein  muss,  oder  sonst  beliebig  angenommen  wird.  . 

2.  Eben  so  wird  der  nngleichartigo  Ausdruck 

Barg's  C«mp«ndiQin  d.  hSh.  Math.  16 
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snr  geometrischen  Coiutinction  eingeriditet,  wenn  man  onter  der  Torigeo 
VorsuBsetznng  schreibt: 

a"  6    1  y  b*c   ,    o6«» 

(VergL  §.  35,  Anmerk.) 

Anmerk.  Bezeichnen  in  einem  nngleichartigen  Ansdmcke  die  rorkom- 
menden  Bachstaben  nicht  die  Linien  selbst,  sondern  nur  ihre  Ver- 
hältnisszahlen zur  linearen  Einheit ;  so  stellt  sich  die  Gleichartig- 
keit Ton  selbst  her,  sobald,  wie  es  anch  die  geometrische  Coostnic- 
tion  erfordert,  daför  die  Linien  eingefthrt  werden. 

Ist  s.  B.  x'  «-a  fr',  nnd  sind  x',  a,  b'  die  Zahlen,    welche  snzd- 
gen,    wie  oft  die  Linieneinheit  a  in  den  betreffenden  Linien  x,  a,  b 

enthalten  ist;   so  hat  man  x'«- ,  a  == .  6'«— —      und   da- 

a  CL  A 

.  X    '       o  b  üb 

her,   wenn  man  diese  Werthe  substitoirt:  —  =  —5- oder x  — , 

ein  Ausdruck ,  welcher  nunmehr  homogen  nnd  zur  geometrischen 
Construction  geeignet  ist  [Construction  der  quadratischen*  Glei- 
chungen IL,  17.] 
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Zweites  CapiteL 

Anwendung  der  Algebra  auf  die  Auflösung  einiger 

geometrischen  Aufgaben. 

§.  Sn.    Aufgabe.     In  ein  gegebenes  Dreieck   AßC 
(Fig.  18)  ein  Quadrat  ein£UBchreiben,  ^  " 

Auflösung,  Nimmt  man  die  Aufgabe  als  gelöst,  und 
EFHG  als  das  gesuchte  Quadrat  an,  faUt  aus  C  auf  AB 
da«  Perpendikel  CD\  so  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an, 
den  Punct  I  zu  finden,  durch  welchen  man  zu  AB  die  Pa- 
rallele i?^  ziehen  muss,  damit  EF=^ID  werde.  Man  setze 
demnach  D I=^EF^=^x ^  und  suche  zwischen  x  und  den 
Linien  des  Dreieckes,  die  sonach  bekannt  sind ,  eine  Bola-» 
tion  zn  erhalten.  Dazu  folgt  aus  den  beiden  ähnlichen  Drei- 
ecken ABC  und  EFC ^  deren  Grundlinien  sich  wie  ihre 
Hohen  verhalten.  AB  :  EF=  CD  i  Cly  oder,  wenn  man 
AB-r^a  und  CD^=-h  setzt,  auch  a  :  af  =  A  :  A — ^r,  wor- 
aus man   sofort  x  =  — q-r- ,    nämlich   eine  4.  Proportional* 

linie  zn  a-^A»  a  und  A  erhält.  Um  diese  sogleich  mit  Be- 
nützung der  Figur  zu  construiren,  nehmen  wir  den  Winkel 
CD  Bf  und  schneiden,  da  schonZ>(7=A  ist,  auf  dem  ver- 
längerten Schenkel  DB^  die  Stücke  DK^=  AB^=^a  und 
KL=  CD  =  h  ab;  so  ist  DL  =  a-\-k.  Verbindet  man 
femer  i  mit  C,  und  zieht  zu  dieser  VerbindungöHnie  durch 
K  die  Parallele  KI ;  so  schneidet  sich  dadurch  auf  der  Ge- 
raden CD  der  gesuchte  Punct  /  ab.  Denn  es  ist  dieser 
Construction  zufolge,  D  L  i  D  K=  D  C  \  D I  oder 

a  +  A  :  a-=^h  i  D /=  — r-r  =  x, 

§.  S7S.     Aufgabe.      In   der  Seite  A  C  des  Dreieckes 
AGB  (Flg.  19)  einen  Punct  D  von   solcher  Beschaffenheit  fi 
iiu  finden,    dass   die  durch   ihn  zu  AB  gezogene  Parallc) 
J^E  einer  g^ebenen  geraden  Linie  n  gleich  werde. 

16* 
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Auflösung.  Nimmt  man  wieder  die  Aufgabe  als  ge- 
löst und  J)  fQr  den  gesuchten  Punet  an^  so  hat  man  die 
Proportion  AC  x  AB-=^DC  i  DE^  oder,  wenn  man  ^  £ 
=  a,  AC^=^b  und  AD=^x  als  die  unbekannte  Entfernung 
des  Punctes  D  von  A  setzt ,   auch  (p)    6  :  a  =  6  —  jp  :  n, 

und  daraus  (a)  x  =     ^«  — »;^  nämlich  eine  4.  Proportional- 
linie zu  a,  &  und  a  —  n« 

Um  diesen  Ausdruck  zu  construiren,  wird  man  gleich 
den  Winkel  CA  By  auf  dessen  Schenkeln  schon  die  Liinien 
a  und  b  aufgetragen  sind,  benützen,  und  nur  noch  von  B 
gegen  A  hin,  BF=^n  abschneiden  und  durch  F  mit  BC 
parallel  die  Gerade  FD  ziehen ,  um  sofort  den  gesuchten 
Punct  D  zu  erhalten;  denn  man  hat  dadurch 

AB  :  AC=^AF  :  AB 
oder  a  :  b=^a  —  n  :  AD,  also   AB=    =jr, 

§.  87^.  Discussion  dieses  Besultates.  So  lange 
fi'^a  ist,  bleibt  x  in  der  Gleichung  (a)  positiv,  also  der 
Punct  Bf  wie  ursprünglich  angenommen  wurde,  zwischen^ 
und  C.  Für  n=^a  wird  « =  0 ,  also  fallt  B  auf  A  und  es 
leistet  die  Linie ^£  selbst  der  Aufgabe  Grenüge.  Fürn^a 
endlich  wird  x  negativ,  und  man  hat,  wenn  das  Zeichen 
ausgesetzt  oder  sichtbar  gemacht  wird: 

(ß)  ^ — '-^^ 

I 
Um  nun  den  wahren  Sinn  dieses  negativen  Resultates  | 
zu  erfahren,  verwandeln  wir  in  der  obigen  Proportion  (p)  I 
die  Grösse  o?  in  —  j? ;  so  entsteht  b:a=^b'\-x:n^  und  da 
dadurch  nichts  weiter  als  b  —  x  in  6  +  *  verändert  wird, 
so  folgt  daraus,  dass  in  diesem  Falle  der  gesuchte  Punct  i> 
nicht,  wie  es  bei  der  Differenz  b  —  x  der  Fall  ist,  zwischen 
A  und  C,  sondern  nun  in  der  Verlängerung  von  CA 
liegt.    Diess  vorausgeschickt,  hat  man  jetzt  aus  der  letztem 

b  (n  —  a\ 

Proportion  sof ort  a?  = —^^ -;    es  wird  also  durch  das  der 

Formel    (ß)    vorstehende   Zeichen  —  angedeutet,    dass   (fbr 
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n^a)  der  Punct  D  nicht  mehr^  wie  man  bei  der  Bildung 
der  ersten  Proportion  etillschweigend  vorausgesetzt  hat,  von 
A  gegen  Chin,  sondern  in  gerad  entgegengesetzter 
Bichtüng  Ton  A  gegen  C  hin  liegt.  ' 

Was  endlich  die  diessfallige  Construction  betrifft ,  so 
darf  man  nur  BA  verlängern ,  BF  =n  auftragen,  und 
durch  F"  mit  CB  die  Parallele  F'D'  fbhren,  um  sofort  den 
gesuchten  Punct  J7  abzuschneiden;  denn  man  hat  dadurch 
AB  :  A  C=^AF'  :  A  B  oder 

=  n  —  a  i  AD  =:^ -^ ^  =  x. 

a 

Anmerk«  Da  also  die  negative  AoflOtang,  die  man  in  diesem  Bei- 
spiele Ar  HZ>a  erfa&k,  nichts  anderes  anxeigt,  "ftls  dass  die nnprfiiig- 
lidi  im  Sinn  gehabte  I^age  des  Fonctes  D  in  Bexng  aaf  Ä^  die  auch 
so  lange  gilt,  als  a  <:  a  bleibt,  für  n  >-  a  nicht  mehr  Statt  hat,  son- 
dern in  die  gerad  entgegengesetzte  übergeht;  so  muss  man  diese  ne- 
gatiTe  Anfldsung  auch  Tenneiden  kOnnen ,  sobald  man  den  festen 
Pnnct,  Ton  welchem  ans  die  gesachte  Distans  gezählt  wird,  so  an- 
nimmt, dass  dieser  Pnnct  niemals  zwischen  die  Pnncte  D  nnd  2X 
der  AaflOsnng  zu  liegen  kommen  kann.  Und  in  der  That,  wihlt 
man  C  für  diesen  festen  Punct,  und  setzt  CD  =  x\  so  hat  man  ans 

der  obigen  Proportion  (p)  6  :  o  «•  x  :  n,  nnd  daraus  x  -»  —  ,    also 

d 

einen  Ausdruck  ftr  i ,  welcher  unter  keiner  Bedingung ,  mag  anch 
n  noch  so  gross  sein,  negatir  werden  kann.  —  Dieser  Ausdruck 
zeigt  aber  ebenfalls  wieder,  dass  Air  n<C<tj  n=  a^  n^a  beziehungs- 
weise X  <r  6,  x  =  b  und  x  >>  6  wird,  so,  dass  dadurch  der  Pnnct  D 
der  Reihe  nach  zwischen  C  nnd  A^  in  A  selbst ,  nnd  endlieh  in  der 
YerUngerong  ron  CA  liegt. 

§«  ST5.    Aufgabe.    Zwei  parallele  Linien  PQ9   MN 
(Fig.  20)  und  ein  Punct  A  sind  gegeben ;    man   soll   durch  nr-  an 
diesen  eine  Gerade  AF  so  ziehen,  dass  der  zwischen  die  Pa- 
rallelen   fallende   Abschnitt   FF  einer   gegebenen   Linie  n 
gleich  werde. 

Auflösung.  Fallt  man  aus  A  auf  MN  dt^  Perpen- 
dikel ABf  so  kann  man  AB  und  CB  als  bekannt  ansehen 
und  sofort  AB  =  a  und  CB  =  b  setzen.  Sieht  man  femer 
die  Aufgabe  als  gelöst  und  A  F  als  die  gesuchte  Gerade  an, 
80  hat  man  offenbar -Ai^:  EF=AB:  CB  oder  AF:  n  =a ;  ft, 
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alöo  AF=-r*    Es  18t  aber  auch,   wenn  man,  da   e»  nur 

darauf  ankommt,    den  Punct  F  zu  finden,   BF=x  setzt, 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AB  Fi 

BF^VAF^-^AB^,  d.  L  ^^±«^»»-^6^^ 

so,  dasä  man  für  a  zwei  Werthe  oder  eine  doppelte  Auf- 
JöäUng  der  Aufgabe  hat. 

Um  diese  AVerthe  zu  construireui  beschreibe  man  aus  C 
mit  dem  Halbmesser  CD=^  CD'^=^n  einen  Kreisbogen ,  so 
ergeben  sich  auf  der  Geraden  MN  die  Durchschnittspuncte 
2>,  D'\  zieht  man  dann  noch  zu  den  Verbindungslinien  CD^ 
CD  durch  A  die  Parallelen  AF  und  AF^  so  sind  BFumA. 
BF  die  beiden  Werthe  von  x.     Denn  es  ist,  dieser  Con- 

Btruction  zufolge,  BD^Yn^—b^  BCiBD  =  BAiBF 

oder  b  :  yn*  —  b*  =  a  :  BF,  also 

BF=°^"^~-  =  +4!  und  BF  =  -BF=~a. 

Anmcrk.  Diese  Constmction  wird  unmöglich  fftr  CD<Z  CB,  weil 
dann  kein  Durchschnitt  Z>  oder  U  entsteht  In  diesem  FaUe  sind 
aher  aach,  wegen  M<r6,  die  Waneln  oder  Auflösungen  ron  x  ima- 
gin&r.  Für  n— *6  fallen,  wie  es  sein  soll,  AF  und  Af  nut  AB 
zusammen* 

§«  376.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  Puncte  A  und  B 
u.  (Fig.  21)  gegeben ;  man  suche  in  der  Geraden  A  B  oder  ih- 
rer Verlängerung  einen  dritten  Pimct  C  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  dessen  Abstand  vom  Puncte  A  eine  mitt- 
lere geometrische  Proportionale  zvnschen  dessen  Abstand 
vom  zweiten  Puncte  B  und. der  Geraden  AB  bilde* 

Auflösung.  Es  sei  AB=^a  und  es  werde  angenom- 
tnen ,  der  Punct  C  liege ,  da  diess  eben  so  gut  sein  kann, 
von  A  gegen  die  rechte  Seite,  also  zwischen  A  und  B; 
so  18t,  wenn  man  AC=af  setzt,  sofort  CjB  =  o-*-ä?,  mithin 
der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  ABiAC^=AC:  CB 

oder  a  1x^3:=^  XI  a  —  x^  und  daraus  ä?  = g-  ±  1/  -j-  +  a*. 

^ian  hat  daher  ifar  x  wieder  zwei  Werthe,  wovon   der  eine 


poeithr  und  der  andere  negativ  ist.  Die  Constraction  des 
erstem  oder  positiven  Werthes  haben  wir  bereits  in  §.  359 
ausgefbbrt ,  und  diese  gibt  den  gesuchten  Punct  C  in  der 
That  von  A  gegen  By  genau  so,  wie  vorausgesetzt  worden. 

Um  aber  den  2.  oder  negativen  Werth 

[r+Kf^-l 

ZU    construiren,    verlängere  man   die  bei  8er  1.  Auflösung 

erhaltene  Gerade  ^i?===  L/  —  +  a'  um  das  Stück  i?JP=  *, 

was  am  einfachsten  dadurch  geschieht,  dass  man  gleich 
Anfangs  die  verlängerte  AD  aus  D  mit  dem  Halbmesser 

DB  =  —  in  JE?  und  17  durchschneidet.    Dadurch  wird 

a 


ÄE=^l  +  \/%  + 


und  wenn  man  des  negativen  Zeichens  von  a  wegen  und 
zufolge  der  in  §•  374  gemachten  Bemerkung,  die  Linie  AE 
auf  der  verlängerten  BA  von  A  gegen  die  Linke  bis  C 
auftragt;  so  hat  man  sofort  den  zweiten,  der  Aufgabe  Ge- 
nüge leistenden  Punct  C\  Es  ist  in  der  That,  wovon  man 
sich  leicht  überzeugt,  auch  fOr  diesen  Punct  C\ 

ABiCA  =  CAiCB. 

An  merk.     Hätten   wir   den  gesuchten  Pnnet   C  anf  der    linken 
Seite   Ton  A  Toransgesetzt ,    alio   diese   Seite  f&r   die   positive 
genommen;  so  wtkrden  wir  Ar  die  positire   AaflÖsong   sofort  ACf 
und  für  die  negative  AC  erhalten  hahen.     Diese  in  beiden  Fäl- 
len   entstehenden    entgegeng^esetzten   AnflOsangen    kommen    wieder 
daher,    dass   der  feste  Panct  A,   von  welchem  die  gesuchte  Entfer- 
nung X  ges&hlt  ¥rird,    swischen  den,   der  Au%abe  GrenDge  lei- 
stenden Pnncten  C  und  C  liegt;   und  wir  wiederholen,    dass  man 
die  negative  Auflösung,  jedoch  gans  ohne  Nutzen  und  nur  auf 
Kosten  der  Einfachheit,   vermeiden  kann,   wenn  man   diesen  festen 
Punct  so  wfthlt,    dass  die,  die  Aufgabe  auflösenden  Pnncte  C,   C 
auf  eine   und  die  nftmliche  Seite  fallen.    Ein  solcher  Punct 
wftre  z.  B.  hier  der  Punct  A\ 

§.  877.    Aufgabe.    Eine  gerade  Linie  AB  (Fig. 22)i^n 
und  ein  Kreis  IMED  sind  der  Grösse  und  Lage  nach  ge- 


geben ;  man  soll  in  der  Peripherie  des  Kreisel  einen  Punct 
M  von  solcher  Beschaffenheit  finden,  dass^  wenn  er  mit 
den  Endpuncten  A  und  B  der  Geraden  AB  verbunden, 
und  hierauf  die  Sehne  Z>J?  gezogen  wird,  diese  mit  der 
Geraden  AB  parallel  laufe. 

1.  AuflÖB.  Man  nehme  wieder  an,  die  Aufgabe  sei 
gelöst  und  M  der  gesuchte  Punct ;  fälle  aus  C  und  D  auf 
AB  die  Perpendikel  CF,  DG  und  seffee  CD=CI=fy 
AB  =  aj  AF^=^b,  CF-^c^  und  da  es  hinreicht  den  Punct 
D  zu  finden,  welchen  wir  der  Bequemlichkeit  der  Kechnung 
Wegen,  durch  zwei  Linien  festsetzen  woll«i,  AG  =  jc, 
GD  =  y\  Bo  wird  CH—c  —  y,  BH=GF^h  —  x,  und 
aus  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  CDH,  CD^  =  DH^+  CH^ 
oder  (1)  r*  =  (6  —  aY -\- {c — y)*,  und  daraus,  wenn  man 
entwickelt : 

(1')     ;p*  +  y*  =  26a?  +  2cy  +  »•*  —  **  —  c\ 

Um  noch  eine  2.  Relation  zwischen  a  und  y  eu  erhal- 
ten, hat  man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  MAB  und  MBE: 
MA  :  MB  =  AB:I)E  oder  MA  :DA  =  ABt  {AB  — DE), 
und  wenn  man  das  1.  Verhältniss  mit  AB  multiplicirt,  auch 
AM.  AB :  AB^  =  AB :  {AB  — DE).  Nun  ist  aber,  wenn 
man  an  den  Kreis  aus  A  die  Tangente  AI  zieht  und  AI=^p 
setzt,  sofort  AM.  AD  =  AI*  =p^9  folglich  auch,  da  noch 
AD^  =  A*  +  y*  und  DE=2HD  =  i{h  — it\  also  Aß- 
DE=a  +  2x  — 2b  i^ti 

(2)   .;p*+y*  =  ^(a  +  2a;~26). 

Die  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  (1')  und  (2) 

gibt,   wenn  man  die  3.   Proportionallinie  (§.  364)  —  =  n» 

setzt,  wodurch  p^^=^amy  oder  (aus  den  rechtwinkeligen  Drei- 
ecken ACFxmd  ACI),  wegen  ^C^  =  i* -f  c*  und  ^/*  = 
AC*—  CI\  nämlich  p*  oder  am  =  ä*  +  c*  —  r* .  wird,  so- 
fort m{a  -\~2a  —  2 6)  =  2 6^  +  2 cy  —  am,  oder  endlich, 
wwm  man  reduciil: 

(3)     (6  —  m)  a  -\~  cy  =^  {a  —  b)  m. 


Diese  einfmche  Gleichung  des  1^  Grades  kann  eine  der 
beiden  obigen  (1)  oder  (2)  ersetzen.  Nimmt  man  sie  statt 
der  Gleichung  (2),  so  kommt  es  noch  darauf  an,  aus  den 
beiden  Gleichungen  (1)  oder  vielmehr  (1')  und  (3),  indem 
der  gesachte  Punct  D  sohon  durch  AQ^=^x  hinlänglich  be- 
stimmt wird,  y  zu  eliminiren.  Man  erhält  dadurch  ohne 
Schwierigkeit  dlie  Fin^leichung : 

[(J  _  ,„)«  +  e2]  Ä«  —  2mf(a  —  6)  (6  —  m)  +  c»]« 

=  m[(a  — 26)c«  — fn(a  — 6)«]. 

Obschon  sich  aber  die  beiden  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung nach  dem  vorigen  Capitel  construiren  Hessen,  so 
wQrde  diese  Construction  dennoch  ziemlich  verwickelt  aus- 
fallen, und  wir  kOnnen  sie  hier  um  so  eher  übergehen,  als 
wir  fOr  diese  Aufgabe  sogleich  noch  eine  zweite  weit  ein- 
fachere Auflösung  geben  werden.  Diese  1.  Auflösung  wird 
uns  weiter  unten,  bei  den  geometrischen  Oertem,  zu  einer 
wichtigen  Bemerkung  Anlass  geben. 

§.  S78.  2.  A  u  f  1  ö  8  u  n  g.  Nimmt  man  wieder  D 
(Fig.  23)  als  jenen  Punct  an,  durch  welchen  AD  gezogen '*■"" 
und  verlängert  werden  muss,  um  in  der  Ereisperipherie 
den  gesuchten  Punct  M  abzuschneiden,  fQhrt  an  den  Kreis 
m  Z>  die  Tangente  DG  und  aus  A  die  Tangente  AI\  so 
sind  die  Dreiecke  ADG  und  AMB  (wegen  -4  =-4,  AGD 
=  GDE=  MED  =  i  Bogen  DE)  ähnlich ,  und  geben  die 
Proportion  AD :  AG  =  AB :  AM ^  woraus  AD .  AM  =- 
AB,  AG,  d.  i.  AI*  =  AB,  AGf  oder,  wenn  man  Ar=p, 

AB=.a  und  AG  =  x  setzt,  p*=aa  oder  x  =  —  folgt. 

Um  diese  dritte  Proportionallinie  zu  construiren,  be- 
schreibe man  über  AB,  nls  Durchmesser,  einen  Halbkreis, 
trage  in  diesen  AK=^ AI^=p  als  Sehne  ein,  und  fälle 
noch  aus  K  das  Perpendikel  KG  auf  AB;'  bo  ist  (§.  364, 

Anmerk.)  sofort  ^(t  =  —  =a?.    Ist  aber  der  Punct  G  ge- 

a 

funden,  so  darf  man  nur  noch  aus  diesem  an  den  Kreis  die 
Tangente' '672?  ziehen,   um  sofort  den  erwähnten  Punct  D, 


SM 


durch  welchen  auch  M  gefunden  ist,  za  erhalten.  —  Da 
man  jedoch  aus  dem  Puncte  (r  zwei  Tangenten  (?/>,  GU 
an  den  Kreis  ziehen  kann ;  so  gibt  es  ausser  M  noch  einen 
2.  Punct  M\  welcher  die  Aufgabe  auflöst,  ein  Umstand, 
welcher  bei  der  vorigen  oder  1.  Auflösung  dadurch  ange- 
deutet wird,  dass  die  Finalgleichung  in  m  vom  2.  Girade  iBt« 
[n.,  30,  ff.] 


Vierter  Abschnitt. 


Die  analytische  Geometrie  in   der  Ebene  oder 

auf  zwei  Coordinaten. 


Erstes  Capitel. 

Bestimmung   der  Lage  eines  Punctes.     Gleichungen 
des  Punctes  und  der  geraden  Linie.     Aufgaben 

über  die  letztere. 


§.  %19.  Um  den  Ort  eines  Punctes  M  (Fig.  24)  in «,.»«. 
emer  gegebenen  Ebene  festzusetzen ,  bezieht  man  diesen 
auf  zwei  feste,  sich  schneidende  gerade  Linien  AA^  AY^  de- 
ren Lage  man  in  dieser  Ebene  als  bekannt  oder  gegeben 
Toraussetzt.  Sobald  nämlich  die  auf  den  beziehungsweise 
mit  A  X  und  A  Y  parallelen  Geraden  MQ  und  MP  gezähl- 
ten Abstände  dieses  Punctes  von  den  genannten  Linien  A  Y, 
AX,  oder  was  dasselbe  ist,  die  den  vorigen  gleichen  Ent- 
fernungen APy  AQ  gegeben  oder  bekannt  sind;  so  ist  auch 
der  Punct  *M  dergestalt  bestimmt,  dass  er  mit  keinem  zwei- 
ten verwechselt  werden  kann.  Denn  zieht  man  durch  P 
und  Q  die  Geraden  PM  und  QM  mit  -4y  und  AX  paral- 
lel, so  ist  offenbar  der  Durchschnittspunct  dieser  beiden 
Geraden  der  gesuchte  Punct  M. 

§.  880.  Die  festen  Geraden  yl-X",  AY  werden  Axen, 
der  Abstand  QMy  oder  gewöhnlicher  der  ihm  gleiche  A  P, 
Abscisse,  jener  AQ  oder  gewöhnlicher  PM,  Ordinate, 
und  beide,  d.  1.  Absoisse  und  Ordinate  zusammen,  Co  Or- 
dinate n  des  Punctes  Jlf  genannt.  Die  Abscissen  werden 
in  der  Regel  durch  x,  die  Ordinaten  durch  y  bezeichnet, 
und  aus  diesem  Grunde  heissen  auch  AX  die  Abscissen- 
axe  oder  Axe  der  ^  (weil  auf  ihr  die  Abscissen  d?  ge- 
zählt werden),   und  A  F,   auf  welcher  die  Ordinaten  y  ge- 
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zählt  werden,  die  Ordinatenaxe,  oder  Aze  der  y; 
beide  Axen  zusammen  heissen  Coordinatenaxen,  80 
wie  ihr  Durchschnittspunct  A,  von  welchem  aus  die  Coor- 
dinaten  gezählt  werden,  Ursprung  oder  Anfang  der 
Coordinaten,  und  endlich  der  Winkel  YAX  Coordina- 
tenwinkel  genannt  wird.  Je  nachdem  dieser  Winkel  ein 
rechter  oder  schiefer  ist,  erhält  man  ein  rechtwinkeliges 
(orthogonales)  oder  schiefwinkeliges  Coordinaten- 
Sjstem. 

An  merk.  Ausser  diesem  P  a  r  a  1 1  e  1  -  Coordinatensysteme  werden  wir 
weiter  unten  noch  eines ,  das  sogenannte  Polar-  Coordinatcnsj- 
Stern,  kennen  lernen. 

§.  881.  Ueberträgt  man  auf  die  Abscisse  a  und  Ordi- 
nate y  den  Begriff  der  veränderlichen  Grössen,  so  kann 
man  dadurch  alle  möglichen,  innerhalb  des  Winkels  YAÄ 
liegenden  Puncte  bezeichnen  und  festsetzen.  Versieht  man 
aber  diese  Coordinaten  «,  y,  gemäss  den  im  §.  374  ent- 
wickelten Begi-iffen,  noch  ausserdem  mit  den  gchöngen 
Vorzeichen;  so  können  auf  dieselbe  Art  auch  die  in  den  3 
übrigen  Winkeln  liegenden,  also  Oberhaupt  alle  Puncte 
der  gegebenen  Ebene  bezeichnet  oder  festgesetzt  werden. 

§.  382.  Sind  für  irgend  einen  Punct  M  die  Abstände 
AP=ay  AQ  =  b  gegeben;  so  hat  man  ^  =  a,  y  =  6,  und 
man  nennt  diese  beiden  Gleichungen,  weil  sie  den  Punct 
M  yoUkonunen  festsetzen,  Gleichungen  des  Punc- 
te s  Jf. 

Anmerk.    Hftufig  w&hlt  man   statt   a,  b,   auch   a,  /3,  x\  y\  ^'\  f 
n.  s.  w. 

§.  38S.  Bleibt  der  Abstand  AP  unverändert,  während 
jener  MP  fortwährend  abnimmt  und  zuletzt  NuU  wird, 
also  ilf  auf  P  fallt;  so  hat  man  x  =  a^  y  =  0,  als  Glei- 
chungen eines  in  der  Abscissenaze  liegenden 
Punctes  P. 

§.   884.     Nimmt   dagegen    MQ  immer  mehr   ab,   und 
"Ut  endlich  der  Punct  M  auf  Q,  während  AQ  unverändert 


bleibt;  so  erhalt  man  «  =  0,  t/=^bf  als  Gleichungen 
eines  in  der  Ordinatenaxe  liegenden  Punc- 
tes   Q. 

§.  385.  Fällt  endlich  im  1.  Falle  noch  P,  oder  im 
letztem  Q  auf  ^;  so  wird  sowohl  a  wie  y  Null,  und  man 
hat  «  =  0,  y==0  für  die  Gleichungen  des  Ursprun- 
ges oder  Anfangspunctes  Ä. 

§.  386.  Für  Puncto,  welche  innerhalb  des  Winkels 
YAJC  liegen,  erhält  (§.  374)  die  Abscisse  iß  das  entgegen- 
gesetzte Zeichen  von  jenem,  welches  man  ihr  in  der  ersten 
oder  ursprünglichen  Lage  beilegt.  Denn  zählt, man  die  x 
anstatt  ans  A  von  A\  setzt  die  Distanz  AA'^=d9  und  be- 
zeichnet zum  Unterschiede  die  neuen  von  A'  gezählten  Ab- 
scissen  durch  a';  so  hat  man  für  den  Punct  M,  sofort 
j^  =  d'\-  a  oder  a=^a'  —  d*  So  lange  nun  M  innerhalb 
des  1.  Winkels  YAA  liegt,  ist  at>dy  also  x  positiv; 
fällt  if  in  die  Ordinatenaxe  A  F,  so  wird  wegen  m'=^d  so- 
fort a?  =  0;  rückt  endlich  M  noch  mehr  gegen  die  Linke, 
80,  dass  er  in  den  Winkel  TA  X  zu  liegen  kommt,  so  wird 
d <id^  also  X  negativ,  und  man  sieht,  dass  x  beim  Über- 
gange aus  dem  Positiven  ins  Negative  durch  Null 
geht.  —  Genau  dasselbe  gilt  auch  von  den  Ordinaten  y 
hinsichtlich  der  ober-  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  XX 
liegenden  Puncte.  Nimmt  man  nämlich,  wie  es  üblich,  die 
Ordinaten  für  die  oberhalb  dieser  Axe  liegenden  Puncte 
als  positiv;  so  werden  sie  für  Puncte,  welche  in  dieser 
Axe  selbst  liegen ,  Null,  und  gehen  von  da  für  unter- 
halb derselben  liegende  Puncte  ins  Negative  über. 

§.  S8T.  Alles  das  zusanmien  gibt  also  für  die  bezie- 
hungsweise im  1.,  2.,  3.  und  4.  Winkel,  nämlich  in  K4X, 
YAXy  YAX  und  TAX  liegenden  Puncte  if,  M\  M" 
und  AT"  die  Gleichungen: 

|j?  =  -+-a,     («  =  -— a,     j^  =  —  a,     j«=  +  a» 

y 


ij?  =  -+-a,     j«  =  --a,     f^  =  -— a,     |«=  +  a, 


Distanz  zweier  Puncte. 

§.  888.  Wir  wollen  gleich  hier,  um  die  Theorie  dea 
Punctes  vollständig  zu  machen,  den  algebraischen  Ausdruck 
für  die  Distanz  zweier  Puncte  bestimmen.  Dazu  nehmen 
wir  zur  grossem  Einfachheit,  was  auch  in  allen  folgenden 
Entwickelungen ,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil 
erinnert  wird,  geschehen  soll,  den  Coordinatenwinkel  gleich 
einem  Rechten,  beziehen  also  die  Puncte  auf  rechtwin- 
kelige Coordinaten. 
Fl*,  is.  Sind  nun  -3f ,  M"  (Fig.  25)  die  gegebenen  Puncte,  x\ 

y  und  «",  y"  ihre  Coordinaten,  und  bezeichnet  d  ihre  ge- 
genseitige Distanz ;  so  ist,  wenn  man  noch  die  Gerade  J/.V 
zur  Abscissenaxe  A  X  parallel  zieht :  d^^^ATN^  -\-  Jf "A'*, 
oder  wegen  MN^  AP"  —  AP'  =  x"  —  a!  und  M"N=  P"3r 
—  P'M  •=^y" — y'  auch,  wenn  man  gleich  die  Wurzel  aus- 
zieht : 

(1)     i  =  ]/(y'-*')«  +  (y-'-y')« 

als  allgemeine  Formel  für  die  Entfernung  zweier 
gegebenen  Puncte  ä^,  y  und  x'\  y'  (d.  h.  zweier  Puncte, 
welche  die  Coordinaten  x\  y   und  x'\  y"  besitzen). 

§.   389.     Liegt   einer   der   beiden  Puncte,    z.  B.  jener 
x'\  y\  im  Ursprünge  A  ;  so  hat  man  (§.  385)  a?"  =  0,  y''  =  0, 

und  daher  (2)  d  =  yx^-Yy^. 

A  n  m  e  r  k.  1.  Das  doppelte  Zeichen ,  welches  vor  der  Wnraelgrösss 
[in  (1)  lind  (2)]  stehen  kann,  bezieht  sich  anf  die  Art,  wie  idbb 
diesen  Abstand  nimmt;  ob  nftmlidi  dieser  vom  1.  gegen  den  S., 
oder  umgekehrt  Tom  S.  gegen  den  1.  Fnnet,  also  in  gerad  entge- 
gengesetzter Bichtung  genommen  wird.  Angenscfaeinlieh  Ist  dieses 
in  dem  besonderen  Falle,  in  welchem  die  beiden  Puncto  }i\  M" 
anf  einer  der  beiden  Axen ,  z.  B.  auf  Jener  der  x  liegen ;  denn  in 
diesem  Falle  hat  man 

y  =  0,  y"  =  0,  also  rf  -  V  (x"  ~  x'y  -  ±  (x'  -  x  )  =  ±  P^P'^ 
und  hier  gilt  offenbar  das  obere  oder  untere  Zeichen,  je  nachdem 
man  die  Entfemang  PT'  gegen  X,  d.  i.  ron  P'  gegen  F",  oder 
gegen  X\  d.  i.  von  P"  gegen  P'  nimmt. 

A n m e r k.  2.  Ffir  ein  schiefwinkeliges  Coordinatensjstcin j  in 
welchem  der  Coordinatenwinkel  gleich  ^  ist,  erhält  man  f&r  die  Di. 
stanz  den  schon  etwas  complicirteren  Ausdruck 
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d=V  Cx"  -xV-^  (y"  -  y)'  4-  2  (x"  -  x)  (y"  -  y )  cos  y, 
welcher   fftr    tp  =  90*    natürlich    wieder   in    den    obigen    (1)    über- 
geht. 

Gleichung  der  geraden  Linie. 

§.  890.  Es  sei  KL  (Fig.  26)  eine  beliebige  gerade  Linie,  fi». 
welche  die  Abscissen-  und  Ordinatenaxe  beziehungsweise  in 
den  Puncten  C  und  B  schneiden  soll.  Nimmt  man  auf  die- 
ser Geraden  ganz  beliebig  die  Puncte  My  Af ,  M'\  .  .  und 
zieht  zu  diesen  die  Ordinalen  MPy  M'B\  M'  P",  .  .  ferner 
noch  durch  B  mit  der  Abscissenaxe  X  X  die  Parallele  J3Q; 
so  geben  die  dadurch  entstehenden  ähnlichen  Dreiecke  £  Jfp, 

BM  p\  .  •  .  sofort: 

Afp  M'  p  M'  p"  

17  ~~bJ  ~  Bp"  ~  •  •  •' 

oder  wenn  man  A  B  gleich  b  setzt,  auch : 

MP—h  _M' P'  "h  _  M"P'^h  _ 

AP      —       AP       —       AP"       -"  ®^^-' 

es  ist  also  das  Yerhältniss  zwischen  der  um  b  verminderten 
Ordinate  eines  jeden  Punctes  der  Geraden  KL  und  der  zu- 
gehörigen Abscisse  constant.  Bezeichnet  man  daher  die- 
ses constante  Yerhältniss  durch  a,  und  die  Coordinaten  von 
was  immer  für  einem^ Puncte  der  Geraden  KL  durch  ^,  y ; 

80  hat  man  die  Relation  ^^ =a,  und  daraus: 

(1)     y  =  ax  +  by 
eine  Gleichung  fOr  alle  Puncte  dieser  Geraden. 

§.  SOI.  Die  Gerade  KL  wird  also  durch  diese  Glei- 
chung (1)  auf  eine  solche  Weise  repräsentirt ,  dass  wenn 
man  in  letzterer  für  x  einen  beliebigen  Werth -4P  annimmt, 
daraus  y  berechnet  und  diesen  auf  dem  in  P  errichteten  Per- 
pendikel von  P  bis  M  aufträgt,  dadurch  ein  Punct  M  dieser 
Geraden  erhalten  wird.  Aus  diesem  Grunde  heisst  die  Glei- 
chung (1)  Gleichung  der  Geraden  KL.  Man  sieht, 
dass  darin  Xj  y  veränderliche,  a  und  b  aber  constante 
Grössen  bezeichnen,  und  zwar  ist  6  =  ^  JB  die  Ordinate  des 
Durchschnittspunktes  B  der  Greraden  mit  der  Ordinatenax'' 
und  wenn  man  den  Winkel  LCX  dieser  Geraden  mit 
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AbBcissenaxe  durch  a  bezeichnet,  a=s— 5  =  to«<^a  für  den 
Halbmesser  1. 

Anmerk.  Wie  man  aas  der  Ableitung  ersieht,  gilt  die  Gleicfaang  (1) 
bei  jedem  Coordinatenwinkel;  nur  erh&lt  fOr  einen  schiefen  Win- 
kel 9  die  constante  GrOsse  a  nicht  mehr  den  vorigen  Werth  tatng  s, 
sondern  es  wird 

Mp  '      sin  M  B  p  sin  x 

Bp         sinBMp         sin{}^  —  a) ' 
mitbin  in  diesem  Fall^  die  Gleichung  der  Greraden: 

(1)    y  —  -r-T r-  *  4-  *>• 

Bin  ((p  —  tt) 

§.  S02.    Discussion  dieser  Gleichung  (1). 

1.  Die  beiden  constanten  Grössen  a  und  b  dieser  Glei- 
chung, welche  so  lange  unbestimmt  bleiben,  als  nicht  von 
einer  gegebenen  oder  bestimmten  Geraden  die  Rede 
ist ,  zeigen ,  dass  eine  gerade  Linie  zu  ihrer  Bestimmung 
zwei  Bedingungen  fordert.  Wir  werden  in  den  nächstfol- 
genden Paragraphen  sehen,  wie  sich  a  und  b  solchen  gege- 
benen Bedingungen  gemäss  bestimmen  lassen. 

2.  Ist  die  Gleichung  der  Geraden  (1)  [d.  h.  Geraden, 
deren  Gleichung  (1)  ist]  gegeben,  so  erhält  man  die  Coor- 
dinaten  der  Durchschnitt spuncte  dieser  Geraden  mit  der 
Abscissen-  und  Ordinatenaxe,  wenn  man  in  dieser  Gleichung  , 
respective  y  =  0  und  a?  =  0  setzt ,  und  daraus  im  ersten  i 
Falle  Xj  und  im  zweiten  y  bestimmt.  '  Man  erhält  nämlich 
dadurch  für  diese  Durchschnittspuncte  C  und  B  beziehung^- 1 

weise  die  Coordinaten :    y  =  0,  dr  =  -4C= und jr=0, 

y  =  AB=b. 

3.  Ist  (  =  0,  so  erhält  man  y  =  a«  als  Gleichung 
einer  durch  den  Ursprung  A  gehenden  Geraden; 
denn  es  folgt  daraus  für  x  =  Q  auchy  =  0,  welches  (§.385) 
in  der  That  die  Coordinaten  des  Anfangspunctes  A  »od» 
Diese  Gleichung  enthält  nur  mehr  eine  vuibestimmte  GrösM 
a»  zum  Zeichen,  dass  jetzt  zur  Festsetzung  der  betreffenden 
Geraden  auch  nur  mehr  eine  Bedingung  nöthig  ist. 

4.  Dreht  sich  die  Gerade  KL  um  den  Punct  B  geg« 
die  Ordinatenaxe  A  Y  zu,   so  fällt  diese  bei  a  =  90^  mit  die- 


ser  Axe  zusammen,  und  man  hat  dafür  wegen  a  =  tang  90® 
=  00  sofort: 

es  ist  also  ^  =  0  die  Gleichung  der  Ordinatenaxe. 

5.  Fällt  bei  der  weitem  Drehung  KL  mit  QB  zusam- 
men, so  wird  «  =  180®,  a  =  ta«^  180^  =  0  und  daher^  =  6 
als  Gleichung  einer  mit  der  Abscissenaxe  in  dem 
Abstand  b  parallelen  Geraden. 

6.  Setzt  man  ÄC=c^   so  ist  (2)  c  =  —  oder  b  =  aey 

und  unsere  Gleichung  (1)  erhält  auch  dieFormy  =a«-|-ac. 
Dieses  vorausgesetzt,  wollen  wir  annehmen,  die  Gerade  KL 
drehe  sich  jetzt  um  den  Punct  C  gegen  CK\  so  ist,  wenn 
dabei  KL  mit  der  Abscissenaxe  zusammenfallt,  a=0, 
a  =  ten^0  =0  und  daher  y  =  0  als  Gleichung" der  Ab- 
scissenaxe. 

7.  Kommt  bei  dieser  letztem  Drehung  KL  in  die  mit 

FF  parallele  Lage,  so  wird  a  =  90®,  a  =  c»  und  «=— 0 

= -^^ e.  d.  i.  a  =  —  e  als  Gleichunec  einer  mit  der 

Ordinatenaxe  in  dem  Abstand  — c  parallelen  Ge- 
raden. 

An  merk.  Da  nach  7.  and  5.  x  ^^  a  die  Gleichung  einer  mit  der  Ordi- 
natenaxe in  dem  Abstand  a,  und  y  =  b  die  Gleichung  einer  mit  der 
Abscissenaxe  in  dem  Abstand  6  parallelen  Geraden  ist;  so  gehören 
beide  Gleichungen,  wenn  man  diese  als  susammen  bestehend 
oder  coexistirend  ansieht,  für  den  Durchschnitt  beider  Geraden, 
oder  es  sind  x  — i  o,  y  "—  &  die  Gleichungen  dieses  Durchscfanittt- 
ponctes;  waa  mit  §.  882  übereinstimmt. 

Aufgaben  über  die  gerade  Linie. 

§.  888.    Aufgabe.    Die   Gleichung  einer  Geraden   zu 
finden,  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht. 

Auflösung.  Die  gesuchte  Gleichung  hat  die  Form 
yz^asp-^-b  j  wobei  a  und  b  noch  unbestimmte  constante 
Grössen  sind.  Heissen  die  Coordinaten  des  gegebenen  Punc- 
tes  x\  i( ;  so  soll  der  Bedingung  der  Aufgabe  zufolge  x\  y 
ein  Punct  der  gesuchten  Geraden  sein,    folglich  muss   die 
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vorige  Gleichung  für  ä?  =  a?'  und  y'=-y  befriedigt  werden, 
80 ,  dass  man  hat  y'  =  aar'  +  i»  Diese  Gleichung  von  der 
vorigen  abgezogen  (d.  i.  aus  beiden  h  eliminirt),  erhalt  man 
für  die  gesuchte  Gleichung :  y  —  y  =ia{x  —  a?'),  in  welcher 
also  Xy  y  die  bestimmten  oder  constanten,  und  x,  y 
die  allgemeinen,  laufenden  oder  veränderlichen 
Coordinaten  sind. 

Für  X  =  X*  folg^  aus  dieser  Gleichung  y  —  y*  »^  0  oder  y  =  y' ;  lum 
Beweise,  dass  diese  Gerade  wirklich  durch  den  Punct  r',  y  geht.  Weil 
femer  diese  Gleichung  noch  die  unbestimmte  GrCsse  a  entb&lt,  so  ist  sie 
selbst  nnbestimmt,  was  damit  zusammenhängt,  dass  die  hier  gegebene 
Aufgabe  eine  unbestimmte  ist —  Soll  der  gegebene  Punct  der  ütBpnmg 
sein,  so  erhftlt  man  wegen  x' =  0  und  y  »>  0  sofort:  y  =  ax  (veigl 
§.  892,  30- 

§.  304.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  durch  zwei 
bestimmte  Puncte  gehenden  Geraden  zu  finden. 

Auflösung.  Es  seien  x  ,  y  und  x\  y"  die  Coordi- 
naten der  gegebenen  Puncte.  Die  Gleichung  der  durch  den 
Punct  4?',  y  gehenden  Geraden  ist  nach  der  vorigen  Auf- 
gabe (a)  y  —  y'  •=za{x  —  x')^  wobei  nun  a  so  zu  bestimmen 
ist,  dass  auch  die  zweite  Bedingung  erfüllt  wird,  also  die 
Gerade  zugleich  noch  durch  den  zweiten  Punct  x\  y"  geht 
Da  aber  aus  der  allgemeinen  Gleichung  y=.ax-\-h  nicht 
nur,  wie  vorhin,  y'=a^'  +  ^j  sondern  aus  gleichem  Grunde 
auch  y  '  =  aa: '  4"  ^  folg^  indem  auch  x' ,  y"  ein  Punct  die- 
ser Geraden  sein  soll;   so    erhält    man    aus    diesen    beiden 

Gleichungen  y"  —  y'  =  a(x'  —  x') ,    und  daraus  a  =^..^'^m 

welcher  Werth  in  der  obigen  Gleichung  (a)  substituirt,  so- 
fort für  die  gesuchte  Gleichung  gibt: 

Diese  Gleichung,  welche,  wie  aus  der  Ableitung  hervorgeht,  ftr  je- 
den Coordinaten  Winkel  gilt,  enthftlt  nun  keine  unbestimmte  GrOsse  mehr, 
weil  auch  jetzt  die  Gerade  (der  Lage  nach)  vollkonunen  bestimmt  ist  — 

Diese  Gleichung,  welche  auch  mit  der  folgenden^  — y"  ■—  ^, — =-;  (r —  *") 

X    —  X 

gleichgeltend  ist   [weil  statt  der  Gleichung  (oc)   eben  so  gut  jene  ^ — / 
—  a  (x  —  af")  genommen  werden  kann] ,    gibt  für  x  *»  x  ,  sofort  jr  —  jr\ 
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imd  ftr  X  — B  x"  ,    eben   so   ^  =y  ,    zum  Beweise  ,   dass  die  betreffende 
Gerade  wirklich  durch  die  beiden  Puncto  x\  y\  x\  y"  geht 

Fflr  y"  «=>  y   folgt  y  ^^y  ,  als  Gleichung    unserer  Geraden ,   die  jetzt 
mit  der  Abscissenaxe  in  dem  Abstand  y  parallel  Iftuft     Fftr  x"  a>z' 

X     —  X 

dagegen  erhalt  man  wegen  x  —  x  ^  -r. r  (y  — y)  sofort  x  —  x'  — ■  o, 

oder  X  =•  r   als  Gleichung  der  Geraden,    die  nun  mit  der  Ordinatenaxe 
im  Abstand  x'  parallel  l&nft  (vergl.  §.  399,  5.,  ?.)• 

§.  305.  Aufgabe.  Die  Bedingung  anzugeben,  unter 
welcher  drei  Punete  in  ein  und  derselben  geraden  Linie 
liegen, 

Auflösung.  Sind  die  Coordinaten  dieser  drei  Punete 
beziehungsweise  x\  y\  x\  y  und  x  ^  y  ;  so  darf  man  nur 
in  der  Grleicbung  des  vorigen  §.  noch  a=^x  '  und  y  =  y" 
setzen,  um  auszudrücken,  dass  die  bereits  durch  die  beiden 
Punete  x\  y  und  x  ,  y"  gehende  Gerade  auch  noch  durch 
den  dritten Punct  x  \  y'  geht;  dadurch  erhält  man  fbr  die 
gesuchte  Bedingungsgleichung: 


y  —y  _  y  — y  oder  ^LzriL  — i- 


—  y 


x— -ar  T  — *ar  x   — x  x   — jp" 

§.  396.  Aufgabe.  Zwei  sich  schneidende  gerade 
Linien  sind  gegeben;  man  soll  a)  ihren  Durchschnittspunct 
und  j3)  den  Winkel  bestimmen,  welchen  sie  zusammen  ein- 
schliessen. 

Auflösung.  Seien  (1)  y  =  a^  +  iund  (2)y  =  a'^  +  6' 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  KL  und  K  L' 
(Fig.  27) ,  wobei  also  a ,  ^ ,  a  ,  h  gegebene  oder  bestimmte  ««•  «^ 
Grössen  sind.  Bezeichnet  man  die  zu  suchenden  Coordi- 
naten des  Durchschnittspunctes  M  dieser  beiden  Geraden 
durch  x\  y'  y  so  müssen  diese,  da  der  Punct  AT  beiden 
Geraden  angehört,  gleichzeitig  beide  Gleichungen  (1)  und 
(2)  befriedigen,  so,  dass  also  auch  die  Gleichung  y  =  aa'  +  h 
und  y=za'x'-\-h'  gelten,  aus  denen  man  sofort  die  Coordi- 
naten af  ^  y  bestimmen  kann.  Da  aber  hieraus  für  a\  y 
offenbar  dieselben  Werthe  resultiren,  wie  durch  Verbindung 
der  Gleichungen  (1)  und  (2)  für  ^,  y;  so  verfährt  man  kür- 
zer, und  geschieht  dieses  in  der  Folge  auch  immer  so,  in- 
dem  man  die  Coordinaten  des  Durchschnittcipuoctes   beider 


GeradeD  (1)  und  (2)  nicht  erst  accentuirt,  sondern  unmit- 
telbar ihre  Gleichungen  (1)  und  (2),  die  fbr  diesen  Durch- 
schnittspunct  gleichzeitig  gelten  (wofür  also  a  und  y 
nicht  mehr  die  allgemeinen,  sondern  die  besondem,  bloss 
dem  Durch schnittspunct  entsprechenden  Coordinaten  bedeu- 
ten), mit  einander  verbindet,  und  daraus  x  und  y  bestimmt. 

Man  erhält  nämlich  dadurch  ax  -\-  b  =^  a  x  '\-  b\  und  daraus 

h'  — —  h 
M  = 7  für  die  Abscisse  A  P  des  Gfesuchten  Durcbscfanitts 

AT ;  femer  mit   diesem  Werthe   aus  einer  der  Gleichungen 

(1)  oder  (2): 

y  = 7-  für  die  Ordinate  PM*  dieses  Punctes. 

Für  den  besondern  Fall  von  a  ^'  a  hat  man  x  «>  cv>  nnd  y^cc: 
-was  auch  der  Natar  der  Sache  angemessen  ist,  da  in  diesem  Falle  di« 
beiden  Geraden  einander  parallel  sind.  ^-  Fflr  a'=annd  6' »"  6  wird  r  «« { 
nnd  y «»  §  unbestimmt;  was  damit  lusammenh&ngt,  dass  nun  die  bei- 
den Greraden,  indem  ihre  Gleichangen  identisch  sind,  cusammen  fsUem 
sich  also  in  der  That  in  nnz&hligen  Puncten  begegnen. 

§.  897.     ß)   Um  femer  den  Neigungswinkel  9  der  bei- 
den Geraden  (1)  und  (2)  zu  bestimmen,   so   folgt  aus  dem 
«f. ».  Dreiecke  CM'C  (Fig.  27)  (f=a'  —  a,  also 

oder,  wegen  tang  01  =  a  und  tang  a  =  d  auch 

1.  Nimmt  man  an,  dass  die  beiden  Greraden  (1)  und 

(2)  zueinander  parallel  sind,  also  ^  =0  ist;  so  hat  man, 
wegen  fang  9  =  0,  sofort  d  —  a  =  0  oder  (q)  d  =^a  als  Be- 
dingungsgleichung  ft>r  den  Paralleliamu»  der  bei- 
den Geraden  (1)  und  (2). 

2.  Stehen  diese  beiden  Geraden  auf  einander  perpen- 

diculär,  so  wird  y  =  90®,  tang  ^  =  00  oder =  0  >    ""^ 

man  hat  -?^- —  =  0 ,    also  (r)  1  +  a  a  =  0   als  Bedingung»- 

gleichung,  dass  die  beiden  Geraden  (1)  und  (2)  auf  dnander 
perpendiculär  stehen. 


Ad  merk.  Ist  der  Coordinat«nwinkel  kein  Rechter,  sondern  allgemein 
gleich  u»;  so  erhält  man  für  die  Torliegende  Aufgabe,  statt  der  to- 
rigen  Belation  (/>),  folgende: 

(a  —  a)  sin  u 


tangtp 


1  -|-  a  a  +  (a-|-  d)  cos 


ta 


§.  SOS.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Geraden  zu 
finden  y  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und  mit 
einer  gegebenen  Geraden  einen  bestimmten  Winkel  ein- 
fichliesst. 

Auflösung.  Seien  a'y  \/  die  (fortwährend  rechtwin- 
keligen) Coordinaten  des  gegebenen  Punctes,  i  die  trigono- 
metrische Tangente  des  gegebenen  Winkels,  und  y  =  a^r  -|-  ^ 
die  Gleichung  der  gegebenen  Geraden.  Die  Gleichung  der 
gesachten  Geraden  ist,  wenn  man  gleich  die  erste  Bedingung 
mit  hinein  legt  (§.  393),  y  —  y  z=a  (^x  —  a) ;  um  dabei  noch 
d  der  zweiten  Bedingung  gemäss  zu  bestimmen ,  bemerke 
man,    dass  [§.  393,  (p)]  zwischen  a,   a*  und  t  die  Relation 

^— -  _^jZLf-    oder  auch  jene  i  =  ",^  ^  , ,  je  nachdem  a'''^a 

ist,  also  allgemein  die  Relation  d=  <  =     f^  .    besteht ,     aus 

welcher  sofort  a'  =  -r-^—  folgt.     Die  gesuchte   Gleichung 
ist  demnach: 

Diese  Aufgabe  lässt    also  zwei  Auflösungen   zu,    was 
damit   zusammenhängt ,    dass   man    durch  den   Punct  x  ,  y 
zwei  gerade  Linien  (eine  diess-,  die  andere  jenseits  des  aus 
z\  y   auf  die  gegebene  Gerade  gefällten  Perpendikels)  unter 
dem  verlangten  Neigungswinkel  ziehen  kann. 

1.  Soll  die  gesuchte  Gerade  mit  der  gegebenen  paral- 
lel sein,  so  erhält  man  wegen  <  =:  0,  sofort  y  —  y  =^a(x — 4r'j 
als  Gleichung  einer  durch  den  Punct  x\  y  mit  der 
Geraden  y  =  ax-{-b  parallelen  Geraden. 

2.  Soll  diese  Gerade  hingegen   auf  der  gegebenen  per- 

pendiculär  stehen ,    so  erhält   man  wegen  t  =  oo  oder  -  —  0 
sofort  y — y' = {*T  —  y)  ale  Gleichung  einer  durch 


204 

x\  y   gehenden,   auf  der  Geraden  y=^ax-\'h  per- 
pendiculären  Geraden. 

§.  809.  Aufgabe.  Die  Länge  des  Perpendikels  zn  fin- 
den, welches  von  einem  gegebenen  Puncte  auf  eine  gegebene 
Gerade  gefällt  wird. 

Auflösung.  Es  seien  wieder  x\  y  die  Coordinaten 
des  gegebenen  Punctes,  und  (1)  y^=^ax-\-h  die  Gleichung 
der  gegebenen  Geraden ;  so  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphe : 

(2)    y  —  y'  = {x  —  a?)  die  Gleichung  des  genannten 

Perpendikels.  —  Um  die  Länge  desselben  zu  finden,  müs- 
sen wir  den  Durchschnittspunct  dieses  Perpendikels  mit  der 
gegebenen  Geraden,  und  dann  nach  Form.  (1),  §.388,    die 
Entfernung   desselben    vom    gegebenen   Puncte    bestimmen. 
Dieser  Durchschnittspunct  wird    aber  gefunden,   wenn    man 
[§.  396]  die   beiden  Gleichungen   (des  Perpendikels  und  der 
gegebenen  Geraden)    als   coexistirend    ansieht ,    und    daraus 
X  und  y  bestimmt.    Bemerkt  man  indess,  dass  nach  der  er- 
wähnten Formel  (1)  weniger  die  Coordinaten  ar',  if  und  *,y 
(welche  als  Coordinaten  des  genannten  Durchschnittspuuctes 
statt  al\  y'   stehen)    selbst ,    als  vielmehr  ihre   Differenzen 
X  —  x\  y  —  y   nothwendig  sind ;  so  wird  man  einfacher,  so- 
gleich diese  Differenzen  suchen  und  in  die  genannte  Formel 
substituiren.     Bringt  man  zu  diesem  Ende  die  Gleichung  (1) 
auf  die   Form y  —  y' ^=^a(x  —  x)  -\-ax  —  y'+  ft,    wodurch 
sie  nicht  geändert,  aber  zur  Verbindung  mit  der  Gleichung 
(2)  geeigneter  wird ;  so  erhält  man  durch  diese  Verbindung : 

' {x  —  x')=a(x  — ^)  +  ax'  —  y  +  ^i 

und  daraus  x  —  x'  =  ^^  ,   ,*'^."'     ,  so  wie  damit  aus  Glei- 

1  +  a- 

chimg  (2) :   y  —  y'  =  "~^"T^^,  ~      ,  mithin  endlich,  wenn 
man  diese  Werthe  in  die  mehr  erwähnte  Formel 


d=i/(y-y)«-f-(*-*)»   • 

substituirt,  für  die  gesuchte  Länge  des  Perpendikels  P: 
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Aomerk.  Daa  doppelte  Zeichen,  welches  in  dieser  Formel,  der  Radi- 
lulgrGsse  wegen,  stehen  kann,  bezieht  sich  auf  die  Verschiedenheit 
der  Lage  des  gegebenen  Punctes  gegen  die  gegebene  Gerade,  indem 
dieser  dies-  oder  jenseits  der  Geraden  liegen  kann.  Um  dieses  an- 
schanlicher  zn  machen ,  so  sei  C  L  (Fig.  28)  die  gegebene  Gerade  Fi«. 
und  M  der  gegebene  Funct,  welcher  oberhalb  der  CL  liegen  soll; 
so  ist  y  ^^  PM,  lind  aus  der  gegebenen  Glcichang  der  Geraden  CL., 
d.  L  ans  y  =  ajr  +  6,  fttrjp=»jf'«=--4P  sofort  y  «=  PQ  —  ax  +  6» 
Es  wird  also  der  Zähler  unserer  obigen  Formel  (a),  d.  i.^'  —  (ax  -\-  6) 
z=PM — PQ  =  Md.  —  Liegt  hingegen  der  gegebene  Funct  M' 
unterhalb  der  Geraden  CX,  so  wird  y  ^P'M\  a«'-fö  — PQ', 
also 

MQ^  =  P^  -PM  ^ax'\-h'--y (y-ax— 6). 

Es  wird  daher  ^Q,  d.  i.  y — ax  —  6  positiv  oder  negativ,  je 
nachdem  der  Funct  M.  ober-  oder  unterhalb  der  gegebenen  Ge- 
raden liegt. 

Ist  der  gegebene  Funct  M  der  Ursprung  der  Coordinaten,  so  wird 
wegen  x'  »=  0  und  y'  =—  0 : 

Geht    dagegen    die  gegebene    Gerade    durch  den  Ursprung,    so 
wird,  wegen  (§.  392,  3.)  6  «-  0,  sofort: 

y  —  ax' 


(7)     P- 


y  i+a«  • 


Zweites  Capitel. 

Gleichung  des  Kreises  und  Aufgaben  über  denselben. 

Gleichung  des  Kreises. 

"^f  »  §.  400.  Es  seien  (Fig. 29)  AB=p,  BC=q  die  recht- 

winkeligen  Coordinaten  des  Mittelpunktes  C,  CM=r  der 
Halbmesser,  und  AP  =  x,  PM^=y  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punctes  M  der  Peripherie  eines  Kreises;  so  hat 
man  nach  der  Formel  (1),  §.388:  (a)  («—;>)*-}"  (y  — ?)' 
=  r*y  eine  Relation,  welche  den  bekannten  Eigenschaften  des 
Kreises  zufolge  für  alle.Puncte  der  Peripherie,  aber  auch 
nur  für  diese  gilt,    weil    für  jeden   andern  Punct  (x — />)* 

+  (y  —  qY  <-•♦'*  ^s^>  j®  nachdem  derselbe  ausser-  oder  in- 
nerhalb des  Kreises  liegt.  —  Da  nun  diese  Gleichung  (a) 
alle  Puncte  der  Kreisperipherie  charakterisirt  und  vollkom- 
men festsetzt;  so  ist  sie  die  Gleichung  des  Kreises 
(hier  wird  unter  der  Benennung  „Kreis"  immer  dessen  Pe- 
ripherie, nämlich  die  krumme  Linie  verstanden).  Diese 
Gleichung  entwickelt,  hat  man: 

An  merk.  1.  Die  in  den  allgemeinen  Gleichangen  (%)  oder  (1)  yorkom- 
menden  Constanten  Grössen  sind  so  lange  anbestimmt,  als  sich  diese 
nicht  auf  einen  bestimmten,  der  Grösse  und  Lage  nach  gegebenen 
Kreis  beziehen,  dies  beweist,  dass  xnr  vollkommenen  Bestimmong 
eines  Kreises  drei  Bedingungen  nöthig  sind.  Weiter  unten  werden 
wir  diese  drei  Grössen  wirklich  nach  verschiedenen  Bedingungen  auf- 
suchen. 

Anm^rk.  2.  Für  ein  sohiefwinkeliges  Coordinatensystem  vom  Win- 
kel 9  erhält  man  als  Gleichung  de«  Kreises  (§.  389,  Anmerk.  1): 
(x— jt>)«H- (y-- 9)' +  2(x— /))  O  — y)  CM  9  =  r". 

§.  401.  Die  Gleichung  (1)  des  vorigen  §.  Iftsst  sich 
mehr  oder  weniger  vereinfachen,  je  nachdem  man  dem  recht- 
winkligen Axensysti^m  in  Bezug  auf  den  Kreis  verschiedene 

Lagen    gibt;    die     vorzüglichsten    unter    diesen     sind    fol- 
gende : 


2m 

§.  402.  Liegt  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  in 
der  Kreiflperipherie,  und  sind  A'  X,  A'Y'  die  Azen;  so  er- 
halten p  und  q  die  Werthe  p  =  A'B\  q=^B'  C",  und  es ,  ist 
(Dreieck  CB' A')p^'^q*  =  r^9  folglich,  wenn  man  diesen 
Werth  in  der  Gleichung  (1 )  substitvirt :  d?^  +  y *  —  2px  —  2  ^y 
=  0  als  Gleichung  des  Kreises  bei  dieser  Lage  der  Coordi* 
natenaxen. 

An  merk.  Noch  einfacher  erb&lt  man  diese  Gleichnng  des  dorch  den 
Ursprung  gehenden  Kreises,  wenn  man  berücksichtiget,  dass  die  all- 
gemeine Gleichung  (1)  ftkr  die  Werthe  von  x  =  0  und  y  =  0  (als 
Coordinaten  des  Anfangspunctes)  befriedigt  werden  mnss,  wodnrtrh 
man,  wie  vorhin,  als  Bedingnngsgleicbnng  p' H~  9*  —  r'^-O  nhait. 

§.  MS.  Nimmt  man  den  Durchmesser  A'^  D  zur  Ab- 
Bcissenaxe,  und  den  Endpunct  A"  zum  Ursprung  der  Coor- 
dinaten; so  folgt,  wegen  p=A"C=r  und  y  =  0,  aus  der 
Gleichung  (1): 

§.  404.  Nimmt  man  dagegen  bei  der  vorigen  Abscis- 
senaxe  den  Mittelpunct  C  als  Ursprung  der  Coordinaten,  so 
erhält  man  aus  der  Gleichung  (1),  wegen  p  =  0  und  ^  =  0 
sofort  JT*  +  y *  —  r*  =  0. 

Discussion  der  Gleichung  des  Kreises. 

^.  405.  Die  Gleichung  einer  Curve,  als  analytischer 
Repräsentant  derselben,  schlicsst  sofort  auch  alle  Eigenschaf* 
ten  der  Curve  in  sich,  und  es  kommt  bei  einer  solchen  Glei- 
chung nur  darauf  an,  alle  diese  Eigenschaften  daraus  herzu- 
leiten. Als  vorbereitende  Uebung  für  dergleichen  Analysen 
wollen  wir  die  Haupteigenschaften  des  Kreises  aus  einer 
seiner  Gleichungen  dergestalt  zu  entwickeln  suchen ,  dass 
wir  ohne  Anschauung  desselben  und  ohne  alle  geometrischen 
Hilfsmittel  von  dieser  Curve  ein  deutliches  Bild  erhalten. 
Wir  wählen  dazu  die  Gleichung  des  vorigen  §•  als  die  ein- 
fachste und  bequemste. 

§.  4M.  1.  Löst  man  diese  Gleichung  nach  y,  als  Func- 
tion von  a  auf;  so  erhält  man:  (m)  y  =  ± \/r*  —  a\  Hier 
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zeigt  mm  sogleich  das  von  der  Radicalgrösse  herrahrende 
doppelte  Zeichen,  dasa  jedem  Werthe  von  d?,  für  welchen  y 
überhaupt  möglich  ist,  zwei  gleiche  entgegengesetzte  Werthe 
von  y  zukommen ;  daraus  folgt  also,  dass  der  Kreis  von  der 
Abscissenaxe  in  zwei  symmetrische  Theile,  welche  der- 
gestalt auf  einander  gelegt  werden  können,  dass  sie  sich  in 
allen  Puncten  vollkommen  decken,  geschnitten  wird. 

^  2.  Bemerkt  man  weiters,  dass,  der  zweiten  Potenz  we- 
gen ,  X  sowohl  positiv  als  negativ  genommen  werden  kann, 
ohne  dass  sich  der  Werth  von  y  ändert  (oder  dass  die  nach 

X  aufgelöste  Gleichung  die  Form  hat  *  =  ±  \/t^  —  y*),  dass 
also  zu  gleichen  Abscissen  diess-  und  jenseits  der  Ordina- 
tenaxe  auch  gleiche  Ordinaten  gehören;  so  folgt,  dass  auch 
die  Ordiuatenaxe  diese  Curve  in  zwei  symmetrische 
Theile  theilet,  folglich  der  Kreis  von  den  beiden,  imMittel- 
puncte  rechtwinkelig  sich  schneidenden  Axen  in  vier  sym- 
metrische Theile  getheilt  wird  [was  auch  der  Umstand  tchon 
zu  erkennen  gibt,  dass  die  betreffende  Gleichung  (§.404)  in 
Bezug  auf  x  und  y  (§.  109)  symmetrisch  ist]. 

3.  Um  die  Durchschnittspuncte  der  Curve  mit  den  bei- 
den Axen  zu  finden ,  muss  man ,  wie  schon  (§.  392,  2.)  bei 
der  Geraden  bemerkt  wurde,  in  der  Gleichung  einmal  y  und 
dann  x  Null  setzen,  und  daraus  beziehungsweise  x  und  y  be- 
stimmen. Nun  wird  fhr  y  =  0,  sofort  ^  =  ±  r,  als  Abscie- 
sen  der  Durchschnittspuncte  der  Curve  mit  der  Abscissen- 
axe,  und  fiir  4r  =  0  ebenfalls  y=±r,  als  Ordinaten  der 
Durchschnittspuncte  mit  der  Ordiuatenaxe. 

4.  Die  obige  Gleichung  (m)  zeigt  femer,  dass  für  jr=0 
diu  Ordinate  y  ihren  grössten  Werth  (=r)  erreicht;  dass, 
wie  X  zunimmt,  y  abnimmt,  und  für  .r  =  r,  sofort  ^=0 
wird.     Ferner  ist    daraus  ersichtlich,  dass   für  Wertlie  von 


•^^^jyiuiaginär  ausfällt,  so  wie  wieder  (auso? = ±  |/r'— y') 
für  y>ry  x  unmöglich  ist.  Diess  zusammen  genommen, 
führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  wenn  man  durch  die  in  3.  er- 
wähnten Durchschnittspuncte  ein  Quadrat  construirt,  dessen 
Seiten  mit  den  Axen  parallel  laufen,  dieses  sofort  den  Kreis 


Tollkommen  einschliesst,    und  dieser   eine  in  sich  selbst 
zurückkehrende  krumme  Linie  sei. 

5.  Die  Bemerkung  endlich,  dass  man  die  fest  mit  ein- 
ander Terbundenen  Coordinatenaxen,  welche  sich  im  Mittel- 
puncte  des  Kreises  schneiden,  beliebig  um  diesen  Mittelpunct 
(iu  der  Kreis-Ebene)  herum  fuhren  kann,  ohne  dass  dadurch 
in  den  erwähnten  Schlüssen  und  Folgerungen  das  Geringste 
geändert  wird ,  also  die  beiden  Axen  in  jeder  dieser  Lagen 
von  der  Curve  fortwährend  in  gleichen  Abständen  vom  Mit- 
telpuncte  des  Kreises  (==r)  geschnitten  werden,  führt  auf 
die  wesentlichste  Eigenschaft  des  Kreises :  dass  dessen 
sämmtliche  Puncte  vom  Mittelpuncte  gleich 
weit  abstehen. 

Diese  aus  der  Gleichung  (§.  404)  entwickelten  Eigen- 
schaften sind  mehr  als  hinreichend,  um  sich  von  dem  Kreise 
ein  richtiges  Bild  zu  entwerfen. 

Anmerk.  Dass  diege  Gleichung  y*  =  r*  —  x*  =  (r  H-  x)  (r  —  x) ,  oder 
anf  die  Figar  bezogen,  P" 3P  =^  A" P"  .  P"D  sogleich  auch  einen 
schon  aas  den  Elementen  bekannten  Satz  des  Kreises  enthalte,  wird 
man  von  selbst  bemerken. 

Aufgaben  über  den    Kreis. 

§.  407.  Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  einen  bestimmten  Punct  geht,  und  mit 
einem  gegebenen  Kreis  concentrisch  ist. 

Auflösung.  Es  seien  a;\  y'  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes,  und  {x  —  p)*  +  (y  —  9)*'="'*  die  Glei- 
chung des  gegebenen  Ejreises.  Die  Gleichung  des  gesuchten 
Kreises  hat  die  Form  (^  —  ^)»  +  (y  —  By  =  R\  Zufolge 
der  ersten  Bedingung  müssen  die  Werthe  ^  =  ^ ,  y=^y 
diese  Gleichung  befriedigen,  und  da  ferner  nach  der  zweiten 
Bedingung  A=p  und  B=q  wird;  so  ist  auch  (a' — />)* 
+  (y'  —  q)^  =  R^ ,  und  wenn  man  diesen  Werth  für  72*  in 
der  Gleichung  (a — p)^-\-(y  —  q)^  =  R^  substituirt,  sofort 
die  gesuchte  Gleichung :  (a^  —  a'^)  +  (y*  —  y'*)  —  2p  (x — x) 

Anmerk.  Einfacher  wird  die  Anfl6snng,  wenn  man  den  Mittelpanct  des 
gegebenen  Kreises    znm  Ursprung    der  recktwinkelig^n  Coordinaten 
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nimmt;  denn  in  diesem  Falle  erhält  man  £Qj  die. gesuchte  Gleichnng: 

§.  408.     Aufgabe.    Die    Gleichung   eines    Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  drei  gegebene  Puncte  geht. 

Auflösung.  Da  man  die  Lage  der  rechtwinkeligen 
Coordinatenaxen ,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken, 
beliebig  wählen  kann ;  so  nehmen  wir  diese  zur  Vereinfachung 
der  Auflösung  so  an,  dass  die  Absei ssenaxe  durch  den  zwei- 
ten und  dritten,  die  Ordinatenaxe  aber  durch  den  dritten  der 
gegebenen  Puncte  geht,  dergestalt,  dass  wenn  man  die  Coor- 
dinaten  dieser  drei  Puncte  auf  ein  ganz  willkürliches  Axen- 
system  bezogen,  durch  oi^  y',  af\  y\  a!'\  y"',  bezeichnet, 
dadurch  x'"  =  0 ,  y"  =  0  und  y"  =  0  wird.  Die  gesuchte 
Gleichung  ist  (§.  402)  von  der  Form  (1)  j?*  +  y*  — 2;?x 
2  ^y  =  0 ,  und  es  sind  die  beiden  unbestimmten  Grrössen 
p,  q  so  zu  bestimmen,  dass  der  Kreis  noch  durch  die  bei- 
den Puncte  x\  y  und  m"y  y"  geht.  Diese  beiden  Bedingun- 
gen geben  aber  (2)  a'^  +  y'*  —  2px'  —  2yy'  =  0  und  (wegen 
y'  =0)  x'^  —  2px"  =  0,  aus  welchen  Gleichungen  sofort 

(3)  p  =  i*"  und  (4)  q  =  '"+'''l-7'''", 
SO  wie  mit  diesen  Werthen  aus  (1)  die  gesuchte  Gleichung 

(ot)  ^»+y'-a^-^-C  +  ^'^.-'"'"')y  =  0 

folgt, 
fif.  aa  Constrnction  dieser  Gleichung.    Seien  iT,  JÜT',  3f"'(Fig.S0) 

die  drei  gegebenen  Pnnete,  also  M'"  Xy  M'"  Y  die  rechtwinkligen  Coor* 
dinaten-Axen.  l>a  es  blofis  darauf  ankommt,  den  Mittelpunkt  des  ge- 
suchten Kreises  zu  finden  ,  dieser  aber  durch  die  Coexistenz  der  Glei- 
chungen (2)  und  (3),  mithin,  da  jede  für  sich,  wenn  man  p  und  q  inde» 
als  die  veränderlichen  Coordinaten  ansieht,  eine  gerade  Linie  beKeiclinet 
durch  den  Durchschnitt  dieser  beiden  Qeraden  entsteht;  so  haben  wir 
sofort  nur  diese  beiden  geraden  Linien  oder  die  Gleichungen  (2)  und  CS) 
zu  construiren.  —  Die  Gleichung  (8)  oder/i  ^\x"  z:=::^  JT"  M"  ist  aber 
(da  p  eine  Abscisse  und  q  eine  Ordinate  bezeichnet^  §.  392,  7.)  die  Glei- 
chung einer  mit  der  Ordinatenaxe  in  dem  Abstand  \  i/'"  M"  paralleleii 
Geraden,  d.  i.  der  Geraden  Nn^  wenn  M"'N^=NM"  und  »A'perpen- 
diculär  auf  M'"  X  ist.  -^  Die  Gleichung  (2),  welche  sich  auch  unter  der 

Form  q^\y  = ^  (p  —  i  x)  darstellen   lässt ,    ist  (§.  397 ,   2.)  die 
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Gleicbniig  einer  Geraden,    welc&e  durch  den  Ponct  ^r',  ig  (.N")  geht, 

und  auf   der  Geraden  y  =  -^  ar  (d.  i.  anf  M'  M'")  perpendicnlAr  steht, 

nämlich  die  Gleichung  der  Geraden  iV  «',    wenn    M"'  N'  ^^  N'  M'   und 
iV  »'  _L  M"'  AT  ist. 

Fftr  den  Dnrchschnittspunct  0  dieser  beiden  Geraden  iVn,  iV*» 
mos«  man  (§.  396)  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  mit  einander 
verbinden,  nnd  daraus  p  und  q,  als  Coordinaten  desselben,  bestimmen. 
Da  man  aber  dadurch  die  auf  eben  diesem  Wege  gefundenen  Ausdrücke 
(3)  und  (4)  erfa&lt,  so  ist  dieser  Durcbschnittspunct  O  in  der  That  der 
gesuchte  Mittelpunct  des  Kreises,  und  demnach  OM"'  — >  OM"  =  OM' 
der  Halbmesser  desselben. 

A  n  m  e  r  k.  Man  sieht ,  daas  die  Constmction  dieser  Gleichung  («)  ge- 
nau zn  demselben  Verfahren  fthrt,  welches  in  den  Elementen  der 
Geometrie  in  diesem  Falle  gelehrt  wird. 


Drittes  Capitel. 

lieber  die  geometrischen  Oerter. 

§.  4119.  Ist  R  S  (Flg.  31)  irgend  eine  gegebene  krumme  ««•  « 
Linie,  und  zieht  man  zu  beliebigen  Puncten  M^  M^  M\  . . 
derselben  die  Ordinaten  MPj  M'P\  i/"P", . . ;  so  werden 
dadurch  die  Werthe  von  AP,  PM,  AP',  P'M'  u.  s*  w., 
nämlich,  wenn  man  der  Reihe  nach  die  Coordinaten  dieser 
Puncte  My  Jf ', . .  durch  af^y',  x\y\  x"\y"'  etc.»  bezeich* 
net,  die  Gleichungen  a  •=zayy='by  x'  =a\y^=:^b\  x'"=^a'\ 
y" •=:.}}"  u.  8.  w.  bekannt  sein.  Herrscht  nun,  selbst  wenn 
man  diese  Puncte  M,  ilf ', .  •  unendlich  nahe  nimmt,  zwi- 
schen jedem  dieser  Gleichungs- Paare,  d.  i.  zwischen  der 
Absdsse  x  eines  jeden  Punctes  der  Curve  und  der  zuge- 
hörigen Ordinate  y,  ein  bestimmtes,  unveränderli- 
che 9  Gesetz,  in  welchem  Falle  die  Curve  stetig  oder 
coatinuirlich  genannt  wird,  und  bezeichnet  man  dieses 
Gesetz  durch  y=/(Ä),  wo  f{x)  irgend  eine  von  der  Na- 
tur der  krummen  Linie  abhängige  Function  von  »  ist;  so 
charakterisirt  diese  Relation  y  z=f{x)  alle  Puncte  der  Curve 
RS  auf  eine  solche  Weise,  dass  sie  für  die  sämmtlichen  Sy- 
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Sterne  x\y\  *",  y",  .•»  d«  i«  ^r  alle  Pnncte  Af,  iT, .., 
aber  auch  nur  für  die  Puncte  dieser  Curve  befriedigt 
wird.  Aus  diesem  Grunde  wird  die  Relation  y=if{jr\ 
welche  sich  auch  auf  die  Form  F{xyy)=0  bringen  lässt, 
Gleichung  der  Ctirve  RS  genannt.  So  haben  wir  be- 
reits im  Vorhergehenden  die  Gleichung  der  geraden  Li- 
nie und  des  Kreises  entstehen  sehen  und  entwickelt  Die 
in  der  Gleichung  y  =f(^a;)  vorkommenden  constanten  Grös- 
sen dienen  dazu,  die  Lage  der  Curve  geometrisch  festzu- 
setzen, und  werden  benutzt,  um  diese  letztere  gewissen  ge- 
gebenen Bedingungen  zu  unterwerfen. 

§.  410.  Ist  man  dagegen  umgekehrt  durch  irgend  eine 
geometrische^  Untersuchung  oder  die  algebraische  Auflösung 
einer  geometrischen  Aufgabe  auf  eine  Gleichung  zwischen 
den  beiden  veränderlichen  Grossen  x  und  y  gekommen, 
welche  allgemein  durch  F(a,y)  =  Of  oder  auch,  wenn  man 
sich  diese  nach  y  aufgelöst  denkt,  durch  y  =y(ar)  bezeich- 
net werden  kann;  so  stellt  diese  eine  stetige  Folge  von 
Puncten  dar,  welche  je  nach  der  Natur  dieser  Gleichung 
einer  geraden  oder  krummen  Linie  angehören.  Setzt  man 
nämlich  für  a  nach  und  nach  die  Werthe  a,  a,  a', ..,  und 
berechnet  aus  dieser  Gleichung  y  =.f(jx)  die  zugehörigen 
Werthe  von  y  =  6^  b\  V\  . . ;  so  erhält  man,  wenn  in  den 
Puncten  P,  P\  P',..,  für  welche  AP=^a,  AF  =^d 
u.  s.  w.  ist ,  die  Ordinaten  PM^  P'M\  P' M\  . ,  gezogen 
und  beziehungsweise  gleich  6,  b\  6  , . .  abgeschnitten  wer- 
den ,  eben  so  viele  Puncte  3/,  M\  M\ . . ,  welche  diese 
Gleichung  y=f(jc)  befriedigen.  Da  man  dabei  die  auf 
einander  folgenden  Werthe  von  x  unendlich  wenig  von  ein- 
ander verschieden  annehmen  kann,  so  werden  auch  die 
Puncte  My  M ^  M\  , .  einander  unendlich  nahe  liegen  und 
durch  gehörige  Verbindung  eine  continuirliche  Curve  bilden, 
in  welcher  jeder  Punct  (d.  i.  dessen  Goordinaten)  eine  Auf- 
lösung der  Gleichung  y  =/(^)  bildet.  Aus  diesem  Grunde 
heisst  die  Curve  der  geometrische  Ort,  oder  auch 
schlechtweg   der   Ort    der    Gleichung    jP(4?,  y)  =  0   oder 
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§.  411.     Zur   Erräuterung   mögen   folgende  Beispiele 

dienen : 

1)  Um  bei  Voniusetxung  tob  rechtwinkeligen  Coordinaten  die  Glei- 
dmng  y'  —  8x  =  0  zu  constmiren,  oder  mit  asdeni  Worten,  ihren  geo- 
metrischen Ort  sn&nfinden,  wird  man  diese  snTÖrderst  nach  jr  «oflösen; 
dadurch  erhält  man  y  =  ±^  VSx.  Diese  Gleichung  aeigt,  dass  (des  dop- 
pelten Zeichens  wegen)  jeder  Abscisse  z  swei  Reiche,  entgegengesetzte 
Ordinalen  y  zukommen;  dass  r  nicht  negatiT  sein  kann,  weil  sonst  jr 
imaginär  würde ;  dass  dagegen  daAr  alle  positiren,  reellen  Werthe  von 
0  bis  CO,  wobei  auch  y  unendlich  zunimmt,  gesetzt  werden  können. 
Daraus  folgt,  dass  sich  die  gesuchte  Curv%  (Fig.  32)  in  Gestalt  von  zweir%.  » 
Aesten,  welche  ober-  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  symmetrisch  lie- 
gen, nach  der  Seite  der  positiTen  ^bscissen  bis  ins  Unendliche  erstreckt. 

Die  Gleichung  gibt  femer  för  x^O  auch  jf:=0,  zum  Beweise, 
dass  die  entsprechende  Cnnre  durch  den  Ursprung  A  der  Coordinatea 
geht.  Setzt  man  femer  successire  x  — >  1,  S,  3,  . . ;  so  findet  man  nach 
and  nach  y  =  i:V^3,  db  K^ »  ±3  n.  s.  w.  Werden  demnach  die 
Stacke  AP=l,  AP'  '»2,  AP"  =  9  u  s.  w.  aufgetragen,  in  den  Pnnc- 
tcn  P,  P', ..  die  Ordinalen  gezogen,  und  so  abgeschnitten,  dass  PM=^ 
PN=VZ,  P'JkT^PN'^'Ve,  P'  ]kf  =P'N"  =  3  n.  s.w.  wird; 
80  hat  man  die  Puncte  3f,  M'j  M'\  . .  und  N^  N*^  N*\ . .  jener  Curre 
gefunden,  welche  den  Ort  der  gegebenen  Gleichung  bildet 

8)  Um  den  Ort  der  Gleichung  y* —  x'  —  4  =  0  zu  finden,  hat  man, 

wenn  diese  nach  y  aufgelöst  wird ,  y  =  ^  V  x*  +  4.  Daraus  folgt  wie- 
der unmittelbar,  dass  jedem  Werthe  von  x  zwei  gleiche  entgegengesetzte 
Werthe  Ton  y  entsprechen;  femer,  dass,  der  zweiten  Potenz  ron  x  we- 
gen, gleichen  positiven  und  negativen  Werthen  von  x  ebenfiUls  gleiche 
Ordinaten  zukommen,  so,  dass  also  die  der  gegebenen  Gleichung  ent- 
sprechende Curve  nicht  anders  als  in  4  Aesten  fortUinfen  kann,  von  de- 
nen zwei  nnd  zwei  gegen  die  Coordinatenaxen  symmetrisch  liegen,  und 
die  sich,  weil  x  unendlich  zunehmen  kann,  wobei  auch  y  unendlich 
wichst,  ins  Unendliche  ausbreiten. 

Um  diese  Cnrve  selbst  zu  finden,  setze  man  zuerst  x  =  0,  wodurch 
jr  -*■  db  S  wird ;  nimmt  man  also  auf  der  Ordinatenaxe  YY'  (Fig.  33)  Pt«  ss. 
AB  =  Ah=i%^  so  hat  man  die  beiden  ersten  Puncte  B^  b  der  Curve. 
Setzt  man  femer  nach  und  nach  x  «-  Jb  1  >  :£:  2 ,  :£:  3  u.  s.  w.  (wobei 
man  sich  die  Linieneinheit  1  so  klein  denken  mag  als  man  will) ;  so  er- 
hält man  aus  der  genannten  Gleichung  beziehungsweise  y  =  dbV^^% 
i  Kö  t  dt:  V^13  u.  s.  w.,  so,  dass,  wenn  man  AP'^Ap  =  1 ,  AP'  ^^ 
Ap'^2  u.  8.  w.  abschneidet,  in  den  Endpuncten  P,  P',..,  Pi  p* , . 
die  Ordinaten  errichtet  und  darauf  Pif  —  PiV  =  pm  = /in  «=»  |/^5^ 
PM' =  P'N' =p'm  =pn  =y^S  u,  s.  w.  nimmt,  dadurch  eben  so 
viele  Puncte  Jf,  N,  m,  n,  Jf',  N\  m,  n  u.  s.  f.  der  gesuchten  Curve 
a]»  geometrischer  Ort  der  gegebenen  Gleichung  erhalten  werden. 
Burf's  Conipendtuni  d.  böh.  Halb.  28 
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und  y  oddirt  Man  erhält  dadurch :  x'  —  fx  +  H+^'+^^-fl 
-i  +  H+J,  d.  i.  (r  —  i)»4-(y  +  J)«  =  fJ,  woraus  durch  Ver- 
gleichuog  mit  der  Gleichung  (a)  fiftr  />,  9,  r  ebenfallfl  wieder  die 
angegebenen  Werthe  folgen.  —  Man  oonstruirt  demnach  mit  den 
Piir  85.  Coordinaten  -4Zy==p=-J  (Rg.  35)  und  BC=q'^  —  4  den  Punct 

C,  und  beschreibt  aus  diesem  mit  dem  Halbmesser  CM'=  i  V  85 
einen  Kreis ;    so  ist  dieser  der  Ort  der  gegebenen  Gleichung. 

2.  Um  eben  so  den  Ort  der  Gleichung  r'  +  y'  +  ®*  "h  ^y  =  Ö  «n 
finden ,  hat  man  [durch  unmittelbare  Vergleichung  mit  der  Giei« 
chung  (1)]  p  «  —  4,  ^r  =  —  3,  p*  +  q*  —  r»  «  0,  also 

r  «  >/l6-f9  =  5. 
Flg.  36.  Nachdem  man  also  (Fig.  36)  mit  den  Coordinaten  Ah  =p  ^^  —  i 

und  BC^q  =  —  3  den  Mittelpunct  C  construirt  hat,  wird  man 
ans  diesem  mit  dem  Halbmesser  CA  ==  5  den  Elreis  beschreiben, 
welcher,  da  aus  der  gegebenen  Gleichung  f&r  r  =  0  auch  ^  =  0 
folgt  (§.  402),  zugleich  durch  den  Ursprung  geht  (also  die  Bestim- 
mung von  r  im  Grunde  überflüssig  macht).     [IL,  78.] 

§.  414.  Um  noch  in  Kürze  zu  zeigen,  welchen  Nu- 
tzen die  geometrischen  Oerter  bei  Auflösung  von  sowohl 
unbestimmten  als  bestimmten  Aufgaben  gewähren,  nehmen 
wir  zuerst  an,  es  handle  sich  bei  einer  unbestimmten 
Aufgabe  um  die  Bestimmung  eines  Punctes,  welcher  in  der 
Ebene  der  betreffenden  Figur  selbst  liegt  und  in  Bezug  auf 
diese  letztere  gewisse  Eigenschaften  besitzen  soll.  Bezieht 
man  Alles  auf  2  Coordinatenaxen ,  und  bezeichnet  die  Co- 
ordinaten des  gesuchten  Punctes  durch  «,  y;  so  erhalt 
man,  durch  Anwendung  der  bisher  vorgetragenen  Lehren 
der  analytischen  Geometrie,  zuletzt  eine  gewisse  BelatioD 
F{ayy)=^0  oder  y=/(^)  zwischen  diesen  Coordinaten 
und  den  gegebenen  Grössen,  d.  i.  die  Gleichung  der 
gegebenen  Aufgabe.  Construirt  man  daher,  den  eben 
vorgetragenen  Grundsätzen  gemäss,  den  geometrischen  Ort 
dieser  Gleichung,  so  stellen  die  Coordinaten  eines  jeden 
Punctes  dieses  Ortes  alle  Systeme  der  Werthe  von  jr,  y 
geometrisch  dar$  oder  es  leisten  alle  Puncte  dieses  Ortes 
der  gegebenen  Aufgabe  Genüge. 

§.  415.  Ist  man  bei  der  Auflosung  einer  bestimmten 
geometrischen  Aufgabe  mit  zwei  Unbekannten  auf  die  Glei- 
chungen F{xyt/)=^0  und   jP  (a?,y)  =  0  gekommen,   wo  x 
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und  y  die  CJoordinaten  der  gesuchten  Puncte  bezeichnen ; 
80  kann  man  aus  diesen  Gleichungen  nach  und  nach  x  und 
y  eliminiren,  d.  h.  (§.  215 ,  ff.)  alle  Paare  zusammengehö- 
riger Werthe  von  x  und  y  bestimmen ,  und  diese ,  wenn 
sie  hiezu  geeignet  sind,  nach  den  im  ersten  Capitel  dieses 
Abschnittes  Torgetragenen  Regeln  construiren.  —  Einfacher 
jedoch  kann  man  diese  Puncte  oder  Auflösungen  der  bei- 
den angeführten  Gleichungen ,  ohne  daraus  die  erwähnte 
Elimination^  die  in  den  allermeisten  Fällen  (s»  z.  B.  §.  377) 
auf  sehr  zusammengesetzte  Ausdrücke  führt ,  erst  vorzu- 
nehmen, auf  folgende  Art  erhalten :  die  Gleichungen  i^(^,y) =0 
und  jP  (*,  y)  =  0  stellen  jede  für  sich  irgend  eine  Linie 
dar.  Sucht  man  daher  die  geometrischen  Oerter  BMM'C 
und  DM  ATE  (Fig.  37)  dieser  Gleichungen,  so  geben  ihre«»,  w. 
Durehschnittspuncte  AT,  M\  .  ,  die  gesuchten  Puncte,  wel- 
che der  Aufgabe  entsprechen ;  denn  die  Coordinaten  dieser 
Puncte  bilden  offenbar  jene  Systeme  der  Werthe  von  x  und 
y,  welche  beide  Gleichungen  i^(i,y)  =  0,  j^(^,y)  =  0  zu 
gleicher  Zeit  befriedigen. 

§•  416.  Nehmen  wir  als  Beispiel  hiezu  das  auf  zwei- 
fache Art  aufgelöste  Problem  des  §.  377,  für  welches  wir 
nach  der  1.  Auflösung  die  beiden  Gleichungen  (1)  {x — 6)* 
+  (y  — c)«  =  r*  und  (2)  a(**  +  y*)  =;?^(a  +  2^  — 26)  er- 
halten haben.  Anstatt  nim,  wie  dort,  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  x  oder  y  zu  eliminiren,  und  dann  die  Systeme 
ihrer  Auflösungen ,  d.  i.  die  Coordinaten  der  gesuchten 
Puncte  Dy  U  (Fig.  22  oder  23)  zu  erhalten,  wodurch  man,  ^^^ 
wie  wir  (aus  der  Finalgleichung  nach  or)  gesehen  haben, 
auf  sehr  zusammengesetzte  Endgleichungen  kommt,  suchen 
wir  vielmehr  die  geometrischen  Oerter  dieser  Gleichungen 
(1)  und  (2).  —  Es  ist  aber  der  Ort  der  Gleichung  (1)  der 
gegebene  Kreis  C  selbst,  weil  die  Coordinaten  seines  Mittel- 
punctes  durch  i,  c  und  dessen  Halbmesser  durch  r  bezeich- 
net worden  ist.    Was  femer  den  Ort  der  Gleichung  (2),  die 

sich  auch   in  der  Form  (^  — — )   +y*  =  -^ +/>*  —  — ^ 
darstellen  lässt,  betrifft;  so  ist  dieser  (§.  400,  Gl.  pt)  eben 


odv  SS. 
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falls  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunct  (wegen  9  =  0)  in  einem 
Fiff.  n  Punct  G  (Fig.  23)  der  Geraden  A  B  (als  Abscissenaxe)  liegt, 

für  welchen   (auf  A  als  Anfangspunct  bezogen)  AG=^  — 


ist,  und  dessen  Halbmesser  den  Werth  i?=  1/  ~ Yp 

hat  Da  aber  aus  dem  recht w.  Dreiecke  ACIy  AI^=Ä(P 
—  CI\  oder  nach  der  dort  eingeführten  Bezeichnung:  p*=i' 

4-  c»  —  r*  folgt ;  so  ist  auch  R  =  \/{b  —  ^)j   +  c*  —  r-, 

oder  wegen  b--^  =  AF'-AG=GF,  also  (*  — ^)  +<?* 

=  ÖF*  +  /^C«  =  GC\  auch  i?  =  l/GC*~r«.  Führt  man 
demnach  aus  dem  Puncto  &  an  den  gegebenen  Kreis  die 
Tangenten  Gßy  GD' ;  so  ist  aus  den  rechtwinkeligen  Drei- 
ecken GDC  und  GUC  sofort  GC'  —  t^^GD^  und  GJ)\ 
folglich  auch  E=VGD''  und  V'^G^'*,  d.  i.  endUch  Ä=(;/> 
=  GD\  Man  erhält  also  auf  diese  Weise  durch  die  Be- 
rührungspuncte  D,  D  dieser  beiden  Tangenten  öZ>,  Gl/ 
nicht  bloss  den  Halbmesser  GD  =  Gl/  dieses  2.  Kreises, 
sondern  zugleich  auch  die  Durchschnitt  spuncte  der  beiden 
Kreise,  d.  i.  die  gesuchten  Puncte  der  Aufgabe. 

An  merk.  Es  ist  bemerkens werth,  dass  die  1.  Auflösung  dieser  Aaf- 
gabe  (§.  377),  mit  Benützung  der  Eigenschaften  der  geometrischen 
Üerter.  genau  auf  dieselbe  einfache  Construction  föhrt,  welche  wir 
durch  die  2.  Auflösung  (§.  378)  dieser  Aufgabe  erhalten  bal)en. 
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Viertes  Capitel. 

Von  einigen  Verbindungen  der  geraden  Linien  unter 
einander  und  mit  dem  Kreise.     Auflösung  einiger ' 
bestimmten  und  unbestimmten  Aufgaben. 

Dreiecke. 

§.  417.  Um  eine  weitere  Anwendung  der  bereits  ent- 
wickelten Principien  der  analytischen  Geometrie  zu  zeigen, 
und  zugleich  den  Grund  zu  allen  ähnlichen  Untersuchungen 
zu  legen,  wollen  wir  zuerst  einige  bekannte  Sätze  des  ge- 
radlinigen Dreieckes  entwickeln. 

§.  418.  Lehrsatz.  Die  aus  den  3  Winkelpuncten 
eines  Dreieckes  auf  die  gegenüberstehenden  Seiten  gefällten 
Peri)endikel  schneiden  sich  in  einem  und  demselben 
Puncte. 

Beweis.  Denn  es  sei  ABC  (Fig.  38)  ein  geradlini- "»•  *• 
ges  Dreieck,  in  welchem  die  den  Winkeln  Ä^  -B,  C  gegen- 
überstehenden Seiten  beziehungsweise  durch  Oj  b^  e  bezeich- 
net werden  sollen.  Eine  dieser  Seiten,  z.  B.  jene  AB^=-Cj 
nehme  man  zur  Abscissenaxe,  und  den  Scheitel  A  zum  Ur- 
sprung der  rechtwinkeligen  Coordinaten ;  so  sind ,  wenn  a, 
j3  die  Coordinaten  des  Punctes  C  bezeichnen,  die  Gleichun- 
gen der  3  Seiten  ABy  AC,  BC,  nach  §.  392  —  394  (die 
erste  ist  die  Abscissenaxe,  die  zweite  geht  durch  die  beiden 
Puncte  j''=:a,y'  =  ß,  ^"  =  0,y"  =  0,  und  die  letzte  durch 
jene  a?'  =  a,y'  =  j3,   d?"  =  c,y"  =  0)  beziehungsweise:  y  =  0, 

ß  ß 
y=z-.a  und  f/= {a  —  c).  Die  Gleichung  der  3  Perpen- 
dikel CCy  BBy  AA  sind,  nach  §.  398,  2)  (das  erste  ist 
eine  mit  der  Ordinatenaxe  in  dem  Abötand  a  parallele,  das 
2.  eine  durch  den  Punct  ;c'  =  c, y=0  gehende,  auf  AC 
perpendikuläre ,  das  3.  endlich  eine  durch  den  Ursprung 
gehende  auf  B  C  perpendikuläre  Gerade) ,   beziehungsweise : 
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(1)  a?  =  a,  (2)  y  =  — --(4?  —  e)  und  (3)y=      x.  Durch 

Verbindung  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  erhält  man 
für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  der  Greraden 

CC  und  BB':  a!  =  ciL,  y  = (a  —  c).     Grenau  dasselbe 

ß 

Resultat  erhält  man  auch  aus  den  Verbindungen  von  (1) 
mit  (3)  und  (2)  mit  (3)  för  die  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspuncte  der  Geraden  CC  mit  AA'  und  BB'  mit 
AA'  woraus  sofort  folgt,  dass  diese  3  Durchschnittspuncte 
in  der  That  nur  einen  einzigen  Punct  ausmachen. 

§.  419.  Lehrsatz.  Die  in  den  drei  Halbirungspunc- 
ten  der  Seiten  eines  Dreieckes  auf  diese  letztem  errichteten 
Perpendikel  schneiden  sich  in  einem  einzigen  Puncte. 
Fif.  aa  Beweis.  Ist  die  Lage  des  Dreieckes  ABC  (Fig.  39) 
gegen  die  Coordinatenaxen  wie  vorhin,  und  sind  wieder 
AB^=^c  und  a,  ß  die  Coordinaten  des  Punctes  C;  so  hat 
man,  wenn  i>,  J5,  F  die  ELalbirungspuncte  der  Seiten  AB, 
BCy  AC  sind,  für  die  Coordinaten  dieser  Puncte  der  Reihe 

,..c  -  c-fa  ß  .  a.  ß 

nach:  x=iy,  y  =  0,   i?  =  — ^,  y  =  Y  und  x  =  j,  y  —  -* 

a  ß 

Femer   sind    (§.  418)  y  =  — 4?   und  y  =  — —  (o?  —  e)  die 

Gleichungen  der  Geraden  AC  und  BC;  folglich  hat  man 
endlich  f&r  die  Gleichungen  der  in  i>,  Ej  F  auf  die  Seiten 
AB,  BC,  AC  errichteten  Perpendikel  Dd,  Ee  Ff  {Dd 
läuft  mit  AY  in  dem  Abstand  ^c  parallel,  Ee  geht  durch 
E  und  steht  auf  BC  perpendikulär ,   Ff  geht  durch  F  und 

ist   perpendikulär   auf   AC)   beziehungsweise:    (1)    j?  =  -. 

W  y-^=-^(--'-±^)-(3),-f=-K,-i). 

Es  geben  aber  die  Verbindungen  der  Gleichungen  (1),  (2), 
(1),  (3)  und  (2),  (3)  für  die  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
puncte der  Perpendikel  Dd,  Ee,  Dd,  Ff  und  Ee,  Ff  immer 

dieselben  Werthe,    nämlich  a?  =  —  und  y  =  — .-f-^l L 

oraus  wieder  folgt,   dass  diese  3  Durchschnittspuncte  zu- 
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sammenfallen    und   nur   emen   einzigen   Panct  0   aus- 
machen. 

§.  420.  Lehrsatz.  IKe  drei  Geraden^,  welche  die 
Halbirungspuncte  der  Seiten  eines  Dreieckes  mit  den  gegen- 
überliegenden Scheiteln  desselben  verbinden,  schneiden  sich 
io  einem  und  demselben  Pnncte. 

Beweis.  Denn  bleibt  die  Lage  und  Bezeichnung  des 
Dreieckes  A  B  C(Fig.  39)  wie  in  den  beiden  vorigen  Sätzen,  p% 
und  sind  AE^  BFy  CD  diese  drei  Halbirungslinien ;  so  sind 
die  Gleichungen  derselben,  da  wir  die  Coordinaten  der  Hal- 
birungspuncte Dj  Ey  F  bereits  im  vorigen  Satze  angegeben 
haben  {AE  ist  eine  durch  die  Puncte  «'  =  0,  y'  =  0  und 
^''=  i (c  +  a) ,  y  =  i  /3  gehende ,  BF  eine  durch  x'  =  c, 
y  =  0  und  x"  =  J  a,  y"  =i  ^  ß  gehende ,  so  wie  endlich  CD 
eme  durch  die  Puncte  x'  =  ^Cy  y'  =  0  und  d?"=a,  y"  =  ß 
gehende  Gerade),  beziehungsweise: 

y  =  — r-  ^>  y  == Tri^  —  c)  und  y  = -r-  (x  —  4c). 

Werden  diese  drei  Gleichungen  wieder  zu  zwei  und  zwei 
mit  einander  verbunden,  so  erhält  man  aus  je  zweien  für  die 
Coordinaten  der  betreflFenden  Durchschnittspuncte  immer  die 
nämlichen  Resultate,  und  zwar  x=^(c  -{-  a),  y=^ß;  wo- 
durch sofort  der  behauptete  Satz  erwiesen  ist. 

§.  421.  Lehrsatz.  Werden  die  3  in  den  drei  letzten 
§§.  erwähnten  Puncte  wirklich  construirt,  so  liegen  diese  in 
einer  geraden  Linie. 

Beweis.  Sind  0,  0\  (/'  diese  drei  Puncte  und  x\  y\ 
z\  y\  x"y   \f"  ihre  Coordinaten,   so  liegen  (§.^395)  diese 

Puncte  in  einer  s^eraden  Linie,  wenn   ^ .     ^ „  =  '^. — ^ttt  ist. 

*^  X    —  X  X    X 

Nun  findet  man  in  der  That,  wenn  aus  §§.  418,  419,  420 
die  Werthe  der  Coordinaten  substituirt  werden,  dass  diese 
beiden  Quotienten  einander  gleich  sind  und  den  Werth  ha- 

ben:  — — ;   woraus  die  Richtigkeit  dieses  S' 

erhellet. 
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An  merk.  Sucht  man  allgemein  die  Bedingung,  unter  welcher  sich  fiber- 

Fic.  «.  hanpt  die  drei  aus  den  Seheitelpuncten  A  ,    B ,    C   (Fig.  38)    eines 

Dreieckes  ABC  gezogenen  geraden  Linien  AA\  BB'^  CC  in  riiuin 

einzigen  Puncte  O  schneiden;    so  findet  man  [IL,    90].   das«  dieses 

Statt  findet,  wenn  die  Relation  besteht:  A C.  BA' .  CB'  =  AB.  CA' ,  hC. 

Kreise. 

§.  422.  Um  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  wel- 
chen sich  zwei  Kreise  durchschneiden  oder  berühren, 
Fi»  4a  80  seien  C,  C  (Fig.  40)  die  Mittelpuncte  zweier  Kreise  von 
den  Halbmessern  r,  r'.  Nimmt  man  die  Centrilinie  CC  zur 
Abscissenaxe,  C  zum  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coordi- 
naten  und  setzt  C(7  =  d;  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises 
C  (§.  404;  (1)  ^*  +  y*  —  r2  =  0 ,  und  die  des  Kreises  T, 
für  welchen  also  p  =  dy  q  =  0  die  Coordinaten  des  Mittel- 
punctes  sind  (§.  400),  (2)  a^ +  i/^ —  2dx  +  d^  —  r^  =  0. 

Nimmt  man  nun  an,  dass  sich  beide  Kreise  durch- 
schneiden, 80  wird  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
der  Durchschnittspuncte  die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2) 
mit  einander  verbinden  und  daraus  x  und  y  bestimmen. 
Zieht  man  zu  dem  Ende  die  Gleichung  (2)  von  jener  (1) 
ab ,  und  bestimmt  aus  der  entstehenden  Gleichung  x ;  60 
wird 

W   ^  =  U • 

und  wenn  dieser  Werth  in,  (1)  substituirt  wird: 

(ß)    f,  =  dz-^j]'4r^d^-^(d^-\-r^-r^)\ 

§.  423.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  (a)  und  (^) 
folgt,  dass  in  allen  Fällen  ,  in  welchen  y  re^»ll  ausfällt ,  die 
beiden  Kreise  einander  in  zwei  Puncten  J/,  M'  durchschnei- 
den, für  welche  die  Abscissen  (CF)  einerlei,  die  Ordinaten 
(PMy  PM')  aber  gleiche  und  entgegengesetzte  Worthe  be- 
sitzen :  es  steht  also  dabei  die  Centrilinie  C C  auf  der  ge- 
meinschaftlichen Sehne  MM'  perpendiculär  und  halbirt  die- 
selbe. —  Um  aber  die  Bedingungen  zu  finden,  unter  welchen 
reell  oder  imaginär  ausfällt,  stellen  wir  y,  durch  Zerlegung 
WurzelgrOsse  in  (ß),  auf  folgende  Weise  dar: 
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y  =  dz-^y(r-\-r  +d)(r-^r  '—d)(r-\-d—r){r'-\-d—r); 

und  in  dieser  Form  erkennt  man  (da  die  Kadicalgrösde  der 
bekannte  bei  der  Dreiecksfläche  (§.  65)  vorkommende  sym- 
metrische Ausdruck  ist)  sogleich,  dass  y  nur  dann  reell  aus- 
fallt ,  wenn  sich  aus  den  drei  Linien  r ,  r  ,  d  ein  Dreieck 
construiren  lässt :  die  beiden  Kreise  durchschneiden 
sich  also ,  wenn  von  den  drei  Grossen  r,  r\  d  immer  jede 
kleiner,  als  die  Summe  der  beiden  übrigen  ist. 

§.  424.  Sollen  sich  aber  die  beiden  Kreise  berühren, 
so  müssen  die  Puncte  M,  AT  in  einen  zusammenfallen, 
also  müssen  sich  auch  die  beiden  Werthe  von  y  auf  einen 
peduciren,  was  aber  nur  für  y  =  0  möglich  ist.  Dieses  letz- 
tere findet  ferner  nur  Statt,  wenn  (wie  unmittelbar  aus  dem 
letzten  Ausdruck  von  y  folgt)  eine  der  Gleichungen  d  =  r 
-ff,  d-=r  —  r,  <?  =  r  —  r,  oder  diese  in  eine  vereinijret, 
wenn  (y)  d^  =  (r±r')*  besteht:  zwei  Kreise  berühren 
sich  also,  wenn  der  Abstand  ihrer  Mit telpuncte 
entweder  der  Summe  oder  Differenz  ihrer  Halb- 
messer gleich  ist  (im  ersten  Falle  findet  eine  äussere, 
im  letztem  eine  innere  Berührung  Statt). 

§.  425.  Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht,  und  einen 
der  Grösse  und  Lage  nach  gegebenen  Kreis  berührt. 

Auflösung.  Seien  a\  y,  x'\  y"  die  Coordinaten  der 
gegebenen  Puncte,  />',  g'  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes 
und  r  der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises,  so  wie  jt>,  </, 
r  dieselben  Grössen  für  den  gesuchten  Kreis;  so  ist  äie  Glei- 
chung dieses  letztem  (§.400):  (a)  (.i?~-/>)^  +  (t/ —  ^)*  =  r*, 
wobei  p,  q  und  r  noch  unbestimmt  sind.  Die  beiden  ersten 
Bedingungen  geben  aber  die  Gleichung  (1)  (x  — p)^  +  (y  —  9)* 
=  r2  und  (2)  (x  — />)'  +  (y  — 7)*  =  ***>  so  wie,  wenn  man 
den  Abstand  der  Mittelpuncte  beider  Kreise  durch  d  bezeich- 
net, wodurch  (§.  388)  d^  =  (p  —  p  )«  +  (g  —  ^0'  wird  ,  die 
dritte  Bedingung  nach  der  Relation  {^)  des  vorigen  §.  die 
(ileichung  gibt :  (3)  (;?  —  p  )»  4.  (^  —  ^  )2  =  (r  i  r')2;  und  aus 
diesen  drei  Gleichungen  lassen    sich  sofort  die  drei  Grössen 


/>,  q^  T  bestimmen  und  in  die   gesuchte  Gleichung  (a)  sub- 
stituiren. 

An  merk.  Einfacher  wird 'die  Auflösung  dieser  Aufgabe,  wenn  man  die 
rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  so  wählt,  dass  s.  B.  der  Punct  x',  y' 
der  Ursprung  wird  und  die  Abscissenaxe  noch  ftberdiess  durch  den 
Punct  x",  y"  geht.  Dadurch  wird  x  —  0,  y'  —  0,  y"  «» 0 ,  und  die 
beiden  Qleichungen  0)  ^i'd  (2)  reduciren  sich  auf  die  weit  ein&che- 
ren:  ;>*  +  j«  —  r»  und  (x"  —  p)»  -f  y*  —  r\ 

§.  426.  Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und  zwei 
der  Grosse  und  Lage  nach  gegebene  Kreise  berfihrt. 

Auflosung.  Sind  x\  y  die  Coordinaten  des  gegebe- 
nen Punctesy  /? ,  y",  r ,  p",  q\  r"  und  p,  y,  r  der  Keihe nach 
die  Coordinaten  der  Mittelpuncte  und  die  Halbmesser  der 
beiden  gegebenen  und  des  gesuchten  Kreises;  so  hat  man 
wieder  ganz  einfach  zur  Bestimmung  von  p^  q^  t*  die  drei 
Gleichungen :  (x'  —  pf  +  (y'  —  q)^  =  r\{p  —  p')^  +  (?  -  q^ 
=  (r  ±  tY  und  (p  —  / )«  -|-  (^  _  q'y  =  (r  ±  r")^ ,  welche 
Werthe  man  dann  nur  in  der  Gleichung  {x  —  p)^  -+-  (y  —  </)* 
=  r^  substituiren  darf,  um  die  gesuchte  Gleichung  zu  er- 
halten. 

An  merk.  Zur  Vereinfachung  kann  man  die  Centrilinie  zur  Absdssen- 
axo  und  den  Mittelpunct  des  ersten  Kreises  {p\  q)  cum  Ursprung 
der  Coordinaten  nehmen;  dadurch  werden  p\  q   und  q"  NnlL 

§.  421.  Aufgabe.  Die  Gleichung  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  drei  gegebene  Kreise  berührt. 

Auflösung.  Sind  wieder  p^  g,  r  die  Coordinaten  des 
Mittelpunctes  und  der  Halbmesser  des  gesuchten  Kreises, 
und  werden  dieselben  Grössen  fiir  die  drei  gegebenen  Kreise 
durch  die  nämlichen  Buchstaben,    aber  der  Reihe  nach  mit 

'  1,  2,  3  Accente  bezeichnet;  so  hat  man  ganz  einfach  zur 
Bestimmung  der  Werthe  von  />,  q,  r,  mit  welchen  dann  auch 
die  gesuchte  Gleichung  {x — ^)^  +  (y  —  g)*  =  r*  gefunden 
ist,  die  Gleichungen:  {p — p')^  +  (^-'/)*=(^=t/)*,  {p—ff 

•  +  (?  -  q'r  =  (r  ±  r-r,  (p  -  p-y  +  (y  -  q'y  =  {r±  r '?. 

\nmerk.  Aach  hier  kann  man  die  Lage  der  rechtwinkeligen  Axcn  m> 
wählen,  dass  z.  B.  p"  =»  0,  q"  ^  0  und  q"  =-  0  wird. 
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Tangenten. 

§.  428.  Um  eine  ganz  allgemeine,  auf  alle  Curven  an- 
wendbare Definition  der  Tangente  zu  erhalten,  nehme  man 
an,  die  Secante  If iV  (Fig.  41)  drehe  sich  um  den  festen  ««-<^ 
Punet  M  gegen  MX  hin,  und  falle  endlich  mit  dieser  Ge- 
raden zusammen ;  so  wird  dadurch  ein  Anfangs  von  M  ge- 
gen die  Linke  (oder  nach  abwärts)  gelegener  Durchschnitts- 
punet  m  gegen  M  so  fortrücken ,  dass  er  zuletzt  gegen  die 
Rechte  hin  (oder  nach  aufwärts)  nach  m  zu  liegen  kommt. 
In  jener  Lage  der  Secante  MN  nun ,  in  welcher  der  Punct 
m  mit  jenem  M  zusammenrdllt,  was  bei  diesem  Uebergange 
TOD  m  nach  ni  nothwendig  Statt  haben  muss,  nennt  man 
diese  Gerade  MT  Tangente  der  Curve  -RS  im  Puncto 
M\  es  ist  also  die  Tangente  als  eine  Secante  zu  betrachten, 
deren  beide  Durchschnittspuncte  in  einen,  nämlich  dem  Be- 
rührungspunct  zusammenfallen. 

An  merk.     Es  ist  nicht  n6thig,    dass    der  feste  Punct  Jf,   um  welchen 
man  sich  die  Drehung  der  Secante  vorstellt,  zugleich  auch  der  Berüh- 
mngspunct  selbst    sei;    er   kann    vielmehr   irgendwo  ausserhalb  der 
Curve  liegen.     Auch  kann   sich   die  Secante  mit  sich  selbst  parallel 
fortbewegen   (oder  der  Drehnngspunet  unendlich   weit  liegen) ,    um 
zur  Tangente  zu  werden.    So  folgt  z.  B.  ans  der  in  §.411,  Beisp.  i, 
behandelten  Gleichnng  y*=»^x  odery  =  :J^y^3x,  dass  jede  mit  der 
Ordinatenaze    Y  Y'   (Fig.  32}    parallele ,    gegen  die  positiven  x  zu  ]>%.  32. 
liegende  Gerade,  die  Curve  in  zwei  Functen  schneidet,  also  eine  Se- 
cante sei.     Bewegt  sich  aber  diese  Secante,   stets  mit  YY'  parallel 
bleibend ,    gegen  diese  Axe ,    wodurch   x   fortwährend  abninmit ;    so 
rficken  die  betreffenden  Durchschnittspuncte  M"  N"  einander  immer 
näher ,    und  fallen  endlich  ftkr  x  "»  0  ,    wofllr  y  «>  lir  0  wird  und  die 
Secante  auf  die  Axe   YY'  fällt,    im  Ursprung^  A  zusammen,    wo- 
durch also  diese  Secante  znr  Tangente  Y  Y*  im  Functe  A  wird. 

§.  42».  Ist  F(x,  y)  —  0  die  Gleichung  der  Curve, 
yr=zax-\-b  jene  der  Secante  (beide  auf  dieselben  Coordina-  . 
tenaxen  bezogen) ;  so  findet  man  die  Durchschnittspuncte 
dieser  Geraden  mit  der  Curve ,  indem  man  diese  beiden 
Gleichungen  mit  einander  verbindet  und  daraus  die  Werthe 
von  X  und  y  bestimmt.  Drtückt  man  femer  die  Bedingung 
aus,  dass  diese  Durchschnittspuncte  in  einen,  und  zwar  mit 
dem  BerQhnmgspunct    zusammenfallen   sollen ;    so   hat  man 
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die  Bedingungsgleichung  für  die  Tangente  selbst.  DaW 
kann  noch  verlangt  werden,  dass  die  Tangente  durch  einen 
ausserhalb  oder  in  der  Curve  selbst  liegenden  Punct  gehen 
soll.     Wir  wollen  dieses  zunächst  auf  den  Kreis  anwenden. 

§.  430.  Um  die  Bedingung  aufzufinden,  unter  welcher 
eine  durch  einen  gegebenen  Punct  gehende  Secante  des  Krei- 
ses zur  Tangente  wird,  beziehen  wir  den  Kreis  auf  rechtw. 
Coordinatenaxen,  die  sich  im  Mittelpuncte  desselben  schnei- 
den, und  dessen  Gleichung  also  ist:  (1)  ^*-}-y*  =  r*  Be- 
zeichnen wir  femer  die  Coordinaten  des  gegebenen  Puncte? 
durch  a;\  y  \  so  ist  die  Gleichung  der  Secante  (§.  3M) 
(2)  y  —  y=a{x  —  a).  Zur  Verbindung  dieser  beiden  Glei- 
chungen (um  die  Coordinaten  der  Durchschnittspuncte  zu 
erhalten)  folgt  aus  (2),  wenn  man  auch  gleich  quadrirt: 
y^  =  a^(ä^-^y  +  y^  +  2ay'(x^:t'); 

dieser  Werth,  in  (1)  substituirt,  gibt : 

(m)  (l  +  a'')a^  —  2aiaa—y')x  =  r*—a^a'^—y*  +  2axy\ 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nach  a  auflöst : 

Dieser  doppelte  Werth  von  ^,  welcher  in  der  Gleichung 
(2)  auch  zwei  Werthe  von  y  erzeugt,  beweist  nun  fürs  erste, 
dass  der  Kreis  von  einer  geraden  Linie  höchstens  in 
zwei  Puncten  geschnitten  werden  könne. 

§.  431.  Gibt  man  der  ti-igon.  Tangente  a  nach  und 
nach  verschiedene  Werthe,  so  erhält  man  eine  ganze  Eeihe 
von  aufeinander  folgenden  Secanten ;  soll  aber  eine  davon  Tan- 
gente werden,  so  muss  der  im  §.  429.  gegebenen  Erklärung 
gemäss,  a  einen  solchen  Werth  erhalten,  dass  beide  Wurzeln 
X  der  Gleichung  (3)  einander  gleich  werden.  Dazu  muss 
man  aber  die  Radicalgrösse  dieser  Gleichung,  von  welcher 
diese  zwei  ungleichen  Werthe  von  x  herrühren,  Null  setzen, 
und  aus  der  dadurch  gebildeten  Bedingungsgleichung  a  be- 
stimmen.    Dicss  Alles  ausgeführt,  erhält  man: 

(4)   ^^--Y± »•/'•: +iL!^'. 
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Werden  diese  beiden  Werthe  flir  a  in  der  Gleichung  (2| 
8ub8tituirty  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  beiden  durch 
j,  y  gehenden  Tangenten.  Werden  diese  Werlhe  dagegen 
in  der  Gleichung  (3),  in  welcher  nun  die  Wurzelgrusse  ver- 
echwindet,  gesetzt,  so  erhält  man  die  Abscisseiiy  und  damit 
aus  (2)  die  Ordinaten  der  Berührungspuncte.  (Wir  finden 
diese  Coordinaten  weiter  unten  auf  eine  einfachere  Weise.) 

An  merk.  1.  Der  doppelte  Werth  Ton  a  in  (4)  gibt  sa  erkennen,  dass 
durch  einen  gegebenen  Panct  x,  y  im  All^enipinen  zwei  Tangenten 
gezogen  werden  können;  sie  eind  beide  möglich,  wcnnz''-|-y  >r*, 
d.  i.  der  Punet  x\  y  ausserhalb  des  Kreises  liegt.  Für  x'^  +  y'* 
=»  r*,  in  welchem  Falle  x\  y  ein  Punct  des  Krcines  selbst  ist,  ver- 
schwindet in  (4)  die  WurzelgrÖsse ,  and  es  re<liiriren  sich  beide 
Werthe  von  a  anf  einen,  oder  es  ist  durch  diesen  Pnnct  x',  y, 
welcher  zugleich  [da  man  aus  (3)  und  (2)  x  ^»  x\  y  ■*  y  erhftlt] 
der  Berfihrungspunct  ist,  nur  eine  Tangente  möglich. 

Au  merk.  2.  Die  Bcdingungsgleichung  (4)  findet  man  noch  ein&eher 
unmittelbar  ans  der  Gleichung  (m),  ohne  diese  erst  nach  x  auf/u- 
löi>en,  wenn  man  bemerkt,  dabs  in  der  allgemeinen  Gleichnng  ajr'-|-6x 
-|-  c  »>  0  die  beiden  Wurzeln  x  nur  dann  einander  gleich  sind,  wenn 
die  Bedingung  besteht: 

(a)    6*--4ac  =  0. 

§.  432.  Um  das  Problem  der  Tangenten  noch  in  der 
Voraussetzung  aufzulösen,  dass  der  Beruhrungspunct  gege- 
ben ist ,  seien  x\  y\  x  ^  y'  zwei  Puncte  des  Kreises ,  von 
denen  der  erstere  der  Berfihrungspunct  der  Tangente  wer- 
den soll;    so  ist   die  Gleichung  der  die  beiden  Puncte  ver- 

bindenden  Geraden :  (1)  y  —  y=  ^- — ^  (x — x ).  Wird  diese 

Gleichung  mit  den  beiden  folgenden  (2)  a?*4-y'*  =  ^*  und 
(3)  af'^  +  y'^  =  ^*>  welche  eben  ausdrücken,  dass  die  beiden 
Puncte  dem  Kreise  angehören,  verbunden;  so  erhalt  man 
ein  System  von  Gleichungen  für  die  durch  die  beiden  ge- 
nannten Puncte  gehenden  Secante,  Die  Gleichung  (3),  von 
jener  (2)  subtrahirt,  gibt  die  Gleichung: 

9  tf  >       I  >r 

(±\    iLlIiL  —  _  fjriL 
^^^    x'-x"  —       y-hy" 

welche  eine  der  drei  vorigen,  z.  B.  jene  (3)  ersetzen  kann. 
Wird  sonach  diese  Gleichung  (4)  mit  jener  (1)  verbunden. 


80  erhält  man  eigentlich  ftür  die  in  Rede  stehende  Secante 
das  System  der  beiden  Gleichungen: 

und  x'^  4"  y*  =  ^^'  —  Soll  nun  aber  diese  Secante  im  Puncte 
x\  y  zur  Tangente  werden,  so  darf  man  nur  (damit  der 
zweite  Punct  a(\  y"  mit  jenem  ^,  y  zusammenfällt)  d?"=  x 
und  y  '=  y  setzen ;  man  erhält  dadurch  aus  den  vorigen 
Gleichungen  für  die  Gleichungen  der  Tangente: 

(5)   y  —  y'  =  —  -^  C*  —  «')  und  (6)  «'•  +  y^  =  r\  von  de- 

nen  jedoch  die  letztere,  welche  sofort  ausdrückt,  dass  (was 
sich  von  selbst  versteht)  der  Berührungspunct  ar',  y  ein 
Punct  des  Kreises  ist ,  nicht  besonders  aufgestellt ,  sondern 
immer  stillschweigend  verstanden  wird;  die  Gleichung  (5) 
ist  demnach  die  Gleichung  der  Tangente,  wobei  x\ 
y  die  Coordinaten  des  Berührungspunctes  sind.  Zugleich 
nimmt  diese  Gleichung  (5),  mit  Rücksicht  auf  jene  (6),  auch 
die  merkwürdige  Form  an:  (7)  a a' -^ y y' =^  r*. 

§.  438.  Soll  die  Tangente  durch  einen  ausserhalb 
des  Kreises  liegenden  Punct  a'\  y"  geführt,  also  der  Be- 
rührungspunct 0?',  y'  gefunden  werden;  so  muss  man  aus 
den  [aus  (6)  und  (7)  folgenden]  beiden  Gleichungen  5?'*+^* 
=  r*  und  a'a'  -\-y"y  =  r^  die  Coordinaten  a\  y  bestimmen. 
Man  erhält  daraus  ganz  einfach: 

X  = x"*+y"* und  y  — x'^-^-y"^ 

Um  den  Punct  x' ,  y  geometrisch  zu  finden,  dürfte  man  nur  diese 
eben  gefundenen  Ausdrücke  construiren.  Weit  einfacher  jedoch  wird  die- 
ser Bertihrungspunct  gefunden,  wenn  man  von  den  geometrischen  Ortero 
Gebrauch  macht.  Die  beiden  Gleichungen  nämlich,  ans  welchen  die  to- 
rigen  Werthe  von  x  und  y  bestimmt  wurden,  sind  (1)  y  y"  -|-''*  ■*'"' 
und  (2)  y**  +  ar'*  =  r*;  die  erstere  von  der  letztem  abgezogen,  gibtanch 
(3)  y*  —  y y'  +  x*  —  X  r"  =■  0,  welche  Gleichung  eine  der  beiden  vo- 
rigen, z.  B.  jene  (1),  ersetzen  kann.  So  wie  aber  durch  Verbindong  der 
Gleichungen  (1)  und  (2)  die  vorigen  Werthe  a:',  y  gefunden  wurden,  so 
erhält  man  auch  durch  die  Durchschnitte  der  beiden  den  Gleichungen  (1) 
und  (2)  entsprechenden  Örter  (§.  415)  die  gesuchten  Berührungspanct« 
x',  y.  I^un  ist  aber  der  Ort  der  Gleichung  (2)  ein  Kreis  vom  Halb- 
'nesser  r,  dessen  Mittelpunct  im  Ursprung  liegt,  also  der  gegebene  KreL< 


selbst  Der  Ort  der  Gleichang  (3),  die  wir  gftatt  jener  (1^  nehmen ,  and 
die  ach  auch  unter  der  Form  (y'  —  iy")»  +  (x  —  ix")«  =-  |(y"*  +  x"0 
darstellen  Iftsst,  ist  (§.  400)  ebenfiaUs  ein  Kreis,   ^   welchen  p  =  ^  x", 

^  =  iy"  und  r'==iVr"«  +  y'»i8t. 

Ist  also  Ä  (Fig.  42)  der  gegebene  Pnnct  x",  y,  so  wie  C  der  Mit-  v*«-  ^ 
telpnnct  des   gegebenen  Kreises,    und  sieht  man  AC  und  die  Ordinate 

-IQ;  so  ut  ^C=Kx"*-+-y' "**2r'  gleich  dem  Durchmesser  des  «wei- 
ten Kreises.  Wird  femer  AC  in  C  halbirt  und  die  Ordinate  C  Q'  ge- 
sogen; so  ist  offenbar  C  Q'  —>  ^  x"  —> p  und  0'  Q'  «>  \y'  »—9,  so,  dass 
slso  in  der  That  der  Über  -1 C  als  Durchmesser  construirte  Kreis  der  Ort 
der  Gleichang  (3)  ist  Die  Durchschnittspnncte  Äf,  AT  dieser  beiden 
Kreise  sind  daher  auch  die  gesuchten  Berührungspuncte  (x',  y)  fftr  die 
beiden  aas  dem  gegebenen  Pnnct  Ä  (x",  y")  möglichen  Tangenten  A  M 
und  AM\ 

An  merk.  Man  sieht,  dasB  diese  Construction  genau  dieselbe  ist,  welche 
man  in  den  Elementen  der  Geometrie  in  diesem  Falle  angibt  p£ine 
zweite  Constraction  nebst  einer  Folgerung  daraus,  II.,  104.] 

§•  434.  Für  Aufgaben,  in  welchen  die  Lage  der  Tan- 
gente gegeben,  und  der  berührende  Kreis  gesucht  wird,  ist 
es  bequemer,  statt  der  einfachem,  die  allgemeine  Gleichung 
(§.  400,  1.)  des  Kreises  anzuwenden.  —  Nimmt  man  an, 
dass  die  Secante ,  welche  in  die  Tangente  tibergehen  soll, 
durch  den  Ursprung  geht,  was  bei  der  nun  allgemeinen 
Lage  der  Coordinatenaxen  gegen  den  Kreis  immer  gestattet 
ist;  so  hat  man  fCb*  die  Gleichung  des  Kreises  und  der  Se- 
cante,  beziehungsweise: 

(1)  {a-pY  +  {y~q)^  =  r^  und  (2)  y^ax. 

Aus  der  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  erhält 
man  für  die  Coordinaten  der  Durchschnittspuncte : 

Damit  aber  die  Secante  zur  Tangente  werde,  muss  in 
(3)  wieder  die  Wurzelgrösse  Null  gesetzt  werden,  aus  wel- 
cher Bedingungsgleichung  man  sofort 

(4)     a  =   — 'Pydbr  l^p'  +  9'»^r' 

erhalt.    Mit  diesem  Werthe  von  a  findet  man  dann  aus  (2) 
die  Gleichung  der  Tangente,   und  aus  (3)  die  Coordinaten 
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des  Berilhrungspunctes,  und  zwar,  da  die  Wurzelgrosse  ver- 
schwindet : 

Bestimmte  Aufgaben. 

§.  4S5.  Aufgabe.  Zwei  Puncte  und  eine  gerade  Linie 
sind  gegeben ,  man  soll  einen  Kreis  finden ,  welcher  durch 
beide  Puncte  geht  und  die  Gerade  berührt. 

Auflösung.  Kimmt  man  die  gegebene  Gerade  AX 
Fif.  4»  (Fig.  43)  zur  Abscissenaxe,  und  den  Punct  Ä^  in  welchem 
diese  von  der  Verbindungslinie  M'MA  der  beiden  gegebe- 
nen Puncte  M^  M'  geschnitten  wird,  zum  Ursprung  der  recht- 
winkeligen Coordinaten,  bezeichnet  die  Coordinaten  der  ge- 
gebenen Puncte  durch  x' ,  y  und  a?",  y'\  so  wie  jene  des 
Mittelpunctes  des  gesuchten  Kreises  und  dessen  Halbmesser 
durch />,  j,  r;    so    ist   die    Gleichung   der    Geraden    AM': 

(1)  y  =  ao;,  und  jene  des  gesuchten  Kreises,  mit  Rücksicht  der 
zweiten  Bedingung  der  Aufgabe,  zufolge  welcher  q  =  r  wird: 

(2)  x^-\-y^  —  2p X  —  2ry+/)^=0.  Diese  beiden  Gleichun- 
gen mit  einander  verbunden ,  geben ,  wenn  man  nach  x 
ordnet : 

^  1  -h  a"     *  ^    1  4-  «»  ~    ' 

welche  Gleichung  sofort  die  beiden  Wurzeln  x^=^x'  und  x  =  jr" 
(als  Ab^cissen  der  Durchschnittspuncte  der  Geraden  AiT 
und  des  Kreises)  besitzt;  man  hat  also  (§»  166): 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

von  welchen  beiden  Ausdrücken  jedoch  der  letztere  zur  Con- 
struction  selbst  nicht  gebraucht  wird,  indem  es  hinreichti 
mittelst  des  erstem  den  Berührungspunct  B  zu  bestimmen* 
und  dann  durch  die  drei  Puncte  M^  M\  B  (§.  408)  den  ge- 
übten Kreis  zu  ziehen.  Um  aber  zu  diesem  Ende  aus 
\  erstem  Ausdruck  a   zu   eliminiren,  hat  man  aus  der 
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Gleichung  (1) ,  du  die  entsprechende  Oerade  durch  M  und 
M'  gdien  «oll,  y  =  ax   und  y"  =  a«",  also  «  =  J^  =ss  -2—; 

mithin  ist  auch,  wenn  man  für  a  den  erstem  Quotienten 
nimmt: 

oder,  wegen  -r-p  =    .j^  ,  auch  p  oder  -4S  =  ]/-4  if .  A  M\ 

Beschreibt  man  also  über  A  M*  als  Durchmesser  einen  Halb» 
kreis,  errichtet  in  M  auf  A  M'  das  Perpendikel  MN^  zieht 
die  Sehne  A  N  (§.  365,  ß)  und  überträgt  dieselbe  von  A  aus 
auf  A  X  bis  £ ;  so  ist  £  der  gesuchte  Berührungspunct 

An  merk.  In  d«Bi  beaondtwi  Falle,  in  welchem  die  YerbindangsiiiiJe 
AMM'  mit  der  Geraden  AX  parallel  ist,  gjbt  da«  im  Halbirungs» 
pnnct  von  MM*  auf  eine  der  beiden  Geraden  errichtete  Perpendikel 
diesen  BerOhmngspnnct  B, 

§.430.  Aufgabe.  Von  einem  bestimmten  Puncto  (Fig.  44)  n*  ««• 
an  einen  gegebenen  Kreis  C  eine  Secante  A  M'M  dergestalt 
zu  ziehen,  dass  das  vom  Kreis  abgeschnittene  Stück  MM' 
derselben  einer  gegebenen  Geraden  2«  gleich  werde« 

Auflösung.  Nimmt  man  den  Mittelpunct  C  des  ge- 
gebenen Kreises,  dessen  Halbmesser  r  sein  soll,  zum  Ur- 
sprung der  rechtwinkeligen  Coordinaten,  und  die  Verbin- 
dungslinie dieses  und  des  gegebenen  Punktes  A^  was  man 
zur  Vereinfachung  der  Auflösung  immerhin  thun  kann,  ^ur 
Abscissenaxe  9  bezeichnet  die  Coordinaten  des  gegebenen 
Punctes  A  mit  m\  y'  und  setzt  endlich  noch  die  Entfernung 
A  if  =  z\  so  ist  die  Gleichung  des  Kreises :  (1)  ^*  -f-  y*  :=  r* 
jene  ^er  Secapte,  wegen  y'=0  (§.  393),  (2)  y  =  a(a?  —  x\ 
80  wie  die  Entfernung  der  beiden  Puncte  A  {x\  y  =  0)  und 
M{x^  y) :  (3)  r*  =  (j?  —  afY  +  y^,  in  welcher  letztem  Glei- 
chung Xy  y  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunete  der  Se- 
cante mit  dem  Kreise,  also  jene  Werthe  bezeichnen,  welche 
für  X  und  y  aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und 
(2)  hervorgehen.  —  Um  nun  aus  diesen  drei  Gleichungen 
X  und  y  zu  eliminiren  und  den  Werth  von  a  zu  bestimmen» 
wodureh  unsere  Aufgabe  gelost  ist,  folgt  zuerst,  wenn  man 

19* 


den  Werth  von  y  aus  (2)  in  (3)  substituirt  und  dann  x  be* 
stimmt :  ;p  =  «'  -|- , .  *  ,  und  damit  aus  (2) :  y  =  r;==. 
Setzt  man  diese  Werthe  flir  a  und  y  in  die  Gleichung  (1), 
80  erhält  man  (a)  j?»  + -7===  ^f  =  r*  —  «'*  und  daraus: 

_  ---.  X  db  y  o'  (r^  —  x*)  -fr« 

j?  — —7-=== -• 

Bezeichnet  man  diese  beiden  Werthe  vonz,  nämlich  die 
Abstände -4  J/,  AM'  durch  z'y  z'';  so  ist  also,  die  Wurzel- 

grossen  indess  durch  A  und  B  bezeichnet:  ä' = — -j^ — 
und   z'  =  '^  ^     f  daher 


^     ^  ~  B  yiT^ 

Nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  soll  aber  auch  z'  —  /'  =  2« 
sein,  folgHch  ist  gj/  1  +a^  =  j/a'  (r^  —  x^  +r^  unddar- 
aus,  wenn  man  Kürze  halber  }/  *••*  —  «a  =  m  setzt: 

(P)a=-=p=. 

y  af  '  —  w' 
Damit   also  die   Aufgabe  möglich    sei,    muss  merst  r'_^«*,   oder 

**«.2r,  d.  h.  es  darf  die  gegebene  Gterade  2ß  >=  M M'  höchstens  dm 
Durchmesser  des  Kreises  gleich  sein.     Femer  muss  auch  noch  überdies 
x'«^m',  d.  i.  (7)r'^yr*  — »■  sein.    Liegt  nun  der   gegebene  Pnüct 
Ä  ausserhalb    des  Kreises,    so    ist   diese   letztere   Bedingung,   wegen 
•z'>r  und  Vr*'—8*<:r,  immer  erfWlL     Liegt  hingegen  dieser Punct .1 
ng.U'.      innerhalb  des  Kreises  (Fig.  44)  und  errichtet   man  in  diesem  Puncto 
auf  CX  das  Perpendikel  G  A  CT ,  so  ist  G -4  =  y r' —  *'«,  und  dauisn 
die  yorige  Bedingung  (7)    auch  so   stellen  kann:  *  ^Vr^ — x'.somaM 
2«^2  G-l,    d.  h.  es  muss  in  diesem  Falle  die  gegebene  Linie  2»  we- 
nigstens so  gross,  als  die  Sehne  GG'  sein;   welches  auch  in  der  Thst 
die  kleinste  Sehne  ist,  die  man  durch  A  ziehen  kann. 
An  merk.  Soll  die  Secante  zur  Tangente  werden,  was  aber  bloss  im  ersten 
Falle,  in  welchem  A  ausserhalb  (oder  höchstens  in  der  Peripherie) 
des  Kreises  liegt,  möglich  ist;  so  darf  man  in  der  Gleichung  (ß)  dm* 

«  .  0  setzen  ;  dadurch  findet  man  »i  «  r  und  daher  a  =  rr=rj 


ConstrnctioiL  In  der  Vörausaetiang  nun,  dua  die  An%abe  mOgUch 
ist,  beschreibe  man  über  BC=r  (Fig.  44  nnd  44')  einen  Halbkreis,  2*4^ 
nnd  trage  in  diesen,  Ton  B  aas,  BD^^a  als  Sehne  ein;  so  ist  die  an- 
dere Sehne  CD  ^Y  f**  —  <*  »>  m.  Femer  constmire  man  über  AC'^x 
einen  Halbkreis  und  durchschneide  ihn  ans  C  mit  dem  Halbmesser  CZ>^igi 
in  jET,  80  sind  die  Geraden  ÄEM  unäT Amy  wovon  die  erstere  den  ge- 
gebenen Ponct  A  mit  jenem  E  rerbindet,  nnd  die  letitere  unterhalb  der 
Axe  CX  mit  AM  symmetrisch  liegt  (nnd  wosn  man  nnr  Am=:AM 
absdmeiden  dorf),  diejenigen,  welche  der  Aufgabe  Genüge  leisten.   Denn 

CS  folgt  aos  dem  rechtwinkeligen  Dreiecke  CEA  sofort  A  E=:  Y^'  *— «*» 

also   a  =  toRaa  — <aM^(180^^/3)»-  —  toay g «■  —  .L^  =  "*       ^ 

AE         yx'*  — »i* 

anda=laii^a»laii^(180+ß)— tofi^ß— —     '  *  [II.,  111  —  118.] 

4SY.   Aufgabe.  Zwei  Kreise  Cy  C  (Fig. 45)  sind  der r^ 48. 
Grösse  und  Lage  nach  gegeben,  man  soll  an  diese  eine  ge- 
meinschaftliche Secante   dergestalt  ziehen ,   dass  die  beiden 
durch  die  Kreise  abgeschnittenen  Stücke  MM*y  NN'  jedes 
einer  gegebenen  Linie  2«  gleich  werden. 

Auflösung.  Nimmt  man  die  Centrilinie  C,  C  beider 
Kreise  zur  Abscissenaxe  und  den  Mittelpunct  C  zum  Ur- 
eprung  der  rechtwinkeligen  Coordinaten,  setzt  CC=^dy  den 
Halbmesser  des  Kreises  C  gleich  r,  jenen  des  Kreises  C 
gleich  r  und  die  Abscisse  des  Punctes  A^  in  welchem  die 
Abscissenaxe  von  der  gesuchten  Secante  geschnitten  wird, 
d.  i.  CA  gleich  x' i  so  kommt  es  bloss  darauf  an,  diesen 
Werth  von  x\  nämlich  den  Punct  A  zu  finden,  weil  man 
dann  nur  noch  aus  diesem  Punct  an  einen  der  beiden  Kreise, 
nach  dem  vorigen  §.  eine  Secante  so  zu  ziehen  hat,  dass  das 
vom  Kreis  abgeschnittene  Stück  gleich  2«  wird. 

Wird  die  trig.  Tangente  des  Winkels  MAC^  in  so 
ferne  die  Secante  ^  if  an  den  Kreis  C  der  gemachten  Be- 
dingung entspricht,  durch  a,  und  in  so  ferne  dieselbe  Ge- 
rade als  Secante  AN  fm  den  Kreis  C  diese  Bedingung  er- 
füllt, durch  a',  und  endlich  noch  der  Kürze  wegen,  das 
Stück  der  Abscissenaxe  C'A=^x'  —  d  durch  x"  bezeichnet; 
sö  ist,  zufolge  der  vorigen  Aufgabe,  Gleichung  (ß),  für 
m  =  ]/r*  —  «*  und  m'  =  ^/r  »  _  s\  sofort : 


IM 

— 

fl=s  und  a  =-—; 


Da  nun  nach  dem  Sinne  der  Aufgabe  die  Secanten  AM  und 
A  N  eine  einzige  gerade  Linie  ausmachen  sollen ,  so  wird 
a=af  d.  i«,  wenn  man  substituirt,  quadrirt  und  die  Nen- 
ner wegschaflFt:  m»  (ä' «  —  f»'*)  =  m'«  («'*  —  m*)  oder  mar" 
ta=  it  m'«',  und  wenn  man  ftir  ^'  seinen  Werth  x'  —  d  setzt, 
und  dann  aus  dieser  Gleichung  a'  bestimmt: 

(1)    a:'^   md  dV;:rzrr^ 

Dieser  doppelte  Werth  von  ^  beweist,  dass  es  im  AU« 
gemeinen  zwei  Puncte  A,  A'  gibt,  von  welchen  aus  die 
gesuchten  Secanten  möglich  sind*  Da  femer,  zufolge  des 
vorigen  $.|  aus  jedem  dieser  Puncte  zwei  Secanten  Ton 
der  verlangten  Eigenschaft  gezogen  werden  können ;  so  lasst 
also  die  gegenwärtige  Aufgabe  vier  Auflösungen  zu.  -^ 
Die  Construction  betreffend ,  so  kann  diese  nach  jener  der 
vorigen,  noch  einfacher  aber  nach  jener  der  folgenden  Auf- 
gabe ausgeführt  werden« 

{.  4SI8.  Aufgabe.  An  zwei  gegebene  Kreise  eine 
gemeinschaftliche  Tangente  zu  ziehen« 

Auflös.     Setzt  man  in   der   vorigen  Au%abe  <  =  0| 

so  wird  dadurch  die  Bedingung   ausgedrückt  5    dass  die  Se- 

fig  4s.  cante  ANM  (Fig.  45)  zur  gemeinschaftlichen  Tangente  der 

Kreise  C  und  C  wird )  man  erhält  aber  dafür  aus  der  Glei« 

ehung  (1)  des  vorigen  §• :  «'  =s j. 

Constructioti.  Um  diese  beiden  Werthe  toh  x  xu  oonstnii- 
ren,  bat  man  ftkr  das  obere  Zeichen  ,  r  —  r  1  r  »•  cf :  x',  and  ftr  das  an* 
ri».  ie.  tcre,  r  +  r  t  r  =r  rf  J  j<.  Man  «iebe  daher  dnrcb  C  (Fig.  46)  nnter  dncni 
beliebigen  Winkel  mit  C^  die  Gerade  CK,  welche  den  Kreis  C  in  /> 
durcbachneidet,  schneide  darauf  Z)J?  =  Z>^' —r  (<— dem  Halbmesser  des 
Kreises  C)  ab,  ziehe  die  Yerbindangslinien  EC\  E'C  und  mit  diesen 
parallel  ans  D  die  Geraden  DA  und  DA' ;  so  schneiden  diese  die  ytf 
längerte  Centrilinie  in  den  gesuchten  Puncten  A ,  J!,  dnrch  deren  er- 
»tem  die  beiden  ftussern  AM,  Am,  nnd  letztem  die  Innern  Tan* 
Renten  M'A'N'  and  mA'n  gehen.    Peim  man  hai»   dieser  Copstnictioa 
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Eufolge  (wenn  der  Halbmesaer  des  Kreises  C  wieder  r  heisst),  CE»^ 
€D^DE  =  r—r  und  CjE' «  CZ)  + DjE' «-r  +  r  ;  ferner  CEiCD 
'=CC':CA,  d.  i.  r''rir  =  d:CA=~x  (als  ersten  Werth)  nnd 
CE'zCD^CC  iCA'y  d.  i.  r+ r  :  r  =  rf:  C^' —  x  (als  sweiten 
Wcrth). 

Naclidem  auf  diese  Weise  die  Pnncte  A,  A'  gefunden  worden,  darf 
man  nnr  ans  ihnen  an  einen  der  beiden  Kreise,  nach  J.  4d8,  die  Tan- 
genten ziehen,  so  berOhren  diese  zugleich  auch  den  zweitem  Kreis. 

Anmerk*  Die  Constmction  der  vorigen  Aufgabe  wird  nnn  einfach  fol- 
gende sein.  In  die  beiden  gegebenen  Kreise  trage  man  die  be- 
stimmte Linie  2«  (oder  wenn  beide  Abschnitte  ron  einander  rer- 
schieden  sein  sollen,  jeden  in  den  betreffenden  Kreis)  als  Sehne  ein, 
lUle  in  jedem  Kreise  ans  dem  Mittelpnnct  C,  C  anf  diese  ein  Per- 
pendikel» und  beschreibe  mit  diesem  als  Halbmesser  beziehungsweise 
aus  C  und  C  die  Kreise ;  so  sind  die  an  diese  letztem  gezogene 
gemeinschaftliche  Tangenten  zugleich  die  gesuchten  Secanten. 

Unbestimmte  Aufgaben. 

§.  439.    Aufgabe.    Zu  zwei  gegebenen  Puncten  A, 
B  (Flg.  47)  einen  dritten  Punet  M  von  solcher  Beschaffen-  "e. «' 
heit  zu   finden y    dass  die  Differenz   der   Quadrate   der 
Verbindungslinien  AM^  BM  einem  gegebenen  Quadrate  m* 
gleich  werde. 

Auflüs.  Nimmt  man  die  Verbindungslinie  AB  zur 
Abscissenaxe  und  den  Punct  C^  in  welchem  AB  halbirt 
wird,  zum  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coordinaten,  setzt 
CB  =  CA  =  a,  und  bezeichnet  die  Coordinaten  des  gesuch- 
ten Punctes  M  durch  x^  y\  so  hat  man  ("§.  388),  oder  auch 
aus  den  rechtwinkeligen  Dreiecken -4  3/P  und  ^J/P):  AM^ 
=  (a  + it)* -f-y*  und  BM*  =  {a  —  •ar)*  +  y**  folglich  nach 
der  Bedingung  der  Aufgabe:  AM^  —  J9i/*,  d.  L  (a-^«)* 
—  (a  —  ^)2  =  7/1« ^   oder  wenn  man  entwickelt :   4tax  =  m\ 

und  daraus  x  =  — .  —  Da  nun  diess  (§.  392,  7.)  die  Glei-    . 

chung  einer  Geraden  KL  ist,  welche  mit  der  Ordinatenaxe 

yy  in  dem  Abstand  -| parallel  läuft;  so  ist  diese  Ge- 

rade  sofort  der  geometrische  Ort  aller  der  Aufgabe  Genüge 
leistenden  Punote  M.  Soll  überhaupt  immer  nur  das  klei- 
nere Quadrat  von  dem  grössern  abgezogen  werden,  so  dass 


für  BM>  AM  sofort  BM^  —  ^^*  =  m*  sein  soll;  so 
gibt  es  auch  noch  in  demselben  Abstand  von  YY  auf  der 
Seite  der  negativen  x  zu  eine  mit  YY  parallele  Gerade 
KL'  als  Ort  der  gesuchten  Puncte. 

Constrnction.     Man   schneide   auf  den   Azen  CX.^  CY  tob 

C  axLB  die  Stücke  CE ^  CD  —  ^m  ab,   rerbinde  B  mit  D,   und  siehe 

KU  dieser  Verbindungslinie  durch  £  die  Parallele  EF',  so  ist   CBiCE 

m* 
=  CD:CF  oder  a:^m  =  ^m:  CF,  also  CF^-—  — x.    Duchschnei. 

det  man  demnach  aus  C  mit  dem  Halbmesser  CF  die  Axe  AX  'm  den 
Puncten  P,  P*,  wodurch  CP^'CP'  ^^x  wird,  und  zieht  durch  diese 
Puncte  mit  Y  Y'  parallel   die  Geraden  KPL  und  K'FL ;    so  bUden 

diese  den  geometrischen  Ort  der  Qleichung  x  =  ^jt:  t~  ^^'  ^^  gesnch- 

4a 

ten  Puncte  M  der  Aufgabe. 

A  n  m  e  r  k.    Diese  Aufgabe  ist  f&r  alle  Werthe  von  m,  von  m  =  0  (w<k 

ftr  beide  Geraden  KLy  KL  mit  YY*  zusammen  üallen)  angefsn- 

gen  bis  m  >B  oc  möglich. 

§•440.     Aufgabe.     Zu   zwei  gegebenen  Puncten^, 
wig.4».B  (Fig.  48)  einen  dritten  Punct  M  von  solcher  Beschafien- 
heit  zu  finden,   dass  die  Summe  der  Quadrate  der  Ver- 
bindungslinien AM  und  BM  einem  gegebenen  Quadrate m* 
gleich  werde. 

Auf  lös.  Nimmt  man  wieder  die  Gerade  ABf  welche 
die  Puncte  A^  B  verbindet,  zur  Abscissenaxe ,  und  den 
Halbirungspunct  C  der  AB  zum  Ursprung  der  rechtwinke- 
ligen Coordinaten,  setzt  CA  =  CB  =  a,  und  bezeichnet  die 
Coordinaten  des  gesuchten  Punctes  M  durch  ar,  y;  so  igt 
wie  im  vorigen  §.  A  Jf "  =  (  a  +  ^ )*  +  y*  ^öd  BM*  = 
(a  —  ^)*  +  y*>  folglich  der  gegebenen  Bedingung  gem&s:  | 
(a  +  ^)*  +  (ö — a?)*-|- 2y*  =  m*,  oder,  wenn  man  ent- 
wickelt : 

Diese  Gleichung,  die  einzige,  welche  man  zwischen 
den  beiden  Unbekannten  a ,  y  erhält ,  zeigt ,  dass  der  Ort 
aller  der  unzähligen  Puncte  Jf,  welche  der  Aufgabe  G^ 
nüge  leisten  (§.  404),  ein  Kreis  vom  Halbmesser 

r  =  H/2(m*— 2a») 
ist,  dessen  Mittelpunct  im  Ursprung  C  liegt. 
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Conttrnction.  Um  aber  diesen  Halbmesser  nnd  damit  den 
Kreis,  als  geometrischen  Ort  der  gefundenen  Gleichung  sn  constmiren, 
errichte  man  über  CB  »■  a  das  Quadrat  BE^  nnd  ziehe  in  diesem  die 
IHagoaale  CD\  so  ist  CZ>'  =  2a>.  Errichtet  man  femer  in  C  auf  CD 
das  Perpendikel  CX,  und  durchschneidet  dasselbe  aus  D  mit  dem  Halb- 
messer DF^^m  in  /*;  so  ist  im  rechtwinkeligen  Dreiecke  CDF  sofort 
CF*  =  Z>F»  —  CD*  =-  m*  —  2aK  Vollendet  man  das  Quadrat  CF GH 
und  zieht  die  Diagonale  CG,  so  ist  CG*=:2CF*  =  2(m*^2a*),  also 

CG?  — Vi («•  —  2a*).    Wird   daher  endlich   CG   in  I  halbirt,   so  ist 

C/»  ^  1^2  (la*  —  %a')  =  r  der  gesuchte  Halbmesser,  mit  welchem  man 
nur  aus  C  den  Kreis  beschreiben  darf,  um  sofort  den  geometrischen  Ort 
aller  die  Aufgabe  auflösenden  Pnncte  M  zu  haben. 

Anmerk.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  kleinste  Werth  von  m, 
Ar  weldien  die  Aufgabe  noch  mOgh'ch  wird,  =aV2  ist.  Ftkr 
ai<:aV^2  wird  r  imaginftr,  was  sich  in  der  Constmction  dadurch 
rerrftth ,  dass  der  erwähnte  Durchschnitt  F  des  Perpendikels  CL 
aus  X>  nicht  mOglich  wird.  —  Für  m  =  aY^  ftUt  F  axd  C ,  und 
es  redudrt  sich  der  Kreis  auf  seinen  Mittelpunct  C,  welches  dann 
der  einzige  Funct  ist,  der  die  Aufgabe  (die  nun  eine  bestimmte 
ist)  auflöst.  Fflr  iii--2a  wird  r'^a=CÄ=CB,  so,  dass  ilB 
der  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  oder  Ortes  wird. 

§.  441,   Aufgabe.   Zwei  Puncte  Af  B  (Fig.  49)  sindmcA 
gegeben ,  man   soll  einen  dritten  Punct  M  von  solcher  Be- 
schaffenheit finden I   dasB   die  Verbindungslinien  MA^   MB 
einen  gegebenen  Winkel  AMB  =  v  einschliessen. 

Auf  lös.  Nimmt  man  die  Gerade  AB,  welche  die 
beiden  gegebenen  Puncte  verbindet ,  zur  Abscissenaxe  und 
A  zum  Anfangspuncte  der  rechtwinkeligen  Coordinaten,  setzt 
AB  =  a,  tangv  =  mf  und  bezeichnet  endlich  die  Coordina- 
-  ten  des  gesuchten  Punctes  M  durch  ä?',  y';  so  sind  die  Glei- 
^  chungen  der  Verbindungslinien  AM  und  BM  beziehungs- 
weise (§.  394): 

(1)   y  =  ^a:    und     (2)   y=-^(^-a). 

Die   trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  dieser 
beiden  Geraden  (1)  und  (2)  ist  daher  (§.  397),   wenn  man 

^  gleich  reducirt:  —rr-, ; — jr^  welcher  Quotient  sofort  der 

Bedingung  der  Aufgabe  zufolge  =m   sein   soll;   man   hat 
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daher  aus  dieser  Bedingungsgl^chung,  wenn  man  den  Nen« 
ner  wegbringt: 

(3)     a'^J^y'^  —  aaf-^^y'  =  0. 

Da  man  nun  wieder  nur  diese  einzige  Gleichung  zwi- 
schen den  beiden  Unbekannten  x\  rf  erhält ;  so  gibt  es  auch 
hier  unzählige  Puncte  M^  welche  die  Aufgabe  auflösen ;  der 
Ort  dieser  Puncte  oder  der  Gleichung  (3)  ist  (§.  402)  ein 
durch  den  Ursprung  A  gehender  Eüreis,  fOr  welchen  p  =  ia, 

a  =  —  und  r  =  —  l/l  4-m'  die  Coordinaten  des  Mittd- 

^        2m  ^m^ 

punctes  und  der  Halbmesser  sind. 

Construction.  Um  diesen  Kreis  zu  constmiren,  siehe  man 
durch  A  die  Gerade  AE  unter  dem  Winkel  X.AE'^v^  emchte  in  A 
auf  AE  das  Perpendikel  AG^  femer  auf  ^^  im  Ualbirnngsponcte  D 
das  Perpendikel  DC\  so  gibt  der  Durchschnitt  C  dieser  beiden  Perpen- 
dikeln den  gesuchten  Mittelpunct  des  Kreises.  Beschreibt  man  daher 
diesen  Kreis  ans  C  mit  dem  Halbmesser  CA'^CB^  so  ist  derselbe 
sofort  der  gesuchte  Ort  der  Gleichung  (3) ;  denn  et  ist  dieser  Gonstmc- 
tion  zufolge 

AD'^  ^a  =  p    und 

CD^ADtangCAD^ADeotEAD^-^^^-^^zq. 

lang  v       2  m 

A  n  m  e  r  k.    Ist  der  gegebene  Winkel  t;  <:  90^ ,    so  ist  m ,  folglich  aodt 

q  positiy,   und  der  Mittelpunct  C  liegt  oberhalb   der  AB\ 

das  Gegentheil  findet  Statt  für  o  >  90^    FOr  v  =  90*  endlich  wird 

m=o)  und   9  =  0,    was  sofort  anzeigt,    dass  in  diesem  Falle  AB 

zum  Durchmesser  des  Kreises  wird.  —  Da  femer  in  der  Gleichang 

(3)  y'  nicht  negativ  genommen    werden   kann ,   ohne    dadurch  dss 

Zeichen  in  g,    also  jene  Lage  des    Mittelpunctes  C  in    Bezug  auf 

AB  ZM  &ndem,    welche   er  nach  der  Constrnction  erhalten  hat;  so 

gelten  f&r   die  gesuchte  Auflösung   nur  die   oberhalb  der^B 

liegenden  Puncte  Jf  des  Elreises,  d.  i.  die  Puncte  des  BogensJ-A^B. 

Und  da  endlich  dadurch,  dass  man  jf  negativ  nimmt,  die  Gleichung 

(3)  genau  so  verändert  wird,  als  wenn  y*  positiv  bliebe,    dagegen  n 

negativ,  d.  i.  statt  v ,   ISO*  —  v  gesetzt  würde ;   so  entsprechen  die 

Puncte   des   unterhalb   der  AB  liegenden  Kreisbogens   AU'B 

dem  Supplements  Winkel  von  v,  oder  es  schliessen  die  Sehnen  ill/\ 

BM'  vn.  irgend  einem  Punct  M*  dieses  nntem  Bogens  den  Winkel 

-43£'iB=180*  — »  ein. 

§.  442*     Aufgabe.     Eine    Anzahl   von   Puncten  ist 
gegeben,    man   soll   eine  gerade  Linie  so  ziehen,    class  die 


aigebnuflche  Summe  der  aus  den  gegebenen  Puncten  auf 
diese  Gerade  gefällten  Perpendikel  gleich  Null  wird. 

Auflosung,  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der 
gegebenen  I\incte»  deren  Anzahl  gleich  n  sein  soll,  auf  ir- 
gend ein  rechtwinkeliges  Axensystem  bezogen,  der  Reihe 
nach  durch  x\y\  x'\y*  u,  s.  w.,  und  die  Gleichung  der 
gesuchten  Greraden  durch  (1)  ^  =  a^4'^»  >o  <Bind  (§.399) 
die  aus  den  Puncten  x  y\  x'\y"  etc.  auf  diese  Gerade  (1) 
gefällten  Lothe  oder  Perpendikel  der  Reihe  nach»  wenn  man 

y\  +  a*  =  N  setzt : 

Man  hat  also  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe :  P'  -^-P*' 
-f  P"  +  •  •  =  0,  oder  wenn  man  eubstituirt,  der  Kürze  we- 

gen  y'  +  f  +  y'"  +  •  •  =  ^0/').  ^'  +  ^'  +  ^•"  + . .  =  ^(|r') 
setzt  und  sogleich  die  ganze  Gleichung  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Nenner  iV=  |/1  -|-  o?  multiplicirt,  sofort : 

(2)     2J(y')  —  a  Z{x')  —  n  J  =  0. 

Da  man  nun  für  die  unbestimmten  Grössen  a,  b  nur 
diese  einzige  Gleichung  (2)  hat;  so  ist  die  gegebene  Auf- 
gabe wieder  unbestimmt,  und  es  gibt  sonach  unendlich 
viele  gerade  Linien  von  der  verlangten  Eigenschaft.  Sucht 
man  unter  diesen  (als  einfachsten  Fall)  diejenige,  welche 
durch  den  Ursprung  der  Coordinaten  geht,  wofür  also  6=0 

wird;  so  hat  man  aus  (2):  a  =  ---^,  und  daher  [Gleich. (1)] 

die   Gleichung    dieser    Geraden :   y  =  I  ,         "  i    "  I  ^> 

welche  sofort  leicht  nach  §.  412  construirt  werden  kann. 

§.  443.  Aufgabe.  Es  sind  wieder  n  Puncto  gege- 
ben,  man  soll  zu  diesen  einen  neuen  Punct  von  solcher 
Beschaffenheit  finden,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der 
Entfernungen  dieses  Punctes  von  allen  gegebenen,  einem 
gegebenen  Quadrat  m*  gleich  werde. 

Auflas.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  der  gegebe- 
nen Puncto,  auf  irgend  ein  rechtwinkeliges  Axensystem  be- 
zogen, durch  x\  y\  x\  y"  etc.,  und  jene  des  gesuchten  Punc- 
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tea  durch  a,y;  bo  sind  die  Quadrate  der  Entfernungen  die- 
ses letztem  von  den  erstem  Puncten  (§.  388)  der  Beihe  nach: 

d"  =  («_«')•  +  (y  -  y')* .   dr*  =  (x-  «")•  +  (y  -  /)* 

u.  6.  w.  Man  hat  also  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe: 
dt*  4"  ^'*  4"  ^'''  +  •  •  ==  ^\  oder  wenn  man  substituirt  und 
Kürze  halber  a  +a"  +  .  .  =  2:{a),  y' +  f/"  +  ..  =  2:{t/'), 
a't  +  -p-i  ^  . .  =  2;(a?0*,  y  •  +  y"*  +  -  •  =  -27(y')*  setzt,  nach 
einer  ganz  einfachen  Reduction: 

X*  +y«  -\lKx').x-l£{y')  .y  +i[2J(«')* +-S(y')"-"»1=0- 

fl  fl  fl 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  der  Aufgabe  wieder 
unzählig  viele  Puncte  entsprechen,  und  dass  diese  sämmt- 
lich  in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegen,  für  wel- 
chen (§.  400)   die   Coordinaten   des   Mittelpunctes   und  der 

Halbmesser  die  Werthe  haben:  p  =  —  Z(x),q= — £(y')wai 

fl  M 

A  n  m  e  r  k.    Man  sieht ,   dass  die   obige  Aufgabe  in  §.  440  nur  ein  be- 
sonderer Fall  der  gegenwärtigen  ist. 


Ml 


Fünftes  CapiteL 

Transformation  der  Coordinaten, 

§.  4M.  Schon  bei  den  wenigen  bisherigen  Untersu« 
chnngen  konnte  man  bemerken,  welch  bedeutenden  Einfluss 
die  Lage  der  Coordinatenazen  auf  die  grössere  oder  gerin- 
gere Einfachheit  der  Entwickelung  der  Sätze  und  Auflosung 
der  Aufgaben  habe.  Aber  nicht  bloss  dadurch,  dass  man 
den  Anfangspunct  der  Coordinaten,  so  wie  die  Lage  der 
rechtwinkeligen  Axen,  deren  wir  uns  bisher  ausschliessend 
bedient  haben,  auf  eine  passende  Weise  gegen  die  gegebe- 
nen Puncte  und  Linien  annimmt,  sondern  auch  dadurch  wird 
der  Gang  der  Untersuchung  öfter  vereinfacht,  dass  man 
statt  dem  rechtwinkeligen  irgend  ein  schiefwinkeliges 
Coordinaten- System  wählt.  Ist  nun  aber  z.  B.  die  Glei- 
chung irgend  einer  Linie  in  Bezug  auf  ein  bestimmtes  Co- 
ordinatensystem  entwickelt,  und  findet  man,  dass  durch  ein 
anderes  System  gewisse  weitere  Untersuchungen  vereinfacht 
werden  können ;  so  wird  es,  um  die  Gleichung  dieser  Linie 
nicht  wieder  ganz  von  vorne  in  Bezug  auf  das  neue  Axen- 
system  entwickeln  zu  müssen,  nothwendig,  die  bereits  ab- 
geleitete Gleichung  durch  eine  blosse  Umwandlung  oder 
Transformation  auf  das  neue  System  zu  bringen.  Ja 
Belbst  flür  die  blosse  Discussion  der  Gleichungen  ist  es 
manchmal  wichtig,  über  die  Wahl  der  Coordinatenaxen  dis- 
poniren,  und  sie  gewissen  Bedingungen  unterwerfen  zu  können. 
Wir  haben  also  hier  die  Aufgabe  aufzulösen:  von  ir- 
gend einem  vorhandenen  (alten)  auf  irgend  ein  anderes 
(neues)  Coordinatensystem  überzugehen. 

Anmerk.  So  mannigfaltig  übrigens  aach  die  Anf^ben  Aber  die 
Tituuformation  der  Coordinaten  gedacht  werden  können,  lo  redn- 
ciren  sich  diese  Ar  nns  doch  nur  auf  jene  beiden :  ron  einem 
schiefwinkeligen  Coordinatensystem  wieder  anf  ein  anderes 
schiefwinkeliges,  in  welchem  der  Ursprung  und  die  Lage 
der  Azen  rom  erstem  yerschieden  sind,  nnd  femer,  von  einem 
Parallel- Coordinatensystem  auf  ein  Polar- Coordinatensystem 
(J.  450)  nnd  umgekehrt  fkberzugehen. 
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Fif.  bol  §.  445.    Es  seien  AX^  AY  (Fig.  50)  die  nrspriingliclien 

oder  alten  Coordinatenaxen ,  auf  welche  bereits  irgend  eine 
Linie  KML  bezogen  ist ;  A'  X\  A  Y'  die  neuen  Axen,  auf 
welche  dieselbe  Linie  jetzt  bezogen  werden  soll;  YA-Z=^ 
der  alte  und  Y  A  X^'  ^=^^'  der  neue  Coordinatenwinkel. 
Bezeichnet  man  für  irgend  einen  Punct  Jf  dieser  Linie  ifJ/i 
die  alten  Coordinaten  AP^  PM  (wobei  also  PM  mit  A  Y 
parallel  ist)  durch  x,^  y,  und  die  neuen  A' P' j  P*  Af  {wo 
P'  M  mit  A  y  parallel  ist)  durch  Xy  y  ;  so  kommt  es  nur 
darauf  an,  die  alten  Coordinaten  x^  y  durch  die  neuen  x\ 
y'  und  jene  GrOssen  auszudrQcken ,  welche  die  Lage  der 
neuen  gegen  die  alten  Coordinatenaxen  bestimmen.  Daza 
führe  man  durch  den  neuen  Ursprung  A  mit  den  ursprfing- 
lichen  Axen  parallel  die  Geraden  CÄX^  und  BAYi^  setze 
die  (Koordinaten  des  neuen  Ursprungs  /4jB  =  d,  AC=S, 
und  die  Winkel  -Xi  yl'  X '  =  a  und  Xi  A  Y=^a  ;  so  sind 
die  Grössen  dy  i,  oc,  a,  welche  die  Lage  der  neuen  gegen 
die  alten  Coordinatenaxen  bestimmen,  als  gegeben  oder  be- 
kannt anzusehen*  Zieht  man  endlich  noch  durch  P'  die 
Geraden  PM,  PS  beziehungsweise  mit  AX,  A  F parallel; 
so  erhält  man  x  =  AP=AB-{'AS  +  P'E  und  y  =  PM 
^=zAC-\'SP^'\-RM*  Um  aber  diese  Linien  auszudrücken, 
folgt  aus  dem  Dreiecke  ASP  sofort i  AP"  :  AS  :  SF 
=  fmASF:dnAF  S:  nnSAF  oder,  x  :  A  S  i  SP 
assßinff  :  sin  {ff' — a):mn(ty  und  aus  dem  Dreiecke  ÄfPB: 
PM: PR : M M=  sin  P'R M :  sin P'MR  : sin MP' R  oder 
y' :  P'R :  R  M=  sin  f  ;  sin  (y  —  a  )  ;  sin  «'. 

Aus  diesen  Proportionen  folgt  nun  aber 

.,  o         X  sin  (y  —  oc)     CTy.^  xsintt 
sin  (p         *  sintf    * 

stn  (p  sm  ff 

es  ist  daher,  wenn  diese  Werthe  substituirt  werden: 

-,    ,    j;  sin  a  -H  y  «tu  a 

i^er  wenn  man  die  Winkel  f ,  «  u.  s*  w.,  welche  beziehungs- 
weise  die   Axen   der   x  und  y,    der  x'  und  x   u.  s.   f.  ein- 


schliessen,  symbolisch  durch  {x .  y),  {a  « a)  xl  s.  w.  bezeich- 
netf  auch: 

., >  _i     X  <m  (x' .  g)  +  y'  *«'«  O' «  x) 

y-^+ w^TöT^) ' 

Ist  also  F{a!y  y)  =  0  die  Gleichung  irgend  einer  Linie 
auf  das  alte  Coordinatensystem  bezogen,  und  setzt  man  in 
diese  für  a  und  y  die  hier  gefundenen  Werthe;  so  erhält 
man  eine  Gleichung  F*  (x'y  y')=:0,  als  gesuchte  Gleichung 
derselben  Linie  auf  das  neue  System  bezogen. 

§.  446.  Um  des  künftigen  Gebrauches  willen  soUen 
gleich  hier  die  am  häufigsten  bei  dieser  Umwandlung  der 
Coordinaten  vorkommenden  besondem  Fälle  er^'ähnt  werden. 

Bleiben  erstens  die  neuen  Axen  den  alten  parallel, 
und  wird  nur  der  Ursprung  verändert ,  so  hat  man  a  =  0 
und  et'  t==  y ;  also  aus  (p) :  x^=d-\-  x\  y  =  J  -|-  y', 

§.447.  Geht  man  von  einem  rech  t  winkeligen  wieder 
auf  ein  rechtwinkeliges  System  über,  so  ist  f  =  90^, 
^'=a — a  =  90,  oder  a'  =  90-j-a;  folglich  ^nf^sl, 
«n  (f  —  ot)  =  C08  a ,  ^n  (9  —  a')  =  —  «n  a  und  sin  a  =  coa  a, 
mithin  endlich: 

x  =  d  +  y  CO«  a  —  y'  «n  a  =  d  +  0?'  cos  {af  .a)  —  y  sin  {x  .  or), 
y^=ii'\-afsin(i'\-y  eoa  a  =  Ä  +  ^  «n  («' .  a)  -\-y'  cos  (x  . «). 

§.  448.     Um  von   einem   rechtwinkeligen   auf  ein 

schief wi  n ke li g e s  Coordinatensystem  überzugehen ,  ist 
9  =  90®,  also  «tn 9  =  1 ,  sin (9  —  a)  =  cos a  und  sin (y  —  a) 
^coaa!  zu  setzen,  folglich  wird: 

X  =z  d -]'  af  cos  % -{- y  cos  rt'  =  d -];-  x'  coa  {x'  ,x)  -^-y  cos  iy' .  x\ 
y  =  J  +  ar'  «n  a  +  y'  «n  a'  =  Ä  4"  ^'  **»»  (^'  •  ^)  "t~  y  «'*  i^  •  *)• 

§.  449.  Um  von  einem  schief  winkeligen  auf  ein 
rechtwinkeliges  System  überzugchen,  hat  man  9'  = 
a'~tt  =  90,  oder  a'  =  90  +  a;  also 

«n  (f  —  «O  =  —  coa  (9  —  a),  sin  %  =  cos  a, 
i  ttnd  daher : 


^^  sin  (f 

»_i     y'Wn(x  .y)— y  cot(x  .y) 

■  «tfi(r.y} 

*    ,     x'  «in  a  4-  y'  CO*  « 
•/=  d-J : — 2 

»    ,    ar'  *in  (x .  *')  -j-  y  cos  (x .  x') 
'  «in  (x  .  y) 

In  allen  diesen  Fällen  ist,  wenn  der  Ursprung  angeändert 
bleibt,  </  =  0  und  5  =  0. 

An  merk.  Bei  Anwendung  dieser  Formeln  werden  die  neuen  yon  den 
alten  Coordinaten  nicht  besonders  mehr  unterschieden,  und  man  li£»t 
daher  die  Accente'yon  x  und  y  weg;  man  setat  also  z.  B.  in  dem 
ersten  Falle  ($.446)  x  — cf-f-x  und  y=^-|-y,  oder  vielmdir,  man 
schreibt  in  der  ursprünglichen  Gleichung  statt  x  und  y  bexiehungs- 
weise  cf-j-*  ^^^  ^  +  y» 

Polar-Coordinaten. 

§•  450.  Ausser  dem  recht-  (orthogonalen)  und 
schief  winkeligen,  also  überhaupt  dem  Par  alle  1-Coor- 
dinatensysteme,  ist  noch  eines,  das  Polarsjstem,  allge- 
mein im  Gebrauche,  und  verdient  in  gewissen  Fällen  vor 
dem  erstem  den  Vorzug.  Dieses  System  besteht  darin,  die 
auf  einander  folgenden  Puncte  einer  Linie  auf  einen  gege- 
benen festen  Punct  zu  beziehen,  d.  i.  die  Entfernungen  der- 
selben von  diesem  letztem ,  so  wie  auch  noch  die  Winkel 
anzugeben,  welche  die  betreffenden  Verbindungslinien  mit 
einer  ebenfalls  festen,  durch  diesen  fixen  Punct  gehenden 
PI«.  51.  Geraden  bilden.  —  Ist  z.B.  RS  (Fig.  51)  irgend  eineCurve, 
OB  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  feste  Gerade,  0  ein  be- 
stimmter Punct  derselben,  und  zieht  man  von  diesem  Puncte 
(dem  Pol)  an  irgend  einen  Punct  M  der  Curve  die  Gerade 
03f  (den  Lei  t  strahl  oder  Rad iusvector) ;  so  ist  offen- 
bar dieser  Punct  if  bestimmt,  wenn  der  Leitstrahl  OMunA 
der  Winkel  MOB  desselben  mit  der  festen  Geraden  OB 
(der  Axe)  gegeben  sind. 

§*  451.  Bezeichnet  man  den  Leitstrahl  0  M  durch  u» 
den  Winkel  MOB  durch  v\  so  wird  offenbar  die  Curre 
oder  Linie  RS   vollkommen   bestimmt    oder    charakterisiit 
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Bein,  wenn  man  auf  ii^nd  eine  Art  zu  einer  Relation  zwi- 
schen u  und  V  gelangen  kann»  welche  für  die  sämmtlichen 
Puncte  der  Curve,  aber  auch  nur  für  diese  Curve  gilt 
Denn  setzt  man  in  der  gefundenen  Relation  9  (u,  v)  =  0  oder 
(wenn  man  sich  die  Gleichung  nach  u  aufgelöst  denkt) 
u  =/(©),  in  welcher  v  und  u  wieder  veränderliche  Grössen 
sind  (und  beiläufig  das  bedeuten ,  was  im  Parallelsystem  a 
und  y),  für  v  nach  und  nach  die  Werthe  v,  v'\  .  .,  und 
erhalt  man  daraus  f&r  u  der  Reihe  nach  die  Werthe  u\ 
u\ . . ;  so  darf  man  nur  durch  0  die  Geraden  ON,  ON' . , 
gegen  OB  so  ziehen,  dass  NOB  =  v',  N'OB=^v" ..  wird, 
und  auf  diesen  der  Reihe  nach  die  Stücke  0M=  u\  OM'  =  u'' 
0.  8.  w.  abschneiden,  um  dadurch  die  der  Curve  RS  ange- 
hörigen  Puncte  M,  M' ,  .  .  zu  erhalten.  —  Die  veränder- 
Heben  Ghrössen  u,  v,  von  denen  in  der  Regel  die  erstere  als 
die  Function  der  letztem  angesehen  wird,  werden  Polar- 
Coordinaten,  ihre  Relation 

F(u,  v)=0  oder  »=/(») 
aber  wird  Polar gleichung  der  Curve  JRS  genannt. 

§.  452.  Pa  es  nun  häufig  vorkommt,  dass  man  für  eine 
gegebene  Gerade,  als  Axe,  und  einen  in  ihr  liegenden  be- 
stimmten Punct,  als  Pol,  die  Polargleichung  einer  Curve 
nicht  von  vorne  entwickeln,  sondern  diese  durch  blosse  Um- 
wandlung einer  schon  vorhandenen,  auf  irgend  ein  Parallel- 
Coordinatensjstem  sich  beziehenden  Gleichung  erhalten  will; 
80  wollen  wir  sofort  im  nächsten  Paragraphe  die  zu  diesem 
Zwecke  nöthigen  Formeln  ableiten. 

§.  45S.  Es  seien  AX,  AY  (Fig.  51)  die  Axen  des  ur-  n^.  sl 
sprünglichen  (Koordinatensystems  mit  dem  Coordinatenwinkel 
Xä  F=  9,  für  welches  die  Gleichung  einer  Curve  Fix^y)  =0 
bereits  entwickelt  ist,  und  welche  Gleichung  nun  für  ein 
bestinuntes  Polar -System  umgewandelt  werden  soll;  OB 
sei  daihr  die  Axe  und  0  der  Pol.  Führt  man  durch  0  mit 
AX  imd  AY  beziehungsweise  parallel  die  Geraden  0X\ 
0Y\  setzt  den  Winkel  der  neuen  Axe  mit  der  Abscissen- 
axe  BOX'  =  a,y  und  die  Coordinaten  des  Poles  AC=^d^ 
AD=S;  so  ist,  wie  aus  der  Figur  zu  ersehen:   AP=AC 
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-^OQ  und  PM=:  AD-^-  QMj  oder,  da  aus  dem  Dreiecke 
MOQ  sofort  OM  i  0Q\  QM  =  9inOQM  i  sinOMQi 
sinMOQy  d*  i. 

tt  :  0  Q  :  Q  Jf  =  «n  f :  «n  (y  —  a  —  r):  »^  (a  +  r), 

und  daraus  0(3  =  "*^^^-"-"^  und  QJtf=  """<'+"> folgt. 

auch: 

nj    ,     u  sin  (ff  —  x^^v)  j  ^    ,     ti  «in  (a  +  r) 

§.  454.  Ist  das  Parallel-Coordinatensystem,  wie  gewöhn- 
lich, rechtwinkelig,  also  f  =  90;  so  ist  wegen  «nj  =  l 
und  sin  (y  —  a  —  r)  =  cos  {%  +  i')  sofort : 

a:  =  d-\-u  cos  (a  +  r),  ^  =  i  -\-  u  sin  {cl -^  v), 

§.  455.  Fällt  dabei  noch  die  feste  Gerade  oder  Axe 
mit  der  Abscissenaxe,  und  der  Pol  mit  dem  Anfangj^puncte 
des  ursprünglichen  Systems  zusammen ;  so  wird  noch  d  -=  0, 
S  =  0  und  a=0,  mithin: 

a  =  ucosv  und  y=:usin  v. 

§.  456.  Substituirt  man  also  in  der  ursprünglichen  Glei- 
chung F{Xi  y)  =  0,  welche  sich  auf  das  System  AX,  AY 
bezieht,  für  x  und  y  die  Werthe  aus  den  eben  entwickelten 
betreffenden  Formeln  ;  so  erhält  man  eine  Gleichung  f  (u,  i)  =0 
derselben  Curve,  auf  das  Polarsystem  0  und  OB  bezogen. 
—  Um  dagegen  umgekehrt  von  dem  Polarsystem  auf  das 
Parallelsystem  überzugehen,  muss  man  aus  den  vorigen  Re- 
lationen u  und  t;  durch  ^,  y  etc.  ausdrücken,  und  in  der 
Polargleichung  y  (w,  t?)  =  0  substituiren.  Für  den  einfach- 
sten   Fall   im   vorigen    §.    z.    B.    hat    man   m*  =  o?*  +  y\ 

8inv^=  77===r,  cos V  =  ^,  ,  also 

V  =  arc  sin  ,^  :  =  arc cos 


Vx'  +  y*  1/xa+y« 
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Sechstes  Capitel. 

Gleichungen  der  Ellipse,    Hyperbel  und 

Parabel. 

Die    E  1  1  i  p  a  e. 

§♦  457.  Erklärang.  Die  Ellipse  ist  eine  ebene  Curve 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  für  jeden  ihrer  Puncte  AI 
die  Summe  der  Abstände  MF^  MF  von  zwei  festen  Punc- 
ten  F9  F*  einer  bestimmten  Geraden  2  a  gleich  ist.  Die 
beiden  festen  Puncte  jP,  F'  heissen  Brennpunctc,  und 
jede  Grerade  FM  oder  F'M,  welche  einen  dieser  Brennpuncte 
mit  einem  Puncte  der  Curve  verbindet,  wird  Leitstrahl 
oder  Radiusvector  genannt. 

§.  458.  Dieser  Erklärung  zufolge  ist  es  leicht,  so  viele 
Puncte  in  der  Ellipse  zu  bestimmen ,  als  man  nur  immer 
will,  d.  i.  die  Curve  mittelst  Puncte  zu  constniiren.  Denn 
verbindet  man  die  beiden  Brennpuncte  F,  F'  (Fig.  52)  durch  ^9  »a 
eine  Gerade  von  unbestimmter  Länge,  halbirt  FF'  in  C, 
und  schneidet  auf  dieser  Geraden  CA=CA=^a  ab;  so 
sind  A  und  A  Puncte  der  Ellipse,  weil  wegen  CF=^  CF\ 
%oyfo\A  AF+AF'=a—CF  +  a  +  CF  =  2a,  als  auch 
A  F'  +  A  F=  a  —  CF'  -f  a  -f  CF=  2a  ist.  —  Beschreibt 
man  femer  aus  F  und  F'  mit  den  Halbmessern  CA=  CA'  ' 
=  a  Kreisbögen ,  die  sich  in  B  und  I?  schneiden ;  so 
sind  auch  B  und  B'  Puncte  dieser  Curve,  weil  offenbar 
FB  +  FB  =  FS  +  FB'  =  a  +  a=  2aist.  —  Nimmt  man 
endlich  in  der  begrenzten  Geraden  FF  einen  beliebigen 
Punct  S,  und  beschreibt  aus  F  und  F'  beziehungsweise 
mit  den  Radien  AS^  AS  Kreisbögen,  die  sich  in  Mund 
m  durchschneiden;  so  sind  auch  diese  Durchschnittspuncte 
Puncte  der  Ellipse;  denn  es  ist  dieser  Construction  zufolge 
fiir  den  Punct  M,  FM-i-  F' M:z=  A  S  +  AS  =  AA  =  2a. 
Dasselbe  gilt  auch  f&r  den  Punct  m.  Verwechselt  man  in 
Bezug   auf«  diese    Halbmesser   die   Puncte  F  und  F,   be- 
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schreibt  also  mit  A  S  und  A'S  die  BOgen  aus  F'  und  F; 
so  geben  ihre  Durchschnittspuncte  ebenfalls  2,  und  z^ar 
mit  den  beiden  vorigen  gegen  A  A'  symmetrisch  liegende 
Puncte  der  Ellipse.  Indem  man  nun  für  S  immer  neue 
Puncte  der  Geraden  FF  wählt,  kann  man  auf  diese  Weise 
so  viele  Puncte  der  Ellipse  bestimmen,  als  nöthig  sind,  um, 
diese  mit  einander  verbindend,  die  Curve  durch  eine  unun- 
terbrochene Linie  zu  erhalten. 

An  merk.  Diese  Constmction  ist  nur  mOglich ,  wenn  F'M-^FM,  «L  i. 
2a>FF'  nnd  tnglcich  (§.423)  F'M-^FMkiFF'  ist.  Diese 
letztere  Bedingung  schliesst  aber  jene  in  sich ,  dass  der  Punrt  ^' 
nicht  Qber  die  Puncte  Fy  F'  hinaus  falle.  Denn  so  w&re  i.  B.  für 
einen  swischen  F'  nnd  Ä  liegenden  Punct  S  ^  AS'z>ÄF'  und 
A  S<:Ä  F',  daher  A  S'  ^A  S' >AF' -^A' F\  oder  wegen 
A  F'  ^AFBXixAiAS'-^A  S>AF'  —  AF-^FF'\  es  kann  also 
nicht  A  S'  '^  F  M  und  A  S  ^=  F'  M  genommen  werden,  weil  sonst 
FM — F'  M^F  F'  w&re,  was  der  obigen  Bedingung  entgegen  ist 

§.  450.     Werden  dagegen  die  beiden  Enden  eines  voll- 
kommen biegsamen,  undehnbaren  Fadens,  dessen  Länge  der 
gegebenen   Geraden    ^-4'  =  2a  gleich   ist,    in    den   Brenn- 
puncten  F^  F  befestiget  (oder  werden,  was  für  die  Beschrei- 
bung der  ganzen  Ellipse  bequemer  ist,    die  beiden  Enden 
eines    solchen   Fadens  von  der  Länge  ia-^-FF'  zu  einer 
Schleife  verbunden,  und  diese  über  zwei  in  den  Brennpunc- 
ten  befestigte  Stifte  oder  Nadeln  gelegt),  an  diesen  ein  Zei- 
chenstift angelegt  und  so  herumgeführt,  dass  dabei  die  Fa- 
denstücke immer  straff  gespannt  bleiben ;  so  wird  durch  die- 
sen Stift  die  Ellipse  in  einer  stetigen  oder  imunterbrochenen 
Bewegung  beschrieben  ödes  erzeugt;    denn  es  ist  bei  dieser  i 
Bewegung  in  jeder  Lage   des  Stiftes  Jf ,   die   Summe  der ' 
Fadenstücke ,  welche  dabei  die  Leitstrahlen  vorstellen ,  der 
ganzen  Fadenlänge  AA'=2a  gleich. 

§.  400.  Um  eine  Gleichung  der  Ellipse  zu  entwickelo, 
ist  es  am  einfachsten,  die  beiden  Geraden  A  A\  BB^  welche 
sich  in  C  rechtwinkelig  schneiden,  und  in  Bezug  auf  welche, 
der  obigen  Construction  zufolge,  die  Puncte  der  Carve  evm- 
metrisch  liegen,  als  Coordinatenaxen  zu  nehmen.  Es  ^^ 
dflkher  XX'  die  Abscissenaxe  und  C  der  Anfangspunct  der 


rechtwinkeligen  Coordinaten,  CF=  CF=  c,  und  fftr  einen 
beliebigen  Punct  M  der  Curve  CP=^a^  PM=y^  eo  wie 
endlich  noch  FM^=u  und  F' M'=^u  \  so  gelten  fllr  den 
Punct  My  als  Durchschnittspunct  zweier  Kreise ,  von  den 
Halbmessern  u  und  u  (was  übrigens  auch  aus  den  Dreiecken 
FM.P  und  F  MP  folgt)  die  beiden  Gleichungen : 

(1)    {x  -  cY  +  y'  ==  u«  und  (2)  {x  +  ey  +  y*  =  u'\ 

80  w^ie   auch  noch  die  Bedingung  Statt  findet: 

(3)   w  +  w'  =  2a. 

Die  Elimination  von  u  und  u  aus  diesen  drei  Gleichun- 
gen gibt  sofort  die  gesuchte  Gleichung  der  Curve  in  o;,  y. 
Nun  erhält  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  durch 
Addition  und  Snbtraction:  (4)  2{x^  -fy*  +  c')  =  u  *  +  u'* 
und  4:cx  =  u^  —  M*  =  (m'  -j- 1«)  {u'  —  u),  oder  mit  Rücksicht 
auf  Gleichung  (3):   4iCX  =  2a(u  — u)  y    und   daraus   folgt 

u — tt  =  -i-,  so,  dass  also  (wegen  u  +u=2a)  (5)  u^=-a-\-  — 

undtt«a— —  ist.     Diese  Werthe  in  (4)  substituirt,   geben 

a*y*  +  («*  —  c*)a?*=a^(a*  —  c'),  oder,  wenn  man,  danach 
§.  458  (Anmerk.)  Fr<zFM+F'M,  d.  i.  2c<:2a,  also 
c^<id^9  daher  a*  —  ö'>0,    oder    wesentlich   positiv    ist, 

(m)  a*  —  c*  =  6*  setzt,  auch  — ^  +  -|j-  =  1  oder  auch 

welches  sofort  die  (einfachste)  Gleichung  der  Ellipse  ist. 

§.  461.  Ändert  man  den  Ajifangspunct  der  Coordina- 
ten,  lässt  aber  die  neuen  Axen  den  vorigen  parallel,  und 
bezeichnet,  auf  die  neuen  ALxen  bezogen,  die  Coordinaten 
des  alten  Anfangspunctes  C  durch  p,  q\  so  erhält  man  nach 
§.  446  (wegen  d  =  — p^  S  =  —  q)  aus  der  vorigen  Gleichung 
I.  die  allgemeinere:  I'.  a^(y  —  ?)*-]- Ä*(^ — p)^  =  a'6'. 

§.  46S.     Aus  der  obigen  Gleichung  (m)    (§.  460)  folgt 

c  =  db  |/a'  —  6*  =  CF=  CF',  und  diese  Entfernung  c  eines 
Brennpunctes  F  oder  F  vom  Mittelpuncte  C  heisst  Excen- 
tricität. 
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An  merk.    H&ufig,  besonders  in  der  Astronomie,  versteht  man  auch  on- 

ter  der  Excentricit&t  den  Quotienten  — . 

a 

§,  463.     Löst  man  die  Gleichung  I.  des  §•  460  nach  y 

auf,    80  findet   man   (1)  y  =  ±        ]/a'  —  ar^,    und    durch 

Discussion  dieser  Gleichung  erhält  man  (wie  in  §.  406  beim 
Kreise)  selbst,  wenn  die  Construction  dieser  Curve  nicht 
vorausgegangen  ist ,  ein  deutliches  Bild  von  der  Ellipse« 
Diese  Gleichung  zeigt  nämlich: 

1.    Dass   die  ElUpse  in  Beziehung  auf  beide  Coordinatenaxen  sym- 
metrisch ist.    [Die  Verwechslung  der  beiden  Axen  unter  einander  gibt 

(1 )  y  =»  ±  -V-  V  6*  —  x"  als  Gleichung  der  Ellipse.] 

Fig.  61.  2.  Pic  Axen  XX^   Y  Y'  werden  in  den  Puncten  A,  A',  fftr  welche 

z  —  C-4.  =  -f- a  und  «=  C -^1'  =  —  a  ist,  ferner  in  JS,  JB*,  woför jr  =  CB 
a«  +  6  und  =  C  B'  =^  —  6  ist,  geschnitten. 

3.  Da   filr   X  =  i:  a  sofort  y  =  it  0  ,   und  ftry=«i6,  x«=i;0 
wird;  so  kann  man  (§.428^  Anmerk.)  schliossen,  dass  die  Curve  in  .1,-1 
und  /?,  T<'  von  den  Geraden  DAE,   DA  JET  und  DBD\  EITE,  welche 
beziehungsweise  mit  Y  Y'  und  XX'  parallel  laufen,  berührt  werde. 

4.  Da  für  Wcrthe  von  x  >  a,  y,  und  für  Werthe  von  y  >  6  (Gl.  1 ) 
X  imaginär  ausfällt;  so  folgt,  dass  die  Curve  von  dem  durch  die  vorigen 
vier  Puncte  A,  xV ,  B,  B'  construirten  Rechteck  D  E  E'  D  ginxlich 
eingeschlossen  wird. 

5.  Die  Entfernung  eines  Punctes  M  (r,  y)  der  Ellipse  vom  Ursprünge 

C  ist:  d=^V  x*  +  y*,  oder,  wenn  man  für  y*  den  aus  der  Gleichung  (D 
folgenden  Wierth  substituirt: 

Da  nun  dieser  Ausdruck  seinen  kleinsten  Wcrth  bei  x  =  0  erreidit,  so 
ist  der  kleinste  dieser  Abstände:  d  =  ^6*  =•  i  6=  C"!?  «^  C/T.  Ninimi 
X  zu,  so  w&chst  auch  rf,  und  erreicht  den  grössten  Werth,  wenn  man 
für  X  den  grössten  Werth,  d.  i.  (4.)  x  =  db  «  setzt;  dafür  hat  man  aber, 

als  grössten  dieser  Abs  tande :  rf=»V^6*  +  »*  —  6*  =  dr  o  =  C^^l  «=C-1. 
Hieraus  folgt  auch,  dass  unter  allen  durch  C  möglichen  Sehnen  der  Curre 
jene  AA'  die  grösste  und  B  B'  die  kleinste  ist.  Zugleich  ist  aber  auch 
AA'  grösser  als  jede  andere,  wie  immer  gezogene  Sehne  überhaupt; 
denn  zieht  man  die  beliebige  Sehne  GU,  und  verbindet  ihre  Endpuncw 
G  und  U  mit  C;  so  ist  im  Dreiecke  GCH  sofort  GH<:GC-\'CB, 
und  wegen  G  C -\' C  U  <:  A'  C -\- CA=  AA\  um  so  mehr  GU<^^- 


Sil 

6.  Von  den  Geraden  .1^1'  und  BS  halbirt  jede  die  mit  der  an- 
dern iMinülelen  Sehnen  und  schneidet  sie  rechtwinkelig;  ans  diesem  Grunde 
heisren  diese  beiden  Geraden  Axon  der  Ellipse,  und  zwar  wird  AA  die 
erste  oder  grosse,  und  BB>  die  zweite  oder  kleine  Axe  genannt. 
Ihre  Endpnncte  ^1,  Ä^  Z?,  B'  heissen  Scheiteln  der  Ellipse 

7.  Alle  durch  C  gehenden  Sehnen  werden  in  diesem  Puncte  halbirt. 

Denn  yerbindet  man   mit  der  obigen  Gleichung  I.  der  Ellipse  die  Glei- 

chong   irgend    einer   dnrch   C  (als  Ursprung)    gehenden  Geraden   II U\ 

n&mlich  {ji)if:=Ax\  so  erh&lt  man  ans  der  entstehenden  Gleichung  so- 

:^  ah  :^  xiab 

fort:  X  «=  -y^      ,    ,  nnd  damit  ans  (a) :  ir  =«  ,.      ,    ,  als  Co- 

ordinaten  der  Dnrchschnittspnncte  Hf  W  j  wobei  die  obem  Zeichen  dem 
Puncte  Hy  die  untern  jenem  W  entsprechen.  Da  nun  die  numerischen 
Werthe  sowohl  von  ar,  als  auch  Ton  y,  d.  i.  Cft,  CK  nnd  hH,  KW 
unter  sich  gleich  sind;  so  sind  es  auch  (wie  aus  den  rechtwinkeligen 
Dreiecken  CHK  C H'  K  folgt)  die  Stücke  CH  und  C U\  oder  es  wird 
Uir  in  C  halbirt.  —•  Dieser  angeführten  Eigenschaft  wegen  heisst  der 
Punct  C  der  Mittelpnnct,  und  jede  durch  denselben  gezogene Sehney 
wie  II H\  ein  Durchmesser  der  Ellipse. 

8.  Für  6a=»a  wird,  §.  462,  c  =  0,  und  die  Gleichung  I.  geht  über 
in  jene  x^-f-y'^**»  nämlich  (§.404)  in  die  Gleichung  des  Kreises  vom 
Halbmesser  a,  dessen  Mittelpnnct  im  Ursprung  liegt;  der  Kreis  kann 
daher  als  eine  Ellipse  angesehen  werden ,  deren  beide  Axen  einander 
gleich  sind  und  deren  Excentricit&t  also  Null  ist. 

§.  401.  Ist  man  bei  der  Auflösung  irgend  einer  Auf- 
gabe und  der  Voraussetzung  eines  rechtwinkeligen  Coordi- 
natensystcms  auf  die  Gleichung  (r)  Ay^  -{-Ba^=  C  gekom- 

A  B 

men;  so  darf  man  diese  nur  auf  die  Form  -^y2_^^a«=l 

bringen,  und  mit  jener  -^y*-f--^^*  =  1  (§•  460)  verglei- 
chen, um  zu  erkennen,  dass  sie  die  Gleichung  einer  Ellipse 

von  den  Halbaxen  a=  \/\jf\  ^nd  6=  1/  ("xl^®*'  ^^^ 

man  daher  die  Axen  A  A'  ^   BB'  (Fig.  52)    dieser  Ellipse,  i'*«  52 
als  Ort  der  Gleichung  (r),  construirt,  so  ist  auch  durch  die 

Gleichung  c  =  \/^a^ — 6*  (§.462)  ihre  ExQcntricität  gege- 
ben, und  man  findet  sofort  die  beiden  Brennpuncte  dieser 
Ellipse,  wenn  man  aus*  dem  einen  Endpunct  B  der  klei- 
nen Axe  mit  dem  Halbmesser  CA  =  a  die  grosse  Axe  A  A' 
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in  den  Puncten  F^  F'  durchschneidet;  denn  es  ist  CF=CF' 

=  y  BF^  —  BC^=  Ya^  —  b\  also  in  der  That  CF=  CF 

=  Cy  woraus  sofort  folgt,  dass  F  und  F'  die  gesuchten  Brenn- 

puncte  sind. 

An  merk.    Da   bei  der  Ellipse  (vor.  §.  5.)  immer  a^h  sein  mnss,  so 

C  C 

mnss   anch  —^  >•  —7-,  d.  i.  A^h  sein.  Finde  daher  in  der  Tor- 
H  A. 

liegenden  Gleichung  (r)  das  umgekehrte  Statt,  nnd  wftre  h>A^  w 
dürfte  man  darin  nur  x  undy  mit  einander  vertanschen,  nm  dadnrcb 
die  Gleichung  By^  A^ Ax^  ^^  C  sn  erhalten,  in  welcher  nun  die  er- 
wähnte Bedingung  vorhanden  ist  i^indem  jetzt  a=  t/^t — r~l  nnd 

6  :=  1/^  I  —^  I  ist] ;  bei  der  Constmction  der  Canre  mnss  man  je- 

doch  auch  die  Coordinatenaxen  mit  einander  verwechseln,  nnd  auf 
die  Absdssenaxe  die  kleine  Axe  der  Ellipse  auftragen.    [IL,  141.] 
Als  Beispiele  können  die  Gleichungen  dienen: 

Erstere  entspricht  einer  Ellipse,  wobei  a-"V^f,  6  =  y^};  die  zweite 
einer  Ellipse,  wobei  a  =»  1/3  auf  der  Ordinaten-,  nnd  6  =  ^2  auf 
der  Abscissenaxe  liegt;  die  letztere  einer  Ellipse,  wobei  a  «-  6  >»  |  /s 
ist,  also  einem  Kreise  vom  Halbmesser  iV^3.     [II.,  141  — 142.] 

§.  465.  Um  endlich  noch  die  (häufig  vorkommende) 
Gleichung  der  Ellipse  zu  entwickeln,  bei  welcher  der  An- 
fangspunct  der  rechtwinkeligen  Coordinaten  im  Scheitel  A 
liegt,  und  die  Abscissen  auf  der  grossen  Axe  A  A'  gezählt 
werden,  wollen  wir  diese,  anstatt  von  vorne  zu  entwickeln, 
durch  blosse  Umwandlung  der  Coordinaten  aus  der  obigen 
Gleichung  L  (§.  460)  herleiten*  Da  nun  der  Ursprung  von 
(7  nach  A'  verlegt  werden,  die  Abscissenaxe  dieselbe,  also 
die  neue  Ordinatenaxe  mit  der  alten  parallel  bleiben  soll; 
so  darf  man  (da  in  §.  446  d  =  —  a  und  S  =  0  wird)  in  der 
genannten  Gleichung I.  oder  in  jener  (1)  (§.  463)  bloss  x—a 
statt  a  setzen,  und  y  ungeändert  lassen.  Dadurch  erhält 
man  aber  fOr  die  gesuchte  Gleichung: 

(2)    y  =  ±-^V'2a4:  — cT^. 

Die    Hyperbel. 
§.406.   Erklärung.  Die  Hyperbel  ist  eine  Curve  von 
r  Eigenschaft,  dass  für  jeden  Punct  M  derselben  die  Dif- 


ferenz  der  Abstände  MF^  MF'  (der  Leitstrahle u)  von 
zwei  festen  Puncten  F^  F'  (den  Brennpuncten)  einer  ge- 
gebenen Greraden  2  a  gleich  ist. 

§.  407.  Mittelst  Puncte  lässt  sich  demnach  die  Hyperbel 
auf  folgende  Weise  construiren.  Zuerst  verbinde  man  die 
beiden  gegebenen  Puncte  F^  F'  (Fig.  53)  durch  die  Gerade  rit.  st.- 
XX\  welche  unbestimmt  verlängert  wird,  halbire  FF'  in 
C,  und  schneide  von  diesem  Puncte  aus  CA=^  C  A  =^a  ab, 
80  sind  -4,  A  die  ersten  Puncte  der  Curve;  denn  es  ist  so- 
fort A  F=  A  F ,  also  für  den  Punct  A : 

F'A  —  FA  =  F'A  +  AA^FA  =  AA  =  2a, 
und  für  jenen  A': 

FA~rA  =  FA+AA-'FA  =  AA  =  2a. 

Um  irgend  einen  andern  Punct  M  der  Hyperbel  zu  fin- 
den, nehme  man  auf  der  Greraden  AX  einen  beliebigen 
Punct  /S,  imd  beschreibe  aus  F'  und  F  beziehungsweise  mit 
den  Halbmessern  AS,  AS  Kreisbögen,  welche  sich  sofort 
in  M  und  m  schneiden  werden ;  femer  beschreibe  man  solche 
Bugen  mit  den  nämlichen  Halbmessern  ASj  AS  respec- 
tive  aus  F  und  F  ,  die  sich  sofort  in  M'  und  m!  schneiden 
Süllen ;  so  sind  diese  vier  Puncte,  von  denen  Jf,  m  und  M\ 
m'  in  Bezug  auf  XX\  so  wie  2f,  M'  und  m,  m'  in  Be- 
ziehung auf  die  durch  C  auf  XX  perpendiculäre  Gerade 
Y  Y  symmetrisch  liegen ,  Puncte  der  Curve.  Denn  es  ist 
z.  B.  für  den  Punct  Mx 

F'M'-FM=AS  —  AS  =  AA=2a; 
dasselbe  gilt  auch  für  die  drei  übrigen  Puncte  M' y  m,  m\ 
Indem  man  nun  fbr  S  inmier  neue  Puncte  der  unbegrenz- 
ten Geraden  A  X  annimmt,  lassen  sich  durch  dasselbe  fort- 
gesetzte Verfahren  so  viele  Puncte  der  Curve  bestimmen, 
als  man  nöthig  findet,  um  durch  sie  die  continuirlichen  Li- 
nien LMAmKunA.L'M'AfnK'y  welche  zusammen  eljen 
die  Hyperbel  bilden,  möglichst  genau  ziehen  zu  können. 

Anmerk.    Da  F' M ^  F M,  d.  i.  2a<FF'  ist,  so  folgt,  dass  bei  die- 
ser Curve  die  Puncte  ^1,  ^1'  immer  zwischen  jenen  F,  F'  liegen. 

§.  468.  Durch  eine  stetige  Bewegung  kann  die  Hy- 
perbel beschrieben   werden,    wenn   man   ein  Lineal  in  dem 
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einen  Brennpuncte  F  so  anbringt,  dasa  sich  dieses  um  den- 
selben drehen  lässt,  während  zugleich  die  eine  Kante  des- 
selben durch  diesen  Drehungspunct  geht;  femer  das  eine 
Ende  eines  Fadens ,  welcher  um  die  gegebene  Gerade 
2a='  AA  länger  als  das  Lineal  (vom  Drehungspunct  bis 
zum  Endpunct  der  erwähnten  Kante  gezählt)  ist,  an  den 
Endpunct  des  Lineals ,  das  andere  Ende  aber  in  den  zwei- 
ten Brennpunct  F  befestiget  ^  und  endlich  mittelst  eine« 
Zeichenstifts  den  Faden  an  die  Kante  des  Lineals  dergestalt 
anhält  und  längs  derselben  hinfuhrt,  dass  bei  der  dadurch 
gleichzeitig  bewirkten  Drehung  des  Lineals,  das  Fadenetfick 
MF  immer  straff  angespannt  bleibt.  Auf  diese  Weise  wird 
der  Stift  einen  Theil,  nämlich  ein  StQck  des  Astes  LMA 
der  Hyperbel  beschreiben ,  welcher  auch ,  durch  gehöriges 
Umwenden  des  Lineals,  unterhalb  der  X X\  nach  AmK 
hin,  fortgesetzt  werden  kann.  Endlich  wird  man  durch  die 
Verwechslung  der  beiden  Brennpuncte,  in  Bezug  auf  dieses 
Verfahren,  durch  die  nämliche  organische  Beschreibung  auch 
den  zweiten  Zweig  L  M'  A  m  IC  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze  (welche  durch  die  Länge  des  Lineals  bedingt  wird) 
erhalten.  Es  ist  nämlich  nach  diesem  Verfahren  in  jeder 
Lage  des  Stifts  M  die  Länge  des  Fadens  =  FM-\-  M  G, 
und  da  diese  zufolge  der  Voraussetzung  auch  =FG'\-2a 
=  FM+  MG  +  2a  ist;  so  folgt i^  M+  MG  =  FM  +  MG 
+  2a  oder  FM—FM=2a. 

Anmcrk.  Obschon  beide  Zweige  LMAmK  und  L'  M'  Ä  m  JC  zn- 
sammen  erst  die  Hyperbel  ausmachen,  so  pflegt  man  doch  gewfihn- 
lich  schon  jedem  dieser  beiden  Zweige  für  sich  diese  Benennung  bei- 
zulegen, und  nennt  in  dieser  Beziehung  die  beiden  Zweige  entge- 
gengesetzte  Hyperbeln. 

§.  4ö0.  Um  für  die  Hyperbel  eine  einfache  Gleichung 
zu  finden ,  nehmen  wir  wieder  die  beiden  Geraden  Ä  X\ 
Y  F ,  welche  sich  in  C  rechtwinkelig  schneiden,  und  gegen 
welche,  wie  die  vorige  Construction  gezeigt,  die  Puncte  der 
Curve  symmetrisch  liegen,  jds  Coordinatenaxen ;  setzen  FF 
=  2  c,  also  CF=^CF'=^Cy  und  bezeichnen  die  Coordinaten 
irgend  eines  Punctes  M  der  Curve  durch  ä?,  y,  so  wie  cnd- 
'•ich  die  Leitstrahlen  FM,,  F'  M  durch  u  und  u\  Dicss  vor- 
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ausgesetzt,  gelten  f&r  den  Punct  M^  als  Durchschnittspunct 
zweier  Kreise,  deren  Halbmesser  u,  u  und  Mittelpuncte  f\ 
F  sind,  die  Gleichungen  (§.400)  (1)  («  — c)*-f.y*  =  M* 
und  (2)  (^  +  c)*-j-y*=tt'*,  so  wie  auch  noch  aus  der  Na- 
tur der  Curve  die  folgende  (3)  u — u=2a.  —  Die  Elimi- 
nation von  ti,  u'  aus  diesen  drei  Gleichungen  führt  zur  ge- 
suchten Gleichung  zwischen  x  und  y.  Werden  zu  diesem 
Ende  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  addirt  und  subtrahirt,  so 
erhält  man  (4)  2{a*  +  i/^  +  c^)  =  u^ +  u^  und  Acx  =  u* 
~  tt*  =  (u'  +  «*)  (w'  —  ^)>  oder,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung 

Q  ^  1^ 

(3):    4cj?  =  2a(w'  +  M),    woraus   u'-j-tt= ,     also    mit 

Rücksicht   auf  die  Differenz  (3),   sofort  (5)  u=—  +aund 


a 
ex 
a 


u  = a  folgt.     Diese  Werthe  von  u  und  u'  in  (4)  sub- 

etituirt,  geben  a*y*  +  (<^ — c*)  a?*  =  a*  (a*  —  c*),  oder,  wenn 
man,  da  (Anmerk.,  §.  467)  CF>  CAy  d.  i.  c>a  sein  muss, 
also  a*  —  c*  <  0  oder  wesentlich  negativ  ist,  a*  —  c*  =  —  b^ 
oder  (m)  c*  —  a*  =  i^  setzt,  auch : 

n.    aV— **^*=— «*^*» 
welches  sofort  die  gesuchte  Gleichung  der  Hyperbel  ist. 

§.  470.  Für  ein  dem  vorigen  paralleles  Coordinaten- 
system,  auf  welches  bezogen  /?,  q  die  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten  des  vorigen  Anfangspunctes  C  sind,  hat  man: 

H'.     a*('y  —  g)*  —  6H^  —  p)*  =  —  «**• 
als  allgemeinere  Gleichung  der  Hyperbel. 

§.  471.  Aus  der  vorigen  Gleichung  (m)  erhält  man  ftir 
die  Excentricität  der  Hyperbel:" 

c  =  db]/a»  +  6»=  CF=  CF. 

Anmerk.  Die  Gleichung  IL  der  Hyperbel  mit  jener  L,  §.  460,  der  El- 
lipse verglichen,  zeigt,  dass  man  aus  der  Gleichung  der  Ellipse  gans 
ein&ch  jene  der  Hyperbel  erh&lt,  indem  man  in  der  erstem  b  Y —  1 
statt  h  setzt.  Aus  diesem  Grande  müssen  sich  auch  durch  diese 
Substitution  alle  für  die  Ellipse  geltenden  Relationen  auf  die  Hy- 
perbel übertragen  lassen;   so  erh&lt  man  z.  B.  aus  dem  Ausdrucke 

der  Excentricit&t  der  Ellipse  c  =  V a}  —  6*,    dadurch  in   der  That 
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jenen  für  di«  Hjrperbel  c^-V^a^+^'f  iu>d  *o  in  allen  übrigen  Fal- 
len. Diese  Bemerkung  ist  wesentlich ,  und  wird  ans  der  mdsten 
Entwickelangen  Air  die  Hyperbel,  sobald  diese  nur  f&r  die  Ellipse 
darchgeführt  sind,  entheben, 

§.  472.  Die  obige  Gleichung  Ü.,  nach  y  aufgelöst,  gibt 
(1 )  y  =  dt  —  \/a*  —  a',  und  durch  Discutirung  dieser  Glei- 
chung findet  man  für  die  Hyperbel  folgende  Haupteigen- 
Bchaften : 

1.  Die  Pnncte  dieser  Cnnre  liegen  in  Being  auf  die  beiden  Axen 
XX*  j  YY  symmetrisch.  [Die  Verwechselnng  der  beiden  Coordi- 
natenaxen  gibt,  wenn  man  in  IL  x  und  y  mit  einander  yertaascht  and 
dann  y  bestimmt: 

(»')  y  -  ±  "T  y  '*+ 6'o 

2.  Für  ar  —  Jt  «  folgt  (ftr  jedes  Zeichen)  y  =  J:  0  ,  also  wird  die 
Abscissenaxe  Ton  der  Hyperbel  in  den  Pnneten  A,   A\  fftr  welche  CA 

■=CÄ'  ^=^a  ist,    geschnitten,    und  die   durch  diese  Pnncte  mit  YT 
parallel  gezogenen  Geraden  berühren  die  Cnrve  (§.  428,  Anmerk.)- 

3.  Für  X  =  0  wird  y  =  ±  6  V —  1 ,  anm  Zeichen ,  dass  die  Ordins- 
tenaxe  Y  Y  yon  der  Hyperbel  nicht  geschnitten  wird ;  and  da  es  über- 
haupt  für  keinen  Werth  yon  x<:a  einen  reellen  Werth  ron  y  gibt,  so 
kann  zwischen  den  beiden  in  2.  erwähnten,  durch  Ä^  A'  mit  YF  ps- 
rallelen  Geraden,  kein  Punct  der  Curve  liegen.  Dagegen  erstreckt  ticfa 
die  Carye  von  da  ans  beziehungsweise  gegen  die  rechte  und  linke  Seite 
hin  bis  ins  Unendliche,  oder  sie  besteht  aas  vier  unendlichen  Asten,  die 
sich  immer  decken,  man  mag  sich  die  Carve  um  die  Abscissen-  oderOr- 
dinatenaxe  umgeschlagen  denken.     (Vergl.  Anmerk.  in  §.  468.) 

4.  Die  mit  der  Ordinatenaxe  Y  Y'  parallelen  Sehnen ,  wie  J/m, 
werden  von  der  Abscissenaxe  X  X\  und  umgekehrt,  die  mit  dieser  lets- 
tem  pR|^alIelen  Sehnen ,  wie  M  M* ,  von  der  Ordinatenaxe  halbirt  and 
perpendicul&r  geschnitten.  Da  man  femer  mit  der  Ellipse  analog,  auf 
der  Ordinatenaxe  zwei  Pnncte  £,  B'  abschneidet,  für  welche  CB^CF> 

=1  6  ^  y  c*  —  a'  (m),  §.  469]  ist,  und  welche  man  sofort  erhält,  indem 
man  Y  Y'  aus  A  oder  A'  mit  dem  Halbmesser  F  C  =  e  in  B  und  ff 
durchschneidet;  so  werden  auch  hier  AA'  und  BB'  Axen  der  Hyperbel 
genannt,  und  zwar  heisst  A  A'  die  erste,  od^  Haupt-,  auch  Qaer- 
Axe,  und  jene  B B'  (die  also  nur,  da  ihre  Endpuncte  nicht  in  der 
Curve  liegen,  eine  eingebildete  Axe  ist)  die  zweite  oder  conjngirte 
Axe.  Eben  so  heissen  auch  hier  die  Endpuncte  A,  A*  der  ersten  Axe, 
da  sie  zugleich  Pnncte  der  Curve  sind,  Scheiteln  der  HyperbeL 

5.  Jede  durch  den  Punct  C  gezogene  Sehne  HH'  wird  in  demsel- 
ben halbirt.    Denn  verbindet   man  mit  der  Gleichung  II.    der  Hyperbel 
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jene  der  Secante  H H\  nAmlich  if  ^  Ax  (oder  kürzer,  setzt  man  — 
Anmcrk. ,  §.  47 1  —  ia  den  analogen  Ansdrücken  der  Ellipse,  in  7^ 
§.463,  6  V  —  1  statt  6),  so  erhftlt  man  als  Coordinaten  der  Durchschnitts- 
pnncte  H,  H' : 

-£.  a6  :^  Aab 

worans  wieder  (wie  bei  der  Ellipte)  die  Congrnenz  der  beiden  recht- 
winkeligen  Dreiecke  ChH,  CK H\  also  die  Gleichheit  von  C^  nnd 
CH'  folgt.  Es  heisst  daher  auch  hier  dieser  Pnnct  C  der  Mittel- 
pnnct,  and  jede  durch  denselben  gezogene  Sehne  HIT  Durchmesser 
oder  Diameter  der  Hyperbel. 

6.  Die  beiden  vorigen  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Durchschnitts- 
puncte  J5r,  H'  desDurdimessers  J^TIT'  nur  mOglich  sind,  so  Iange6>'i4a 

oder  A<c ist  Für-4> —  erhält  der  Durchmesser  eine  solche  Nei- 

a  a 

gnng  gegen    die  Abscissenaxe ,    also  Oberhaupt   eine  solche  Lage   U  Ü' 

gegen  die  Curve,  dass  er  diese  nicht  treffen  kann,    und  sonach  imaginär 

wird. 

7.  Für  ui*  a'  =  6"  oder  ^  «b  ^ werden   die  Coordinaten   dieser 

'  a 

Durchschnittspuncte  H,  H*  Unendlich.  Zieht  man  daher  einen  Diameter, 
welcher  gegen  XX'  so  geneigt  ist,  dass  die  Tangente  des  Neigungs- 
winkels den  Werth  ^  —  H oder erhält;  so  trifft  diese  die  Hy- 

a  a 

perbel  auf  beiden  Seiten  erst  in  unendlicher  Entfernung.  Diese  beiden 
merkwürdigen  Durchmesser  werden  aber  construirt ,  indem  man  in  dem 
einen  Scheitelpuncte,  z.  B.  ^,  auf  XX*  ein  Perpendikel  errichtet,  dar- 
auf auf-  und  abwärts  die  Stücke  ^  Q  »>  ul  Q'  »«  6  abschneidet ,  und  die 
Puncte  Q  Q'  mit  dem  Mittelpnncte  C  verbindet;  denn  man  hat  für  diese 
Verbindungslinien  ^Cq  und  QiCq\  sofort: 

lang  dCA  =  -< und    tasng  Q  CA  =  ^->  — . 

a  a 

Für  irgend  eine  Abscisse  CP^^x  ist,  wenn  man  die  zugehörige 
Ordinate  PM  der  Curve  durch  y  und  jene  PN  der  eben  genannten  Ge- 
raden   CQ   durch  y    bezeichnet:  y*  =  — j-x*— •6'   (Gleichung  II.)    und 

y*»— Y^'  (quadrirte  Gleichung  der  Geraden  CQ^\   es  ist  also  auch, 

wenn  man  abzieht :  y'* — y*  —  fr"  oder  {y  +y)(y  — y)  =  6*,  und  dar- 

aus  y — yy   d.  i.  NM  ^^   ,        .    Da  nun  zufolge  der  Gleichungen  der 

Hyperbel  und  der  Geraden  CQ^  y  und  y  mit  x  fortwährend  zunehmen; 
so  nimmt,  während  x  über  alle  Grenzen  hinaus  wächst,  NM  unendlich 
ab  und  verschwindet  für  x  — >  ^o  gänzlich.  Diese  beiden  Geraden  QCq 
und  QiCq'  besitzen  also  die  merkwürdige  Eigenschaft,    dass  sich  ihnen 
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die  Aest«  der  Hyperbel  immer  mehr  and  mehr  n&hem,  ohne  Yon  diesen 
jemals  erreicht  zu  werden;  aus  diesem  Grunde  werden  sie  Asympto- 
ten nnd  der  Yon  ihnen  eingeschlossene  Winkel  Asymptotenwinkcl 
genannt. 

8.  Ans  6.  folgt ,  dass  diese  Asymptoten  sogleich  die  Grenzen  zwi- 
schen den  reellen  und  imaginftren  Durchmessern  der  Hyperbel  bilden. 

9.  Für   6  —  a   wird  die  Hyperbel  gleichseitig  genannt ;  ihre 

Gleichung  ist:  y  —  ±  Vx*—^a\    Der  Asymptotenwinkel  ist  ein  Bech- 

ö 
ter ;  denn  man  hat  Uutg  QCA^~-  =  \^   also  QC^  -»  45*  nnd  QCQ 

=  2QC.d«90*. 

§.  473.  Hat  man  bei  Auflösung  einer  Aufgabe  und 
der  Anwendung  rechtwinkeliger  Coordinaten  die  Glei- 
chung (r)  Ay^  —  Bx^  =  —  C  erhalten,  so  ist  ihr  geometri- 
scher Ort,  wie  die  Vergleichung  dieser,  mit  der  Glei- 
chung n.  (§.  469)  [wenn  man  beide  auf  die  Form  bringt: 

—  y*— — «»  =  — 1   und  —y«  — -5««  =  — 1]    zeigt,   eine 
Hyperbel,  für  welche  die  Halbaxen  die  Werthe  haben: 

Sind   nun  die   beiden  Axen  ^-4'  =  2a  und  Bjy  =  2b 
Fig.  5B.  (Fig.  53)  aufgetragen,  so  findet  man  zufolge  der  Gleichung 

c=CF=  CF'  =  ya^  +  b^  (§.  471)  die  Brennpuncte,  in- 

dem  man  aus  C  mit  der  Entfernung   AB  =  \/a*  -\-  b^  die 

Abscissenaxe  in  den  Puucten  F  und  F'  durchschneidet. 

A  n  m  e  r  k.  Da  in  der  Hyperbel  a  >- ,  =  oder  <:  6  sein  kann ;  so 
kann  auch  in  der  Gleichung  (r)  hinsichtlich  der  Grösse,  A  gegen 
B  wie  immer  beschaffen  sein. 

W&re  aber  C  negativ,  also  die  Gleichung  yon  der  Form 
Ay^ — Bx*=  C;  so  dürfte  man  nur  x  nnd  y  mit  einander  Tertaa- 
sehen,  um  dadurch  — By*  +  -^^*=C^  oder  ßy'  — ^x'=  — C, 
also  abermals  die  Gleichung  einer  Hyperbel  an  erhalten,  mit  dem 
einzigen  Unterschiede,  dass  nun  die  Abscissen  auf  der  zweiten  Axe 
gesfthlt  werden ,  also  bei  der  Construetion  dieser  Hyperbel ,  ihre 
erste  Axe  auf  die  Ordinaten-  und  sweite  Axe  auf  die  Absciü^en- 
axe  aufzutragen  kommt;  dabei  ist  nun 


a=|/(^')„nd6-V/(^> 


Als  Beispiele  können  die  Gleichungen  dienen:  2^^  —  4x'»»— 7 
und  ^y*  ~  J  X*  =  2,  deren  geometrische  Ocrter  sofort  Hyperbeln 
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sind,  bei  welchen  beiiehnngsweise  die  1.  und  2.  Axc  |/7  nnd 
y\^  nuf  die  Abscissen»  und  Onlinntcnaxc,  dann  4  und  2^6  auf 
die  Ordinaten-  und  Abscissenaxe  fallen  [IL,  153]. 

§.  4T4.  Um  endlich  noch  für  die  Hyperbel  die  Glei- 
chung zu  entwickeln,  bei  welcher  der  Ursprung  der  Coor- 
dinäten  in  einem  der  Scheiteln  Ä*  oder  A  liegt,  darf  man 
wieder  nur  in  der  obigen  Gleichung  ü.  (§.  469)  statt  x, 
im  erstem  Falle  a  —  a  und  im  letztem  a:-{-a  setzen.  Man 
erbält  in  diesen  beiden  Fällen,  wenn  man  die  Gleichung 
immer  gleich  nach  t/  auflöst,  beziehungsweise: 

(2)   y  =  ±ll/.-iCr2^   ^d    (2-)^  =±±l/iM^2^ 

[Auch  wird  jene  (2)  unmittelbar  aus  ihrer  analogen 
der  Ellipse  (2) ,  §.  465  durch  die  in  §.  471  bemerkte  Sub- 
8titntion  von  b  J/—  1  statt  b  erhalten.] 

Die  Parabel. 

§.  415.  Erklärung.  Die  Parabel  ist  eine  Curve  von 
solcher  Beschaffenheit ,  dass  jeder  ihrer  Puncto  Af  (Fig.  54)  ^Mr  m. 
von  einer  festen  Geraden  CC  eben  so  weit,  als  von  einem 
bestimmten  fixen  Punct  F  absteht,  also  die  Relation  be- 
steht: MD  =  MF.  Dieser  feste  Punct  F  wird  wieder 
Brennpunct,  jede  aus  demselben  an  die  Curve  gezogene 
Gerade  FM  Leitstrahl  (Radiusvector),  so  wie  end- 
lich die  feste  Gerade  CC  Leitlinie  (Directrix)  ge- 
nannt. 

§.  476.  Die  Parabel  kann  demnach  mittelst  Puncte 
auf  folgende  Art  construirt  werden :  durch  den  Brennpunct 
F  ziehe  man  auf  die  gegebene  Leitlinie  CC  das  Perpen- 
dikel BFX  von  unbestimmter  Länge  und  halbire  das  Stück 
BFin  A;  so  ist  fiirs  Erste  A  ein  Punct  der  Curve,  weil 
AF^AB  ist. 

Um  femer  irgend  einen  andern  Punct  der  Parabel  zu 
erhalten,   errichte  man   in  einem   beliebigen  Puncte  P  der 
von  B  über  F  hinaus  verlängerten  Geraden  A  X,  auf  diese  n 
ein  Perpendikel  LPIJ  und   durchschneide  dasselbe  aus   F 


mit  dem  Halbmesser  BP  in  M  und  m;  0o  sind  dieses  2 
neue ,  und  zwar  gegen  die  Gerade  A  X  symmetrisch  He- 
gende Puncte  derCurve;  denn  man  hat  MF=Pß=MD, 
oder  es  steht  M  von  F  eben  so  weit  als  von  CC  ab;  das- 
selbe gilt  auch  vom  Puncte  m.  —  Errichtet  man  nun  diese 
Perpendikel  in  immer  neuen  Puncten  der  AJL,  und  ver- 
fährt mit  jedem  auf  die  eben  beschriebene  Weise;  so  er- 
hält man  eine  Reihe  von  Puncten,  welche  (wenn  sie  ein- 
ander schon  hinlänglich  nahe  liegen) ,  durch  eine  ununter- 
brochene Linie  verbunden,  die  Curve  KMAmK'  oder  die 
Parabel  geben. 

§.  477.  Durch  eine  stetige  Bewegung  kann  jeder  der 
beiden  Aeste  der  Parabel  beschrieben  werden,  wenn  man 
die  Einrichtung  trifft,  dass  von  einem  (rechtwinkeligen) 
Winkelhaken  GDH^  der  eine  Schenkel  DG  bxl  der  Leit- 
linie CC  hingleitet,  während  an  einem  Faden  von  der  Länge 
des  zweiten  Schenkels  DH^  dessen  eines  Ende  im  Breon- 
puncte  F^  das  andere  in  H  (als  Endpunct  des  letztem 
Schenkels)  befestigt  ist,  ein  Zeichenstift  angelegt  und  längs 
der  Kante  dieses  Schenkels  HD  so  geführt  wird,  dass  da- 
bei das  Fadenstück  FM  inuner  straff  angespannt  bleibt. 
Denn  es  ist  dann  in  jeder  Lage  des  Winkelhakens,  in  wel- 
cher der  beschreibende  Stift  in  M  ist,  die  Fadenlänge 
FM  +  MH=  DM  4-  MH,   also  immer  MF=  MD, 

Durch  gehöriges  Umkehren  des  Winkelhakens  erh&lt  man  eben  so 
den  anter  der  AX  liegenden  Ast  der  Curve. 

§.  478.  Um  für  die  Parabel  eine  einfache  Gleichung 
zu  finden,  nehmen  wir  die  Gerade  AX^  gegen  welche  so 
fort  je  zwei  Puncte  der  Curve,  wie  M  und  tn,  symmetrisch 
liegen,  zur  Abscissenaxe ,  und  den  Punct  A  zum  Ursprung 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten;  setzen  die  gegebene  Ent- 
fernung AF=Aß=^iBF=^Oy  und  bezeichnen  die  Coor- 
dinaten eines  beliebigen  Punctes  M  der  Curve  durch  x,y, 
so  wie  endlich  den  zugehörigen  Leitstrahl  FM  durch  u. 
Diess  vorausgesetzt,  ist  die  Gleichung  des  Perpendikels 
LPL\    als   einer   mit   der   Ordinatenaxe  in  dem  Abstand 


Ml 

II —  <?  parallelen  Geraden  [indem  AP^^BP — AB  =  u  —  e 
ist,  §.  392,  (7)]:  «  =  u  —  c;  femer  die  Gleichung  des  aus 
F  mit  dem  Halbmesser  u  beschriebenen  Kreisbogens  (mit 
welchem  das  vorige  Perpendikel  durchschnitten  wurde, 
§.  400) :  (x  —  c)*  -j-  y^  =  u\  Die  Elimination  von  u  aus 
diesen  beiden  Gleichungen  pbt ,  wegen  u  =  c  +  »'i?  >  sofort 
(x  —  c)*  —  (c  4-^)' +y'  =  0,  d.  i.  y*  =  4ca:,  oder,  wenn 
man  4c  =p  setzt,  wodurch  (m)  c  =  AF=\p  und  (n)  u  =  a 
+  \p  wird,  auch  HI.  y*=/)4?,  als  Gleichung  der 
Parabel,    bezogen  auf  die  Coordinatenazen  A  X^   YA  Y\ 

§.  479.  Für  ein  dem  eben  genannten  paralleles  Axen- 
sjstem ,  auf  welches  bezogen  der  vorige  Anfangspunct  A 
die  Coordinaten  d  und  S  besitzt,  erhält  man  als  allgemeinere 
Gleichung  der  Parabel :  IQ',  (y  —  J)*  =  p  («  —  d). 

§.  480.  Die  Gleichung  IQ.,  nach  y  aufgelöst,  erh&lt 
man:  (1)  y  =  ±|/pa?,  welche  letztere  Gleichung  sofort 
ganz  einfach  folgende  Haupteigenschaften  der  Parabel  zu 
erkennen  gibt: 

1.  Die  Caire  besteht  ans  swei  gegen  die  Abscissenaze  8 7 m me- 
trig che  Aeste,  welche  sich  nur  nach  der  Seite  der  positiren  x, 
imd  zwar  bis  ins  Unendliche  erstrecken.  Die  Gerade  AX^  welche  so- 
nach die  mit  der  Ordinatenaxe  YY*  parallelen  Sehnen,  wie  3fm,  per- 
pendiknUr  halbirt,  heisst  wieder  Axe  der  Parabel. 

2.  Da  Ar  X  »-  0,  y  =  db  0  wird  ;  so  wird  die  Cnnre  imSoheitel 
A  von  der  Ordinatenaxe  berOhrt  (§.  428,  Anmerknng). 

3.  Ftkr  x  =  ^/>,  welches  sofort  der  Abstand  des  Brennpnnctes  F 
rom  Scheitel  A  ist  [§.  478,  (m)] ,  wird  jr  =  di  4  /> :  die  im  Brennpnncte 
errichtete  Sehne  ist  also,  als  doppelte  Ordinate  2^,  sofort  =/i,  ans 
welchem  Grande  auch  diese  Sehne  p  der  Parameter  der  Parabel  ge- 
nannt wird. 

§.  481.  Ist  man  bei  Auflösung  einer  Aufgabe  auf  die 
Gleichung  y*  =  Aa  gekommen,  so  ist  ihr  Ort,  wie  aus  der 
Gleichung  m,  (§.  478)  folgt,  eine  Parabel  vom  Parameter 
Af  deren  Axe  auf  der  Abscissenaxe  in  der  Richtung  der 
positiven  x  und  Scheitel  im  Ursprünge  der  rechtwinkeligen 
Coordinaten  liegt.  Trägt  man  also  auf  der  Abscissenaxe 
vom  Ursprünge  A  aus,  die  Abscisse  {A  auf;   so  hat  man 
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den  Brennpuncty  und  dadurch  auch  dofi  Mittel,  die  Panibd 
nach  §.  476  oder  §.  477  conetruiren  zu  können. 

A n m e r k.  W&re  Ä  negativ,  so  würde  die  Axe  der  Parabel  anf 
der  Seite  der  negativen  x  liegen.  H&tte  man  hingegen  die  Glei. 
chnng  ar'  t»  ^  J^y ,  go  würde  die  Axe  der  entsprechendep  Plnabfll 
in  der  Ordinatenaxe,  ni^d  xwar  bexiehongsweiBe  in  der  Biditmig  der 
positiven  oder  negativen  y  liegen. 

Als  Beispiele  kOnnen  die  Gleichungen  dienen:  jr'  =  8x,  $*  = 
—  }7  and  x'  =  3^;  sie  entsprechen  Parabeln,  deren  Axen  bene- 
hnngsweise  anf  der  Abscissenaxe  nach  der  Seite  der  positiven,  dsm 
der  negativen  x  nnd  endlich  anf  der  Ordinatraaxe  in  der  Blchtang 
der  positiven  y  liegen,  nnd  die  Parameter  8,  }  nnd  3  besitzen. 
PL,  158.] 

§1  482.  Um  die  wechselseitige  Beziehung  ersichtlich 
zu  machen,  welche  zwischen  den  eben  abgehandelten  3  Cur- 
ven  besteht  9  wollen  wir  in  den  Gleichungen  der  Ellipse 
und  Hyperbel  [§.  465  und  §.  474,  (2),  wenn  man  quadrirt] 

y *  =  -j  (2  a4?  —  a^)  und  y •  =  —  (x*  —  2  ax)  sofort  («)  —  =Pi 
also  -^  ==  —  setzen ;  dadurch  erhält  man  für  die  genannten 

Gleichungen :  y *  =  —  (2aa  —  «*)  und  y '  = (2  a « — «'). 

Lfässt  man  nun  in  der  erstem  a  immerfort  zimehmen,  wäh- 
rend p  ungeändert  bleiben  soll  [was  nach  {i)  bei  gehöriger 
Amiahme  von  b  immer  möglich  ist] ,   so   wird   endlich  für 

a  =  oo  der  Quotient =  0,  und  die  Gleichung  der  El- 
lipse verwandelt  sich  in  die  der  Parabel  y^=j>'9  bo,  daes 
man  also  die  Parabel  als  eine  Ellipse  ansehen  kann,  deren 
erste  Axe  unendlich  gross  ist,  und  Mittelpunct  daher  yom 
Scheitel  ebenfalls  unendlich  weit  absteht. 

Es  lassen  sich  demnach  diese  3  Curven  durch  die  em- 

zige  Gleichung  y*  =  ± — (2ax  —  a*)  darstellen,  in  welcher 

das  obere  24eichen  fbr  die  Ellipse,  das  untere  f&r  die  Hy- 
perbel gilt,  und  in  welcher  fOr  die  Parabel  2a  =  OQ  mit 
dem  obem  Zeichen  (wenn  nämlich  ihre  Aze  in  der  Rich- 
tpog  der  positiven  ^  liegen.  sqU)  zu  pebmfn  ist. 


§.  488.  Die  im  Brennpuocte  F  oder  F  errichtete  Or- 
dinate ist  in  der  EUipae  [dazu  darf  man  in  (l),  §•  463,  nur 
«  =  ±c,  also  «•  =  c*  =  a'  —  6*  setzen]: 

y  =  -^|/a'-^  =  ±  — , 

ond  in  der  Hyperbel  [eben  so  in  (1),  §.  472,  «  =  ±  c,  also 

«*  =  c*  =  a*  +  6*  gesetzt] : 

Es  ist  also  in  beiden  Curven  die  im  Brennpunete  er- 
richtete perpendikulftre  Sehne  oder  doppelte  Ordinftte  gleich 

-. — =j>  [Gl.  («),  §.  482],  und  da  diese  Sehne,    wie  in  der 

A 

Parabel,  auch  hier  Parameter  genannt  wird;  so  folgt, 
da  man  aus  der  vorigen  Gleichung  die  Proportion  2  a :  2  & 
=  26:|>  hat,  das«  in  der  Ellipse  und  Hyperbel  der  Para- 
meter eine  dritte  Proportionallinie  zur  ersten  und  zweiten 
Axe  ist 

§.  484.  Schliesslich  folgt,  dass  die  genannten  3  Cur- 
ven  durch  die  Gleichung  {Ä)  y^=pa!-\-  qss^  dargestellt 
werden  können ,  in  welcher  p  für  alle  3  Curven  den  Para- 
meter oder  die  im  Brennpunete  auf  die  erste  Axe  perpen- 
dikuläre  Sehne  bezeichnet,   und  wobei   für  die   Parabel 

j  =  0,   für  die  Ellipse   g  =  —  ^7= T»   negativ, 

und  ihr  die  Hyperbel   y  =  H =  H ,  positiv  ist. 

[n.,  160.] 
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Siebentes  Capitel. 

Ueber    die    Linien   des  zweiten    Ordnung    oder   die 

geometrische  Bedeutung  einer  Gleichung  des  zweiten 

Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen. 

Eintheilung  der  krummen  Linien  in  verscliie» 

dene  Ordnungen. 

§.  48$.  Da  die  im  §.  445  zur  Transformation  der  Co- 
ordinaten  entwickelten  Formeln  (1)  vom  ersten  Grade 
eindy  so  kann  der  Grad  einer  Gleichung  zwischen  üb  und  y, 
bei  dem  Uebergange  von  einem  Parallel -Coordinatensystem 
auf  ein  ähnliches ,  durchaus  nicht  geändert  werden.  Denn 
ist  z.  B.  die  ursprüngliche  Gleichung  vom  n^  Grad,  enthalt 
sie  also  Glieder  wie  Aa^^  B\f^  und  Cx^y^y  wo  p-^-q  höch- 
stens =n  ist ;  so  entstehen  durch  die  Substitution  der  Wertbe 
von  X  und  y  aus  den  genannten  Gleichungen  (I)  offenbar 
wieder  Glieder  von  der  Form  A'x'^^  Ry^^  und  C'd?''y'«,  und 
es  bleibt  sonach  die  transformirte  Gleichung  in  x'^  y'  eben- 
falls wieder  vom  n***  Grad.  (Vergl.  §,  391,  Anmerk.  und 
§.  400,  Anmerk.  2.) 

§.  486.  Da  also  der  Grad  der  Gleichung  einer  regel- 
mässigen, d.  i.  nach  irgend  einem  Gesetze  gebildeten  Curre 
keinesweges  von  dem  willkürlich  gewählten  Coordinaten- 
sjstem,  sondern  wesentlich  von  der  Natur  dieser  krummen 
Linie  selbst  abhängt ;  so  kann  man  alle  solche  Curven  sehr 
passend  imd  charakteristisch  nach  dem  Grade  ihrer  entspre- 
chenden Gleichungen  eintheilen.  Es  werden  auch  in  der 
That  die  Linien,  je  nachdem  die  entsprechende  algebrai- 
sche, auf  eine  rationale  Form  gebrachte  Gleichung  vom  1., 
2., . . .  n.  Grad  ist ,  in  Linien  der  1. ,  2., . . .  n.  Ordnung  ge- 
theilt;  es  gehören  sonach  die  gerade  Linie  zu  den  Linien 
der  ersten,  der  Kreis,  die  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel 
zu  den  Linien  der  zweiten  Ordnung. 

Anmerk.    Linien ,  denen  transcendente  Oleicfanngen  entsprechen,  beii- 
»en  transcendente  Canren. 


§.  48Y.  Aus  dieser  Eintheilung  folgt  unmittelbar,  dass 
eine  Linie  der  n.  Ordnung  von  einer  geraden  Linie  höch- 
stens in  n  Puncten  geschnitten  werden  kann.  Denn  nimmt 
man  die  schneidende  Gerade  zur  Abscissenaxe ,  setzt  also 
in  der  gegebenen  Gleichung,  die  sofort  zwischen  x  und  y 
Yom  n^  Grad  ist,  um  die  Durchschnitt  spuncte  zu  erhalten, 
y  =  0 ;  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  ^,  die  sonach  höch- 
stens vom  n.  Grad  sein,  also  für  a  höchstens  n  Werthe 
liefern  kann ;  und  da  jeder  derselben ,  wenn  er  reell  ist 
(als  entsprechende  Abscisse)  einen  Durchschnittspunct  die- 
ser Geraden  mit  der  Curve  anzeigt,  so  kann  es  in  der  That 
nicht  mehr  als  n  Durchschnittspuncte  geben.  Weniger  als 
n  Durchschnittspuncte  (wenn  in  der  Gleichung  der  Curve 
X  wirklich  mit  dem  höchsten  Exponenten  n  erscheint)  finden 
Statt,  wenn  die  Gleichung  in  a  auch  imaginäre  Wurzeln 
(die  sofort,  §.  164,  immer  paarweise  vorkommen  müssen) 
besitzt,  oder,  wenn  die  Abscissenaxe  als  schneidende  Ge- 
rade, eine  solche  Lage  hat,  dass  einer  oder  mehrere  die- 
ser Durchschnittspuncte  unendlich  weit  liegen,  oder  dafür 
dr  =  cx>  wird,  also  diese  Durchschnitte  eigentlich  gar  nicht 
Statt  finden. 

§.  488.  Da  die  allgemeine  Gleichung  des  ersten 
Grades  zwischen  x  und  y  die  Form  hat:  Ay-^-Ba-^-  C=0, 
dieses  aber  (§.  412)  die  Gleichung  einer  geraden  Linie  ist; 
so  folgt,  dass  zu  den  Linien  der  ersten  Ordnung  nur  die 
Gerade  gehört. 

§.  489.  Die  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Ghu- 
des  zwischen  x  und  y  ist  von  der  Form: 

(1)    Ay^'\-Bxy  +  Cx^  +  Dy-\-Ex  +  F=Q, 

und  diese  Gleichung,  in  welcher  wir  die  sämmtlichen  Coef- 
ficienten  als  reelle  Grössen  voraussetzen,  ist  es,  deren  geo- 
metrische Bedeutung  wir  in  <Cesem  Capitel  erörtern  wollen; 
folglich  sind  es  die  Linien  zweiter  Ordnung,  mit  denen 
wir  uns  hier  zu  beschäftigen  haben. 

In   Absicht   auf  die   folgenden  Transformationen    wird   es   gnt  sein 
gleich  im  Voraus  lu  bemerken,    dass    wir   darauf  ausgehen   lu  seigen, 


duB  sich  diese  allgemeine  Gleichung  (1)  durch  paMende  Tmssfonnatio. 
nen  immer  anf  einender  beiden  folgenden:  My*  -|*  Nx*  =  P  and  jf^=»Q7, 
Ton  denen  (§§.  460,  469,  478}  die  entere  einer  EUipae  oder  Hjperbd 
nud  die  letztere  einer  Parabel  angehört,  redneiren  lasse:  dass  also  dicM 
8  Carven  mit  Einschlass  ihrer  Yariet&ten  den  Inbegriff  der  linien  der 
aweiten  Ordnung  ausmachen. 

Vereinfachung  der  vorigen  Gleichung  (1)  durch 
Transformation   der  Coordinaten. 

§.  400.  Man  kann  immerhin  annehmen ,  daes  sich  die 
Curve  oder  Gleichung  (1)  auf  rechtwinkelige  Coor- 
dinaten bezieht  [indem  beim  Uebergange  von  schiefwinkeli- 
gen auf  rechtwinkelige  Coordinaten  die  Form  dieser  Glei- 
chung (1)  die  nämliche  bleibt],  und  diese,  um  das  Glied 
in  xy  hinauszuschaffen,  für  ein  neues  rechtwinkeliges  Axen- 
system,  welches  den  nämlichen  Ursprung  besitzt,  transfor- 
miren.  Dazu  darf  man  nur  in  dieser  Gleichung  (1)  iur 
a  und  y  die  Werthe  aus  §.  447,  d.  i.  xcosa  —  ysina  und 
«  «n  a  4"  y  <^08  oLy  wobei  f&r  unsern  Zweck  %  eine  willkür- 
liche, noch  unbestimmte  Grösse  ist  (vergleiche  §.  444), 
substituiren ,  wodurch  man,  wenn  Kürze  halber 

A  cos  a*  —  B  sina  cos  a  -f-  Csin  «^  ==  M, 

A  sin  a*  -}■•  JS  sin  a  cos  OL -^  C  cos  a^  =*=  N, 

2Asina  cos  a  —  S  sin  «•  -f"  -^  ^ö*  **  —  2Csin  a  cos  a  =  i, 

D  cos  OL  —  S8in%  =  R   und   Dsina^  JEcosa  =  S 

gesetzt  wird,  die  Gleichung  erhält: 

My^  H-  Lay  +  Nx^  -f-  i2y  +  S^  -f  F=  0. 

Um  nun  daraus  das  Glied  in  ^y  wegzuschafl^,  darf 
man  bloss  die  imbestimmte  Grösse  a  aus  der  Bedingungs- 
gleichung X=0  bestimmen.  Diese  Gleichung  ist  aber,  wenn 
man  substituirt  imd  berücksichtiget,  dass  2«tnaco«a=:stf}2a 
und   cos  06*  —  «n  a*  =  cos  2a   ist ,    sofort   {A  —  C)  «m  2a  + 

Äco«2a  =  0,  und  daraus  folgt:  (n)  tang 2aL=z —     ^^ 

Da  aber  die  Tangente  jeden  reellen  positiven  oder  ne- 
gativen Werth  von  Null  bis  Unendlich  annehmen  kann,  so 
gibt  es,  die  (reellen)  Coefficienten  Ay  B^  C  mOgeA  wie  iio- 


mer  beflchaffen  sein,  immer  einen  Winkel  a,  wc^r  diese 
Bedingungsgleichung  besteht,  also  ans  der  vorigen  Glei- 
chung das  Glied  in  xy  verschwindet  und  sofort  die  Form: 
(2)  ü/y*  +  iV4?*  +  Äy  +  5*  +  F=  0  erhält. 

Da  in  den  Goeffidenten   Af,  N^  B,  S  dieser  deichnog ,  wie  die  rori- 
gea  Aneditkicke  leigen,   Ton   s  bloss  der  Sinns  and  Cosinus  Torkonunt, 

fiwner    (S.  W)   «Miflc= /4(1  —  cot 2«),    <»•*— Ki(l +cm2*)   und 

(§.  18)  Mmia=r    ^       ^         =s,   ettt2g  — -r  =,   also,   wenn 

KlH-toi«y2x*  Vl+fon^Sa* 

nun  ans  (n)  snbstitnirt : 

(/>)  #m2xa«-r —  ■   und  cos  2a ^= 


V  (A  —  cy  4-  B*  K(-4  —  Qi  4  B* 

ist;  so  können  diese  genannten  Coeffidenten  leicht  bestinunt  werben. 

§.  491.  Um  femer  aus  der  vorigen  Gleichung  (2)  auch 
noch  die  Glieder  in  x  und  y  wegzuschaffen ,  nehmen  wir 
zu  einer  neuen  Transformation  unsere  Zuflucht,  bei  welcher 
nur  der  Ursprung  verändert ,  die  neuen  Axen  aber  den  al- 
ten parallel  bleiben  sollen.  Dazu  wird  man  also  in  der  ge- 
nannten Gleichung  (2)  (§.  446)  statt  x  und  y,  x-^-d  und 
y  -{-i  setzen ;  dadurch  erhält  man : 

(3)    My^  +  Nx^  +  {2Mi  +  R)y  +  {2Nd  +  S)x-\' 

MS^  +  Nd^  +  RS  +  Sd  +  F^O. 

Um  aber  aus  dieser  Gleichung  die  genannten  Glieder 
in  X  und  y  zu  eliminiren,  muss  man  die  hier  noch  unbe- 
stimmten Grössen  d  und  S  aus  den  beiden  Bedingungsglei- 
chungen 2iVd+S  =  0  und  23/3 +Ä  =  0  bestimmen«  wo- 

S  R 

durch  man  erhält :  (q)  d  = —  imd  5  = —-. 

^^"^  2N  21/ 

In  Bezug  auf  diese  Werthe  von  d  und  S  lassen  sich 
jedoch  die  nachstehenden  3  ÜTpothesen  aufstellen. 

§.  492.  1)  M  und  N  sind  von  Null  verschieden,  d.  i. 
es  fehlt  in  der  Gleichung  (2)  (§.  490)  weder  das  Glied  in 
y*  noch  jenes  in  x\ 

In  diesem  Falle  sind  d  und  S  reelle  endliche  Grös- 
sen, und  die  Gleichung  (3)  erhält  die  einfache  Form; 

(4)     My*  +  Nx*  =  R 


§.  4M.  2)  Es  ist  entweder  M  oder  N  Null,  d.  h. 
es  fehlt  in  der  Gleichung  (2)  entweder  das  Glied  in  y* 
oder  in  «■. 

In  diesem  Falle  wird,  wenn  z.  B.  A^=0  ist,  hinge- 
gen Af,  R^  S  oder  wenigstens  M  und  S  nicht  Null  sind, 
S  reell  und  endlich,  dagegen  (2  =  co,  zum  Beweis,. dass 
die  beabsichtigte  Transformation  in  diesem  Falle  nicht  vor- 
genommen werden  kann.  Dagegen  kann  man  jetzt  nebst 
dem  Gliede  in  y,  auch  jenes  ohne  a  und  y  wegschaffen; 
denn  dazu  darf  man  die  Grössen  d  und  S  nur  aus  den  Glei- 
chungen 2MS  +  R  =  0  und  MS*  +  RS  +  Sd  +  F  =  0 
bestimmen,  wodurch  man 

S  = —    und     d= \, 

(welche  Werthe,  der  Annahme  zufolge,  sofort  reell  und 
endlich  sind),  und  damit  aus  (3)  die  Gleichung  My*  ^  &r =0, 

oder   für  —  -—  =  Q,  jene  (4')  y*=  Qa?  erhält,   in    welche 

Ja 

nun  die  obige  Gleichung  (2)  übergeht.  —  Wäre  dagegen 
Jf=0  und  N,  Ä,  S  oder  wenigstens  N  und  R  von  Null 
verschieden,  wodurch  dann  in  (j)  (§,  491)  S  =  oo  würde; 
so   liesse  sich  auf  die   nämliche  Art  die  Gleichung  (2)  auf 

die  Form  iVi*4-Äy  =  0,  oder,  wenn  man  — ^-.=  0'  setzt, 

N 

auf  jene  x*  =  Q^y  bringen ,  eine  Gleichung  jedoch ,  welche 
schon  in  der  vorigen  (i')  enthalten  ist,  indem  man  darin 
nur  a  und  y,  d.  i.  die  beiden  Coordinatenaxen  mit  einander 
vertauschen  darf. 

A  n xn  e  r  k.  Die  Hypothese  Ton  1/  «•  0  and  iV»»  0,  nach  welcher  in 
der  obigen  Gleichung  (2)  die  Glieder  in  y*  and  x'  gleichseitig  weg- 
fielen, kann  hier  nicht  Statt  haben;  denn  setzt  man  in  diesen  bei- 
den Gleichangen  ftr  M  and  N  die  Werthe  ans  §.  490,   so  erhalt 

man  ganz  ein£eu^  darans  tangi*^- — ^ — ,  welcher  Werth  mit  je- 

nem  (n)  (desselben  Paragraphes)  yerglichen ,  anf  die  Gleichaag 
(il  — 0)*  +  ^'  — 0  führt,  und  da  diese  nur  för  A^C  and  B  =  0 
bestehen  kann;  so  wftrde  diese  Hypothese  die  allgemeine  Gleidiang 
(1)  beschränken  and  saaf  einen  speciellen  Fall  (auf  jenen  des  Krei- 
ses) redaciren. 


§.  4M.  3)  Es  ist  N=0  und  S=0,  oder  auch  M=0 
und  ü?  =  0,  so,  dass  durch  das  Wegschaffen  des  Gliedes  in 
«y  aus  der  Gleichung  (1),  zugleich  auch  die  Glieder  in  a* 
und  X  oder  y^  und  y  wegfallen. 

Im  erstem  Falle  erhält  S  (§.  491,  q)  einen  reellen  end- 

üchen   Werth   = —-  und    d   erscheint  in   der  Form  ^. 

um  die  Bedeutung  dieses  letztem  Werthes  zu  finden,  gehen 
wir  auf  die  Gleichung  (2)  zurück;  diese  verwandelt  sich 
für  die  gegenwärtige  Hypothese  in  jene  (5)  Mi/*'\-lly-\-F=Of 

und  es  folgt  daraus  y  = — -^ ,   also  (§.  392,  5) 

die  Gleichung  eines  Systemes  zweier  mit  der  Abscissenaxe 
parallelen  Geraden.  Die  Gleichung  (5)  stellt  also 
eigentlich  keine  Curve,  sondern  diese  beiden  parallelen  Ge- 
raden dar,  welche  sofort  als  Varietät  in  der  allgemeinen 
Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  enthalten  sind. 

Im  2.  Falle  findet  ganz  dasselbe  Statt,  nur  dass  dabei 
X  und  y ,   folglich  auch  die  beiden  Axen ,    mit  einander  zu 

verwechseln  sind;   man  hat  nämlich  d  = r7,  J  =  X,  und 

2iv  " 

die  Gleichung  (2)  geht  jetzt  in  jene  (5')  Nx*'+Sa  +  F=0, 
nämlich  in  die  Gleichung  eines  Systemes  zweier  mit  der 
Ordinatenaxe  parallelen  Geraden  über. 

§.  405.  Aus  diesen  Untersuchungen  geht  also  hervor, 
dass  die  allgemeine  Gleichung  (1)  des  2.  Grades  zwischen 
X  und  y  durch  eine  zweimalige  Transformation  immer  auf 
eine  der  beiden  Gleichungen:  My^-\-  Nx^=^P  und  y*=  Qa?, 
die  wir  sogleich  weiter  discutiren  werden,  gebracht  werden 
könne,  den  ganz  besondem  Fall  ausgenommen,  in  welchem 
durch  das  Hinausschaffen  des  Gliedes  in  xy  aus  der  ur- 
sprünglichen Gleichung  (1),  zugleich  auch  die  beiden  Glie- 
der mit  der  2.  und  1.  Potenz  von  x  oder  y  verschwinden, 
in  welchem  Falle  sich  dann  die  Curve  auf  ein  System  von 
zwei  paraUelen  Geraden  reducirt. 

§.  400.     Discussion  der  Gleichung 

(1)     My^  +  Nx^  =  P. 


Da  man  in  dieser  Gleidrong  den  CoefiBcienten  M  im- 
mer als  positiv  voraussetzen  kann  (weil,  wenn  M  n^atiT 
ist,  nur  die  Zeichen  der  ganzen  Gleichung  geändert  werden 
dürfen)  y  so  haben  wir  nur  noch  in  Betreff  der  Grössen  ^' 
und  P  folgende  Hypothesen  aufzustellen: 

1.  Es  sind  auch  N  und  P  positiv.  In  diesem  Falle 
entspricht  diese  Gleichung  (1)  (§.  460)  einer  Ellipse, 
welche  noch  als  specielle  Falle  folgende  Varietäten 
darbietet :  a)  wenn  M=^  N,  so  geht  (§.  404)  die  Ellipse 
in  einen  Kreis  über,  b)  Ware  zwar  N  positiv,  da- 
gegen (gegen  die  vorige  Annahme)  P  negativ;  so 
würde  in  (1)  y,  folglich  auch  die  ganze  Curve,  ima- 
ginär, c)  Wenn  (immer  für  N  positiv)  P=0  ißt, 
so  zerfallt  die  Gleichung  (1)  in  die  beiden  folgenden: 
3fy «  =  0  und  Na*  =  0,  d.  i.  (weil  M  und  N  von  Null 
verschieden)  in  y  =  0,  ^  =  0,  und  es  reducirt  sich  so- 
fort (§.  385)  die  Curve  auf  einen  P  u  n  c  t  (hier  auf  den 
Anfangspunct  der  Coordinaten). 

2.  Wenn  N  und  P  negativ  sind.  In  diesem  Falle  stellt 
die  Gleichung  (1)  eine  Hyperbel  dar ,  bei  welcher 
(§.  469)  die  Abscissen  auf  der  ersten  oder  Haupt- 
axe  gezählt  werden. 

3.  Wenn  N  negativ  und  P  positiv  ist.  In  diesem 
Falle  gehört  die  Gleichung  (1)  (§.  473,  Anmerk.)  einer 
Hyperbel  an,  bei  welcher  die  Abscissen  auf  der  2. 
oder  conjugirten  Axe  gezählt  werden.  Als  Va- 
rietäten der  Hyperbel  kön  nen  angesehen  werden  : 
a)  wenn  N= — M^  woftir  die  Hyperbel  gleichsei- 
tig wird,  b)  wenn  P=0  ist,  wodurch  My*  —  JVjr*==0 

oder  y  =  ±x  l/(-i^)>  ^o  die  Curve  in  ein  System 

zweier  im  Ursprünge  sich  schneidenderGe- 
raden  übergeht. 

Anmerk.    Noch  kftraer  und  bestammter  laasen  sidi  diese  Tille  ia  fol- 
gender Weise  unterscheiden: 
1.  Hypothese:  jY  positiv,    dabei  ist  P  entweder  a)  positiT,  oder 
b)  Null,  oder  endlich  c)  negativ;  diese  Hypodiese  entspricht  der 
Ellipse. 


»1 

S.  Hypotheie:  N  negatir,  dabei  i«tP  entweder  a)negEtiT,  b)  po- 

thiT  und  c)  Nvll;  entopridit  der  HyperbeL 
8.  Hypothese:  jYNqII;  dieser  Hjrpotheae  entspricht  die  ParabeL 

§.  497.    Diseussion  der  Gleichung 

(2)    jf^=Qm. 

1.  Ist  Q  positiy,  so  ist  (§.478)  der  Ort  dieser  Gleichung 
(2)  eine  Parabel  Tom  Parameter  Q,  deren  Axe  in  der 
Richtung  der  positiven  a  liegt. 

2.  Ist  Q  negativy  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Parabel 
vom  Parameter  Q  dar,  deren  Axe  wieder  auf  der  Ab- 
scissenaxe,  aber  in  der  Bichtnng  der  negativen  x  liegt. 

Ale  Varietäten  der  Parabel  sind  die  geometrischen 
Grössen  anzusehen,  welche  in  der  oben  in  §.  494  fur(^=0 
ist  der  allgemeine  Charakter  diesec  Curve)  N=^0  und  jS=  0 

gefundenen  Gleichung  y  =  ^ —       9M    enthalten  sind, 

nämlich,  je  nachdem  -H*  —  4ifi^  positiv,  Null  oder  ne- 
gativ ist:  a)  ein  System  zweier  parallelen  Geraden,  b) 
eine  einzige  (mit  der  Abscissenaxe  parallele)  Gerade  und 
e)  zwei  imaginäre  gerade  Linien. 

§.  496.     Aus  den  Discussionen  dieser  beiden  §f.  ]geht 
also  endlich  hervor,  dass  die  allgemeine  Gleichung  des  zwei- 
ten Grades  zwischen  den  beiden   veränderlichen  Grössen  a, 
y  geometrisch  nichts  anderes  bedeuten  könne,  als:,  die  El- 
lipse mit  dem  Kreise,  dem  Puncte  und  einer  imagi- 
nären Curve  als  Varietäten ;  die  Hyperbel  mit  der  gleich- 
seitigen und  dem  Systeme  zweier  sich  schneidender 
Geraden  als  Varietäten,    und  endlich   die   Parabel   mit 
dem   Systeme   zweier    parallelen    Geraden,     einer 
Geraden    und   zweier  imaginären   gerader  Linien 
als  Varietäten. 
An  merk.    Pa  aoa  den  BeiationeA  ftir  M  nndi^  in  f.  490  gani  einfach 
folgt:  M+N^A+C  und   H—N^{A^C)coa%9k^Bsin%% 
oder   wenn  man  für  #tn2a   nnd  co«2a  die  Werthe  ao/B  (/>)  dessel- 
ben §.)  seut  und  redncirt,  if  — iV=  ViA  —  0>  +  Ä*,  sofort  also 


AÄC-^B 


fl 


+  B*)^  also  MN^ ■    ■■  ist;  so  luuui  man  auch  sagen,  daw 


die  aUgemeine  Gleichung  Ay^  +  ß x^  +  Cx^  +  Z>^4-jEx  +  f*=0 
den  Ellipsen,  Hyperbeln  oder  Parabeln  entspricht,  je  nadidem 
die  Differenz  S'  —  ^AC  negativ,   positiv  oder  Null  ist. 

§.  499.  Die  oben  in  §.  490  angegebenen  Werthe  von 
M  und  N  verhelfen  uns  zugleich  zu  einem  einfachen  und 
charakteristischen  Kennzeichen  fbr  diese  drei  erörterten  Cur- 
ven.  Addirt  man  nämlich  die  beiden  genannten  Gleichungen 
von  M  und  N^  so  erhält  man,  wegen  «m  a*  -f-  cos  a*  =  1,  so- 
fort if  4"  N'=  A-^-  C,  Dagegen  erhält  man  durch  Sub- 
'  traction  dieser  Gleichungen,  wegen  co«a* — «tna*=öo«  2  a  und 
2  «n  a  CO«  a = sin  2  a,  sofort  M — N=-  {A  —  C)  cos  2a — B  sin  2at, 
oder,  wenn  man  fOr  sin  2%  und  cos  2a,  die  oben  in  {p)  (§.  490) 
aufgestellten  Werthe  setzt  und  reducirt,  auch 

M—N=  y{A  —  cy + B\ 

Da  man  nun  von  M  und  N  die  Summe  und  den  Un- 
terschied kennt,  so  ist  M=  i  [^  +  C  +  y{A  —  Cy  +  ^] 

und  N=  \[A+C—  Y{A  —  C)"  +  jB"],  mithin 

MN=\{4:AC~B% 
Aus  dieser  letztem  Gleichung  folgt  aber,  dass  if  und 
JV  einerlei  Zeichen  besitzen,  wenn  XAC — B^  positiv, 
ödes,  was  dasselbe  ist,  jB*  —  4-4C  negativ,  dagegen  ver- 
schiedene Zeichen  haben,  wenn  diese  Differenz  B^  —  4  JC 
positiv,  und  dass  endlich  M  oder  A'  NuU  ist,  wenn 
jB*  —  4-4C=0  ist*  Diese  Ergebnisse  mit  denen  der  beiden 
vorigen  §.  zusammengehalten,  geben  sofort  für  diese  drei 
Curven  folgende  Kennzeichen:  die  allgemeine  Gleichung  (1) 
Ay*  +  5d?y  +  Cd?*  + •  ••  =  0  gehört  einer  Ellipse,  Hy- 
perbel oder  Parabel  mit  Einschluss  ihrer  Varietäten  an, 
je  nachdem  B^  —  4-4C<;,  >  oder  =Null  ist. 

Der  Mittelpunct  der  Linien  zweiter  Ordnung. 

§.  ÖOO.  Wir  wollen  ferner  noch,  ebenfalls  durch  eine 
passende  Transformation  der  Coordinaten,  untersuchen,  welche 
von  den  Linien  zweiter  Ordnung  einen  Mittelpunct,  d.  h. 
einen  solchen  Punct  besitzen,  in  welchem  alle  Sehnen  der 
Curve  halbirt  werden.  Dazu  verändern  wir  den  Ursprung 
und  setzen  in  der  allgemeinen  Gleichung  (1),  §.489,  «+^ 


statt  X  und  y-^-S  statt  y;  so  entsteht  die  Gleichung 
(2)  Ay^-{- Bxy  -f-  Ca?^  +  i?  y  +  JS:' ^r  +  F'  =  0,  in  welcher 
Ay  By  C  noch  die  nämlichen  CoefBcienten  der  ursprünglichen 
Gleichung  sind,  dagegen,  wie  man  sehr  leicht  findet,  i/  =  2  ^  9 
+  5d  +  i?,  JB'=2Cd4-55  +  J?  und   r  =  Ai^^BU 

Man  bestimme  nun  zuerst  die  hier  noch  unbestimmten 
Grossen  d  imd  i  so,  dass  die  Glieder  in  v  und  y  verschwin- 
den, bestimme  diese  also  aus  den  Gleichungen:  ^Ai-\'Bd 
+  2?  =  0  und  2Cd-t-jBJ  +  J?=0;   so  erhält  man 

(^)  ^=  B^^^ÄC  ^°^^=  B'-4^(7  ' 
Nach  dieser  Transformation  ist  aber  die  Gleichung  der 
Linien  zweiter  Ordnung :  (4)  Ay^-^Bxy  -|-  Cx^  -["  ^  =  0,  und 
da  man  darin  ohne  Änderung  — x  und  — y  statt  -|-~  ^  ^^^^ 
-j-  y  setzen  kann ;  so  folgt ,  dass  jedem  Puncte  ^  =  -j-  «> 
y  ==  -f-  ß  der  Curve  ein  zweiter  x  =  —  a,  y= —  ß  entspricht, 
welcher  mit  dem  erstem  und  dem  Ursprung  in  gerader 
Linie  liegt,  und  dass  diese  beiden  Puncte  ^  =  ±a,  y  =  dbß 
Tom  Ursprünge  gleich  weit,  jedoch  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  genommen,  abstehen ;  es  werden  demnach  alle 
durch  den  neuen,  der  Gleichung  (4)  zum  Grunde  liegenden 
Anfangspuncte  gezogenen  Sehnen  der  Curve  in  diesem  hal- 
birt,  folglich  ist  dieser  Punct  zugleich  der  Mittelpunct 
der  Curve.  Nun  zeigen  aber  die  Ausdrücke  (3)  für  die 
Coordinaten  dieses  Mittelpunctes  (oder  neuen  Ursprunges), 
dass  die  angezeigte  Transformation  nur  für  die  Ellipse  und 
Hyperbel,  keinesweges  aber  auch  für  die  Parabel,  für  welche 
d  und  *,  wegen  (§.  499)  5«  — 4^C=0,  Unendlich  wer- 
den, möglich  ist:  also  haben  auch  bloss  die  Ellipse  und 
Hyperbel  einen  Mittelpunct;  man  müsste  sich  denn 
einen  solchen  Punct  für  die  Parabel  in  unendlicher  Entfer- 
nung denken  wollen. 


SU 


Achtes  Capitel. 

lieber  die  Identität  der  Linien  zweiter  Ordnung 
mit  den  Eegelschnittslinien. 

pivsft.  §.  501.  Es  sei  OKQLR  (Fig.  55)  ein  gerader  oder 
schiefer  Kegel  Ton  kreisförmiger  Basis ,  dessen  Spitze  in  0 
ist)  und  dessen  krumme  Oberfläche  man  sich  der  nothigen 
Allgemeinheit  wegen,  durch  die  Bewegung  einer  unbegrenz- 
ten geraden  Linie,  welche  beständig  durch  dnen  fixen  Punct 
0  (die  Spitze)  gehend,  mit  einem  ihrer  Puncte  K  nach  und 
nach  die  Kreisperipherie  KQLRK  (der  Basis)  durchläuft, 
entstanden  denken  muss.  Femer  seien,  nachdem  der  Kegel 
durch  eine  Ebene  beliebig  geschnitten  worden,  IH  die  Rich- 
tung des  Durchschnittes  dieser,  mit  der  verlängerten  Ebene 
der  Basis ,  und  A  MB  M'Ä  die  Durchschnittslinie  dieser 
schneidenden  Ebene  mit  der  Kegelfläche,  nämlich  der  Ke- 
gelschnitt. Um  die  Gleichung  desselben  zu  finden,  fälle 
man  in  der  Ebene  der  Basis ,  aus  dem  Mittelpuncte  C  auf 
IH  das  Perpendikel  CG,  und  lege  durch  dasselbe  und  die 
Axe  des  Kegels  0  C  eine  Ebene;  so  hat  man  einen  Haupt- 
oder Axenschnitt  des  Kegels,  welcher  zugleich  die  Ebene 
des  Kegelschnittes  nach  der  Geraden  BAG  schneidet,  die 
beim  geraden  Kegel,  dessen  Axe  0  C  auf  der  Basis  perpen- 
dikulär  steht,  immer  auf  IH  senkrecht,  hingegen  bem  schie- 
fen K. ,  eine  einzige  Lage  (in  welcher  die  Ebene  0  C  G 
durch  das  aus  0  auf  die  Basis  gefällte  Perpendikel  geht) 
ausgenommen,  auf  dieser  Greraden  schief  steht 

§.  SM.  Wir  nehmen  nun  diese  Gerade  GAB  zur  Ab- 
Bcissen-  und  die  durch  A  (in  der  Ebene  des  Kegelschnittes) 
mit  /^parallele  Grerade  l^F'  zur  Ordinatenaxe ,  so,  dass 
wir  also  bei  einem  geraden  K.  immer  ein  rechtwinke- 
liges, und  bei  einem  schiefen  K.  im  Allgemeinen  ein 
schiefwinkeliges  Coordinatensystem  erhalten.  Man  1^ 
femer  durch  einen  beliebigen  Punct  P  der  Geraden  AB 
eine  Ebene  parallel  mit  der  Basis  des  K.,  so  ist  bekanntlich 


der  eDtsteheade  Schnitt  DMEM'D  ein  Kreis.  Diese  Ebene 
schneidet  die  .^xen-Ebene  nach  der  Geraden  DPE^  welche 
mit  KL  parallel  ist ,  und  zugleich  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes in  der  Geraden  MPift  die  mit  der  Durchschnitts- 
linie HI9  also  auch  mit  Y  Y'  parallel  ist ,  mithin  auf  der 
Geraden I?jK  (wegen  MFE^HOC=90%  und  wenn  der 
E.  em  gerader  ist,  tiberdiess  noch  auf  der  Geraden  AB 
perpendikulär  steht  Man  setze  0^=^,  W.  OAB=^a^ 
KOL  =  ß,  OKL^y,  AP  =  x  und  PM=y. 

Da  MP  in  der  Kreisebene  auf  dem  Durchmesser  1)E 
perpendikulär  steht,  so  ist  (§.  406,  Anmerk.)  (m)  P M^ 
—  DP.PE.  Um  aber  DP  und  PE  durch  die  angenom- 
menen Grrössen  auszudrücken,  hat  man  aus  dem  Dreiecke 
APD  sofort  APiDP—dnADPidnDAP,  oder  aiDP 


xnnoL 


^smyisma.  also  DP= — : — .  Aus  dem  Dreiecke  AGB 
folgt  ferner  AO:  AB^=^8inAB0:sinA0B,  oder  diAB 
=  «m  (a  +  /3) :  «w  ß,  und  daraus  (n)  AB  =  ^  ("üiTgV  ^  ^*^ 
also 

9%n  (a  +  ß)  ' 

nnd  daher  endlich  aus  dem  Dreiecke  BPE  sofort  PBiPE 
^8mPEB:8mPBE=9in(ß^y):sin{a  +  ß)  oder 

und  wenn  man  Üit  PB  substituirt: 

rup       dainß—  X sin  (a  +  /2) 

nn{ß  +  t) 

Diese  för  DP  und  PE  gefundenen  Werthe  in  der  obi- 
gen Gleichung  (m)  substituirt,  erhält  man  fbr  die  gesuchte 
Gleichung  des  Kegelschnittes: 

§.  SOS.     Discussion  dieser  Gleichung  (1). 
Da  diese  Gleichung   zwischen  a  und  y  vom   zweiten  Grad 
ist,  so  folgt  fürs  erste,   dass   alle  Kegelschnittslinien  zu  den 
Linien  zweiter  Ordnung  gehören ;  es  kann  also  kein  K^el- 
achnitt  eine  andere  Linie  sein»  als  die  wir  im  vorigen  Capi- 


tel  untersucht  haben.  —  Vergleicht  man  nun  diese  Gldchung 
(1)  mit  jener  der  genannten  Linien,  d.  i.  mit  ^^  =^  p.T  -\-qx\ 
welches  die  Gleichung  der  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
ist  [die  Abscissen  wie  in  (1)  vom  Scheitel  gezählt],  je  nach- 
dem q  negat.,  Null  oder  posit.  ist;  so  folgt,  dass  dieser  Ke- 
gelschnitt eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  seia 
wird,  je  nachdem  der  Bruch 

sin  a  sin  (a  +  j3)  :  «n  y  «m  (j3  +  /)> 
oder  da  der  Nenner  (indem  y  und  ß+y  immer  <:180*^), 
so  wie  auch  sin a  (da  man  a  nicht  >*  180^  zu  nehmen 
braucht)  immer  positiv  sind,  bloss  der  Factor  «ih(a4-t^) 
positiv.  Null  oder  negativ  ist.  Diess  vorausgeschickt, 
lasse  man  die  schneidende  Ebene  sich  um  die  Axe  Y  Y' 
drehen,  bis  sie  dadurch  nach  und  nach  alle  möglichen  Lagen 
angenommen  hat;  dabei  kann  aber  a  folgende  Werthe  er- 
halten : 

1.  Für  a=  0  berührt- die  Ebene  den  Kegel  nach  der  Li- 
nie KO,  und  es  folgt  in  der  That  fiir  diesen  Werth 
von  a  aus  (1) :  y  =  0,  als  Gleichung  der  Abscissenaxe 
GB  (§.  392,  6.),  die  in  diesem  Falle  mit  der  Seite  KO 
des  Kegels  zusammenfällt. 

2.  Nimmt  der  W.  a  zu,  so  durchschneidet  zuerst  die  Ge- 
rade GB  beide  Seiten  OK,  OL  des  K.  nach  der- 
selben Seite  von  0  aus  gerechnet  In  diesem  Falle 
ist  a4-ß'<180,  also  «n(a  +  j3)  positiv,  und  der 
Kegelschnitt  eine  Ellipse. 

a)   Erhält  dabei    die  Gerade  GB  eine  mit  der  KL  parallele  Lag« 

A  ^  .  ■,  ^   j  .         sin  0.  sin  (a  4-  ß')       ,  ,     ,      .  ,    , 

A  F,  80  wird  flt  — ■  7  nnd  daher  — ; .    ,„  , — r  =  *  »  ^  redudrt  sich  also 

stnysin{ß-f-i) 

die  Gleichung  (1)  auf  jene  v*= — t—? — r-T^r— x— r'odcrw*— Äri^^*, 

«»  («  -f-  /5)  ' 

wenn  man  berficksichtiget ,  dass  (aus  dem  Dreiecke  AOF)  dsinß: 
sin(tt-^f:)'^AF  ist  und  AF  (als  nunmehriger  Werth  vonvlB)»«2r  ge- 
setzt wird;  diese  Gleichung  ist  aber  (§.  40S)  die  Gleichung  des  Kreisef. 
6)  Wird  a— 0ZÄ'=1S0  — 0::-|-7),  also  a  +  /B  — 180— 7;  » 
wird  der  TOrhin  genannte  Bruch  ebenfalls  ».  1,  also  der  Schnitt  abermtli 
ein  Kreis.  Aus  einem  schiefen  Kegel  Iftsst  sich  daher  der  Kreis  darch 
swei  Terschiedene  Schnitte:  dem  gewöhnlichen,  mit  der  Basis  paralle- 
leUf  für  welchen  nämlich  oc »— f ,  und  dem  sogenannten  antiparslle> 
len  Schnitt,  Ar  welchen  1 -» /<  ist,  erhalten;  im  geraden  Kegel  falka 


dieM  beiden  Sefanitte,  wegen  L^^K,  in  einen  insanunen.     [IL,  181 
Anmerknng.] 

3.  Kommt   bei  der  weitem  Drehung  die  Gerade    AB  m 
die  mit  der  Seite  OL   parallele    Lage  GAG'    (Fi- 
gur 56),  80  wird  180  —  a  =  p  oder  a  +  j3  =  180^  folg-  "r  ä 
lieh  «n(a-f-p)  =  0,   und   der  Kegelschnitt  eine   Pa- 
rabel. 

4.  Wächst  a  noch  mehr,  so  schneidet  die  Gerade  GBAG' 
(Fig.    57)    die   Seite   LO    des    Kegels    oberhalb   der"»»- 
Spitze  O  9    so ,    dass  jetzt  die   beiden    Seitenlinien   des 
(vollständigen)  Keg.  von  0  aus  gerechnet,  nach  ent- 
gegengesetzten    Richtungen    geschnitten    werden. 

In  diesem  Falle  ist  180  —  a  <  j3  oder  a  +  ß  >  180», 
daher  «n(a  +  /3)  negativ,  und  der  Kegelschnitt  eine 
Hyperbel  (jeder  der  beiden  entgegengesetzten  Kegeln 
liefert  eine  der  sogenannten  entgegengesetzten  Hyper- 
beln, vergl.  §.  468,  Anmerkung). 

5.  Für  «  =  180^  fäUt  die  Gerade  &AG  (Fig.  55)  wieder  fit  •». 
(wie  bei  a  =  0)  mit  der  Seite  KO  des  K.   zusammen, 
und  die  schneidende  wird  zur  berührenden  Ebene.   Es 
geht    auch   in   der    That   die    Gleichung   (1) ,    wegen 

nn  a  =  0 ,  in  die  Gleichung  der  Abscissenaze  y  =  0 
über. 

6.  Für  a  >•  180®  erhält  die  gegen  BA  verlängerte  Gerade 
nach  und  nach  wieder  dieselben  Lagen,  welche  sie  be- 
reits bei  frühem  Werthen  von  a  <Z  180®  gehabt ,  und 
es  ist  daher  hinreichend ,  a  bloss  von  0  bis  180®  zu 
nehmen. 

7.  Lässt  man,  um  noch  einige  besondere  Schnitte  zu  er- 
balten, die  schneidende  Ebene  durch  die  Spitze  0  ge- 
hen; so  wird  (2  =  0,  und  die  Gleichung  (1)  geht  über 

in  jene  (2)  y»  =  - """""J'^l  **• 

a)  I«t  dabei  a-f'^'<  1^^%  ><>  i*^  Mn(a-{-ß)  poBitiT  nnd  es  kann 
dann  dieser  Gleichung  nnr  für  x  «•  0  und  y  «*  0  Genüge  geleistet  wer- 
den (indem  sonst  y  imaginär  würde);  diese  sind  aber  die  Coordinaten 
eines  Pnnctes  (des  Urspranges),  welcher  auch  in  der  That  (§.  496,  1., 
c)  eine  Varietät  der  Ellipse  bildet  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  Ge- 
Barrys  CoroiMndiom  d.  höh.  Math.  22 


nv .  M.      rade  A  B  (Fig.  55)  eine  Lage  O  B'  annimmt,  die  innerhalb  des  Winke] 

K'OL  fiUlt;  denn  dabei  ist  offenbar  K'O  B'  +  V  O  K\  d.  i.  a  +  /S  <:  I8< 

6)    Für  a  H-  /3  —  180   wird   Wh  («+/?)-»  0    and  die  Gleichnng  (j 

geht  tlber  in  y  =  0,  als  Gleichung  einer  geraden  Linie  (der  Absdssei 

p%.  M.  axe)  OL  (Fig.  56),  die  sofort  (rergl.  §.  497,  2.)  eine  Variet&t  der  Pi 
rabel  bildet 

c)  Ist  aber  a-^^:>180^,  so  wird  8in(9.-\^ß)  negativ,  und  d« 
Coefflcient  in  (2) ,  den  wir  dnrch  A  bezeichnen  wollen ,  positir;  als 
jr'  =  ^  X*  oder  y  =»  iL  Y-^  •  '  t  welches  sofort  die  Gleichung  eines  S.^ 
Sternes  sweier  sich  (im  ürsprang)  schneidender  Geraden  ist. —  Di« 

Fif.  m  ser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  durch  O  gehende  Gerade  OG"  (Fig.  57)  jeo 
KL  zwischen  K  und  L  trifft;  denn  es  ist  sodann  K'  O  G**  +  L'  0 K 
d.  i.  a  -j-  iS  >•  180 ,  und  die  schneidende  Ebene  erzeugt  mit  der  Kegd 
flftche  die  zwei  geraden  Linien  0  Q  und  0  £  als  Varietät  der  HjperU 
(yergl.  §.  496,  3.). 

Aus  allem  zusammen  folgt  also,  dass  man  aus  den 
Durchschnitte  eines  (geraden  oder  schiefen)  Kegels  mit  eine 
Ebene  alle  Linien  der  zweiten  Ordnung,  und  zwar  samzn 
ihren  Varietäten  (die beiden  parallelen  Geraden  als  zweite 
Varietät  der  Parabel  im  folgenden  §.) ,  aber  auch  nichts 
weiter  als  diese  Linien  erhalten  könne. 

Cylinderschnitt. 

Fiff.  OB.  §,  604.  Setzt  man  Kürze  halber  in  Fig.  55  'AJB=2a, 
so  folgt  (aus  dem  Dreiecke  ^0-B)  2a^=d8inß:mi(a'\- p)t 
und  die  allgemeine  Gleichung  (1)  (§.  502)  geht  über  in 

a_i>in«^in(a  +  Q  /2ox  — «»). 
"  sin  7  «in  (^  +  7)  ^  ''' 

Ist  nun  a  unvenlnderlichy  so  geht  für  ß  =  0  der  Kegd 

Fl*.  SB.  in  einen  Cylinder  KL'  (Fig.  58)  über,  und  man  erhält  aus 

der  letzten  Gleichung  für  die  Gleichung  des  Cylinder- 

Schnittes  AMBM  A  sofort  y*  =  -^??-^  (2aar  —  j?*),  oder 

*'  sin  7'  ^  ' 

da  aus    dem  Dreiecke  AB  Fi   -7-==^?^,    also  ^  JB  oder 

^  r  svi  (K 

2a=   ^.**^^  fol&rt,  wenn  man  den  Halbmesser  der  Basis  durch 

sin  a.  ° 

r  bezeichnet,  auch 

(3)     y'  =  — : X -. — i  Ä?'. 

^   '^     «^  *tn  7  sin  7 

Anmerk.     Geht  man  Tom  geraden  K.  ans,  so  ist  der  betrachtete  Cr- 

linder  ein  senkrechter,    und  es  wird  in  dieser  Gleichongf  wegen 

7  ««  90',  noch  sin  7  —  1. 


§.  505.     DiscuBsion  dieser  Gleichung  (3). 

.  Da  der  Coefficient  von  x^  weder  Null  (weil  sonst  auch 
das  Glied  in  x  wegfiele)  noch  negativ  werden  kann ,  so 
kann  auch  (m.  s.  §.  503)  aus  dem  Cjlinder  bloss  die 
Ellipse  (den  Kreis  als  Varietät  mit  inbegriffen)  geschnit- 
ten werden.     Diese  Gleichung  (3)    mit  jener  der  Ellipse 

(§.  465)  y*  =  -T(2aa?  —  a?*)     verglichen ,     zeigt ,     dass 

c.  2  r  8in  y  •%    f>^  sin  öt'         ,  r  8xn  y  ,    , 

2a=  — : — -  und  — ä-  =     .    , ,   also  a  =  — : — -  und  o=r, 

sin  et  o"  8tn  7"  '  stna.  ' 

also  die  kleine  Axe  sämmtlicher  aus  dem  nämlichen  Cj- 
Imder  möglichen  Ellipsen  constant  und  gleich  dem  Durch- 
messer desselben  sei. 

.  Für  a=y  wird  der  Schnitt  paraJlel  mit  der  Basis ,  und 
man  erhält  aus  (3),  wie  es  sein  soll:  y^=^2rx  —  x^^  die 
Gleichung  eines  mit  der  Basis  congruenten  Kreises. 

I.  Für  a  =  0  wird  auch  y  =  0,  als  Gleichung  der  Gera- 
den KK. 

.  Nimmt  man  in  der  Geraden    GAB  statt  A  irgend  einen 
andern  Punct  G  (Fig.  59)  als  Drehungspunct  an,  so,  dass  n«  «• 
nun   auch   dieser  Punct  der  Ursprung ,    also  die  Gerade 
IGH  die  Ordinatenaxe  wird,   setzt  CG=^Cf   CK=r; 
so  "Wird  KG  =  r  —  c   und   AG:  K G^siny  :  rnia,   also 

A  G=        ?  ^^'^^.     Setzt  man  daher  in  der  obi&cen  Glei- 

stn  OL  ° 

chung  (3),  um  den  Ursprung  von  A  nach  G  zu  verle- 
gen, X -\- AG  statt  X,  und  für  AG  den  vorigen  Werth; 
so  erhält  man  als  Gleichung  des  Cylinderschnittes ,  auf 
die  Abscissenaxe  AGB  und  den  Ursprung  G  bezogen, 
nach  einer  leichten  Beduction: 

y'  =  (r*—  C*)  -\ : X r—j  x\ 

a)  Für  a  =  0  folgt  daraus  y*  «  r'  —  c'  oder  y  —  i  V  r^  —  c^ 
D&nilich  die  Gldchnng  eines  Systems  zweier  (mit  der  Abscissenaxe)  pa- 
rallelen Geraden  RR^  SS\    Diese  sind  nnr  m((glich,   wenn  c<Zr, 

d.  i.  wenn  der  Punct  G  zwischen  K  nnd  L  liegt,    nnd  werden  imagi- 

n&r ,    wenn  dieser  Drehnngspnnct  G  (Fig.  5S)  in  die  Verlängemng  Ton  fi«.  la 
LK  fällt.  —  Dieses  System  der  beiden  reellen  oder  imaginären  Ge- 
raden bildet  sofort  die  noch  fehlende  Variet&t  der  Parabel  des  §.  497. 

22» 
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Neuntes  Capitel. 

lieber  die  besondem  Eigenschaften  der  Kegelschnitte 
oder  Linien  der  zweiten  Ordnung. 


L 
In   Bezug   auf  ihre  Hauptaxen. 

a)     Für   die  Ellipse  und  Hyperbel. 

§.  506.  um  fiirs  Erste  die  Bedingung  auszudrücken, 
unter  welcher  irgend  ein  Punct  in  der  Ellipse  selbst,  in- 
ner- oder  ausserhalb  derselben  liegt,  haben  wir  für  jeden 
»«»•  ^  Punct  M  (Flg.  60)  der  Curve  selbst  (§.  460)  die  Relation  : 
(1)  a*i/^  -^b^x*  —  a*6*  =  0.  Für  einen  Punct  n  inner- 
halb der  Curve  ist  die  Ordinate  Pn  kleiner  als  die  der- 
selben Abscisse  CP  entsprechende  Ordinate  PM  der  Curve, 
also  auch  a* .  Pn*  <  a* .  PM\  d.  i.  (Pn  =  y  gesetzt)  (2)  a*y' 
H-6*^*  —  a*6*<:0. —  Ftir  einen  ausserhalb  derEUipse 
liegenden  Punct  iV^ist  PN>PM,  also  auch  a^.PN^>a^.P\P, 
du  i.  (für  PiV=y)(3)a«y«  +  6*«*  — a*6>>0.  Noch  mehr 
gilt  diese  Relation  (3)  für  einen  Punct  we  JV;  denn  i»t 
CQ,  d.  i.  Ä>a,  so  ist  6*Ä*>a^6*,  also  um  so  mehr 
a*y*  +  A*a:*>a*6*,  woraus  die  Relation  (3)  folgt. 

§.  Wi,  Ein  zweites  Kennzeichen  folgt  aus  der  Defini- 
tion der  Ellipse;  es  ist  nämlich  Ihr  jeden  Punct  M  der 
Curve  (§.  457)  PJ/+F'Jf=2a.  Für  einen  Punct  r  in- 
nerhalb der  Curve  ist  /V+F  r<:FM'\-  F'M^  d.  i.  Fr 
-|-i^r<c2a9  und  eben  so  für  einen  Punct  R  ausserhalb 
derselben  :  FR  +  FR  >  2  o* 

Eben  so  findet  man  Ar  die  Hyperbel  [man  darf  (§.  471)  in  des 
Torigen  Relationen  nur  —6^  statt  •{•  h^  setxen],  dass  ein  Punct  (dessn 
Coordinaten  jr,   tf  sind)   in  der   Cnrre    selbst   inner,    oder   aosier 
halb    derselben    liegt,  je   nachdem    für    diesen    Punct   a'jr^  —  6'x'^ 
a'6*=r,  <:  oder  >•  0  ist;  oder  auch,  dass  in  diesen  3  FiUen,  wenn  U 
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du  Punct  der  Carre,  r  inner-  und  12  auBserhalb  derselben  liegt, 
F'M—FM  =  ^a  (|.  466),    f*r--Fr>2a   [wegen    (Fig.  5»)  FV=n««- 
/'If -f-  Mr    und    Fr  <:  FM  +  J/r]    und    F'Ä  —  FÄ  <  2a    (wegen 
F'/2  =-  F'if  —  MR  und  FÄ  >  Fif  —  MR)  sei. 

§.  Ö08.  Aus  der  Gleichung  L  (§.  460)  der  EllipBe 
folgt  y*:{a-\'x){a  —  x)  =  b^:a^y  oder  mit  Rücksicht  auf 
die  Figur  (Fig.  52)  PM^  :  Ä'P.  AP=b^:a\  Für  einen  "t.  * 
2.  Punct  derselben  Ellipse  hat  man  eben  so  P'M'^i  A'P'.AP' 
=  6*:a^•  es  ist  also  PM^:  FAn=  A'P .  APi  A'P' ,AP. 
Für  b  =  a  oder  den  Kreis  folgt  PM^iAP.AP^^lil, 
also  PM^  =  AP.AP  (vergl.  §.  406,  Anmerk.;. 

Dieselben   Proportionen  und   daraus    folgenden  8ätze  gelten   sofort 
auch  für  die  HyperbeL 

§.  509.     Beschreibt   man   über   der   grossen   Axe   A  Ä 
(Fig.  61)  der  Ellipse  als  Durchmesser   einen   Kreis,    und«f«i. 
bezeichnet  ftkr  einerlei  Abscissen   die   Ordinalen   des  Krei- 
ses durch  y\    und  jene  der  Ellipse  durch  y\    so  hat  man 

y  =  a»  —  a?2  und  y*  =  -^  (a*  —  x%  folglich  y'* :  y«  =  a» :  6> 

oder  y'  iy=^aib.     Wird  der   Kreis   über  der  kleinen  Axe 
beschrieben,  so  erhält  man  y' :y  =  b:  a. 

Diese  Eigenschaft  liefert  zur  Construction  der  Ellipse  mittelst  Puncto 
auch  noch  folgendes  Verfahren:  Man  beschreibe  über  beiden  Axen 
Äxi',  BB'  der  zu  construirenden  Ellipse  Kreise,  errichte  in  einem  be- 
üebigen  Puncte  P  der  ersten  Axe,  bis  zum  äussern  Kreis,  die  Ordinate 
PiV,  und  führe  durch  den  Punct  L,  in  welchem  der  Halbmesser  CN 
den  innem  Kreis  schneidet,  zu  ÄA'  die  Parallele  LM;  so  ist  der  mit 
der  Ordinate  dadurch  entstehende  Durchschnitt  M  ein  Punct  der  El- 
lipse. Denn  es  ist  dieser  Construction  zufolge  PN:  PM^=  CNiCL 
oder  y  :PM'^  a:b,  also  ist  PM'^y  die  entsprechende  Ordinate  der 
Ellipse.  —  Dass  übrigens  mit  diesem  Puncto  M  leicht  noch  die  drei 
symmetrischen  m,  M',  m\  und  überhaupt  durch  gehöriges  Weiterrücken 
des  Punctes  P  jede  beliebige  Anzahl  von  Pancten  der  Ellipse  gefunden 
werden  könne,  ist  für  sich  klar. 

Die   Supplementarsehnen. 

§«  510.    Erklärung.     Verbindet   man  die  Endpuncte 
A,  Ä  der  grossen  Axe  mit  irgend  einem  Puncte  M  der  El- 


^  *  Hpse   (Fig.  62) ;    so  heissen    diese   Verbindungslinien    A  3/, 
A'i\f  Supplementarsehnen  der  ersten  Axe. 

§.  511.  Die  Gleichung  der  Sehne  AM  (als  einer  durch 
den  Punct  Ä  =  a,  y  =  0  gehenden  Geraden)  ist  (§•  393 J 
y  =  A{x  —  a) ,  und  jene  der  (durch  den  Punct  x=  —  o, 
y  =  0  gehenden)  Sehne  A'M:  i/  =  A' {a  -\-  a).  Für  den 
Durchschnittspunct  M  dieser  Sehnen  gilt  ausser  diesen  bei- 
den Gleichungen  9  da  er  zugleich  auch  der  Curve  angehört, 

noch  die  Gleichung  y*  =  —  (a*  —  a?*).  Aus  den  beiden  er- 
sten  Gleichungen  folgt  A  =  _  ,  A'  =  — ~— ,  also 
AA'  =  ~^ -,   und  wenn  man  für  v*  den  Werth  aus  der 

3.  Gleichung  setzt:  (1)  AA' = j.    Für  den  Kreis  ist, 

wegen  ft  =  a,  sofort  AA'  =  —  1,  zum  Beweis,  dass  (§.  397,  2.) 
die  auf  den  Endpuncten  des  Durchmessers  stehenden  Seh- 
nen unter  sich  einen  rechten  Winkel  einschliessen. 

FQr  die  Hyperbel  hat  man  eben  so :   AA'  »^  — r»   woraus  aofort 

a* 

Fiff.  «IL      folgt,  dasB  die  Winkel  MAX  und  MAX  (Fig.  63)   oder  MAX  and 

M'ÄX  immer  von  einerlei   Art,  d.  i.  susanmien  tpitt  oder  stnmpt 

sind. 

§.  512.     Zur  Bestimmung  der   trigonometrischen  Tan- 
gente  t  des  von   beiden   Sehnen    eingeschlossenen   Winkels 

AMA'  hat  man  (§.  397)  ^==-— — — ,  oder,  wenn  man  für 

A  und  A'  die  Werthe  aus  dem  vorigen  §.  substituirt  und  redu- 

cirt:   <  =  -r-: 1,   oder  endlich  wegen  x*  —  a*  = v* 

(aus  der  Gleichung  der  Ellipse)  auch   (2)  ^  ===—-__,  — 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dass  der  von  ein  paar  Supplemen- 
tär-Sehnen  der  ersten  Axe  eingeschlossene  Winkel  immer 
stumpf  ist,  und  für  y  =  ft  (den  grössten  Werth  von  v)j 
d.  1.  wenn  die  beiden  Sehnen  in  einem  Endpuncte  der  klei- 
nen Axe  zusammen  laufen,  sein  Maximum  erreicht. 


§.  5IS.  Stehen  hingegen  die  beiden  Sehnen  anf  deo 
Endpuncten  B,  B^  der  kleinen  Aze  mnf,  so  darf  man, 
um  die  Tangente  €  des  von  ihnen  eingeschloesenen  Winkels 
zu  finden,  in  dem  Ausdrucke  (2)  nur  a  und  h  mü  einander 

vertauschen,    und   man   erhält   (  = —- — — —-   (wobei   aber 

diese  Verwechslung  auch  in  y  Yorzunehmen  ist).  Diese  Re- 
lation zeigt,  dass  der  von  zwei  Supplementär- Sehnen  der 
zweiten  Aze  eingeschlossene  Winkel  immer  spitz,  und 
für  y  =  a  (als  grössten  Werth  von  y),  d.  i.  wenn  die  bei- 
den Sehnen  in  einem  Endpuncte  der  grossen  Aze  zusam- 
men laufen,  am  kleinsten  ist. 

Yta  die  Hyperbel   folgt   aiu  (S)  (wenn  num  wieder  —  &>   statt 

2a6' 
4-  6"  Bcfareibt)  t=  ,  i  ■    .«v    t  »nad  daraoa,  du«  der  Winkel  der  beiden 

Supplementär- Sehnen  der  ersten  Axe  immer  apSts  und  am  wo  kleiner 
hstf  je  grteier  y  wird. 

b)   Für  die   Parabel 

§.  514.  Betrachten  wir  auch  hier  3  Puncto  n,  3f,  N 
des  Perpendikels  PN  (Fig.  64) ,  welche  beziehungsweise  f%.  ec 
innerhalb,  in  der  Curre  selbst  und  ausserhalb  derselben 
liegen;  so  hat  man  für  den  Punct  M  der  Curve  (§.  478) 
^2  —  j>a?  =  0;  für  den  Punct  n  innerhalb  der  Curve 
(wegen  Pn<Pif  und  Pn^=y  gesetzt)  y* — jt>x<:0,  so 
wie  endlich  für  den  Punct  iVausserhalb  derselben  (we- 
gen PN>PM  \md  PN=y)  y*--px>0. 

§.  515.  Nach  der  Definition  der  Parabel  (§.  475)  hat 
man  ferner  für  einen  Punct  M  der  Curve:  MF=  MD, 
Ist  R  ein  Punct  ausser-  und  r  ein  Punct  innerhalb  dieser 
Curve,  und  zieht  man  durch  diese  Puncte  mit  der  Axe  pa- 
rallel die  Geraden  ERM%  GM"r  und  die  Geraden  FM\ 
FAf;  so  ist  für  den  Punct  r  innerhalb  der  Curvo: 
rF < M"F+  M"r=  GM''  +  iT'r,  d.  i.  tFkZtG,  und  für 
den  Punct  Ä  ausserhalb  derselben:  RF>FM'  --  RM^ 
=zEM'  —  RM\  d.  i.  RF>RE. 

§.  516.  Für  zwei  Puncte  ^,  y  und  af^  y'  derselben  Pa- 
rabel hat  man  y^=pa  und  y*=pa'9  also  4? :  ^  =y*:y'*, 


«4« 

d.  h.  68  verhalten  sich  m  dieser  Curye  die  Abscissen  wie 
die  Quadrate  der  zugehörigen  Ordinalen. 

§.  517.  Um  den  Brennpunot  F  zu  finden ,  wenn  der 
Parameter  p  gegeben  ist ,  bemerke  man ,  dass  (§.  480 ,  3.) 
die  durch  diesen  Punct  gezogene  Ordinate  y  =  \p  ist ;  setzt 
man  daher  diesen  Werth  für  y  in  der  Gleichung  der  Pa- 
rabel, so  erhält  man  \p^=pxj  also  x^=\p  als  Abscisse 
des  Brennpunctes  F. 


IL 
Die  Durchmesser  oder  Diameter. 

§.518.  Erklärung.  Jede  gerade  oder  krumme  Linie, 
welche  ein  System  paralleler  Sehnen  einer  Curve  halbirt, 
heisst  Diameter  oder  Durchmesser  dieser  Cunre. 
Diess  vorausgesetzt,  wollen  wir  sofort  die  Durchmesser  in 
den  3  in  Untersuchung  stehenden  Gurren  aufsuchen. 

a)  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel. 

§.  519.  Verbindet  man  mit  der  Gleichung  der  Ellipse 
(1)  a*y*  +  i*«*  =  a*6*  jene  irgend  einer  Sehne  MM* 
"f  66.  (Fig.  65)  (2)  y  =  -4a?  +  -B,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  Abscissen  der  Durch schnittspuncte  3f,  M'  die  Gleichung 
(3)  (a»  ^*  +  6*)  «•  +  2  aM  J?  Ä  +  a^  \B^  —  6*)  =  0.  Bezeich- 
net man  daher  die  Coordinaten  dieser  Puncte  durch  x\  y 
und  a'\y";  so  sind  i(a'  +  a")  =  aL,  i(y+y")=M« 
Coordinaten  des  Halbirungspunctes  0  der  Sehne  MiTy  und 
es  ist,  da  (§.  166)  der  2.  Coef&ctent  aus  der  Summe  der 
Wurzeln,  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen,  besteht, 

aus  der  Gleichung  (3),   wenn  man  gleich  halbirt:  — -— > 

d.  i.  a=   ,  .,  ,    ,«    Zur  Bestimmung  von  /3  hat  man,  da(^ 
ein   Punct   der   Geraden    (2)    ist,    also   in    der   Gleichung 
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Bfr* 
(2)y  =  ß  sein  mu88,  für  Ä==a  sofort  |3===i4a  4-^==  ^^[rp^ 

ß  6* 

(wenn  man  namlich  für  a  subßtituirt) ,  also  auch  -  =  — — . 

Da  njin  dieser  Quotient  von  der  Gh-Össe  B  [als  Ordinate 
dee  Durchschnittspunctes  der  Geraden  (2)  mit  der  Ordina- 
tenaxe]  unabhängig  ist,  so  bleibt  er  für  aUe  übrigen  mit 
dieser  Sehne  (2)  oder  MM'  parallelen  Sehnen  (weil  da- 
für  A  ungeändert  bleibt)  derselbe,  oder  man  hat  ftr  alle 
Halbirungspuncte  0,  (/,  (T, . . .  (o,  |3,  a',  ß', . . .)  dieser  pa- 

rallelen  Sehnen:  7=— ^>  7  =  ~  ji?  ''•  ^  "^^  ^'  ^* 
wenn  allgemein  a?,  y  die  Coordinaten  dieser  Halbirungs- 
puncte bezeichnen  (also  nach  und  nach  in  ei,  «', . .  j3,  |3', . . 

übergehen),  sofort  ^  =  —  'j^  ^^^^  (♦")  ^  =  ""1^^  ^^*5 
daraus  folgt  aber,  dass  der  geometrische  Ort  aller  dieser 
Halbirungspuncte  eine  durch  den  Mittelpunct  der  Ellipse 
als  Ursprung  der  Coordinaten  gezogene  Gerade,  mithin  diese 
letztere  zugleich  (§.  518)  ein  Durchmesser  der  Curve  sei* 
Da  ferner  das  eben  Bewiesene  für  jedes  System  paralle- 
ler Sehnen  gilt,  so  folgt  endlich,  dass  alle  Durchmesser  der 
Ellipse  gerade  Linien  sind,  welche  durch  den  Mittelpunct 
dieser  Curve  gehen.  Ist  die  Lage  der  Sehne  MM\  folg- 
lich auch  die  des  ganzen  Systems  der  mit  dieser  parallelen 
Sehnen  gegeben ;  so  kennt  man  A  und  hat  zur  Bestimmung 
des  diesem  Systeme  zukommenden  Durchmessers  die  trigo- 
nometrische Tangente  des  Neigungswinkels  dieses  Diarae- 
ters  mit  der  ersten  Axe  der  Ellipse  (als  Abscissenaxe)  so- 

fort  [Gleichung  (m)]  (n)  ^'  =  —  -j^.    Ist  aber  umgekehrt 

y:=:=iA'x  die  Gleichung  einer  beliebigen,   durch  den  Mittel- 
punct der  Ellipse  gehenden  Geraden,   und  A'  bekannt;   so 

darf  man  nur  ^'  =  — -— --  setzen,  um  daraus  -4  = —-5, 

als   trigonometrische  Tangente   des  Winkels  jenes  Systems 

paralleler  Sehnen,  also  (r)  y  =  — "IT^^  ^  Gleichung  einer 
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dieser  Sehnen  zu  erhalten,  welches  Yon  dieser  Geraden,  als 
Durchmesser,   halbirt  wird, 

Fftr    die   Hyperbel   bleibt   wieder   Alle«    dasselbe ,    indem   msD 

LS 

tf  «"        ^  X  als  Gleichung  der  dnrch  den  Mittelpunct  der  Curre  gehen- 

den  Geraden  hat,  welche  die  Sehne,  jr  •-■  ^x-H-^v  ^^^  ^^  ^  ^ 
ganze  System  paralleler  Sehnen  halbirt;  es  ist  nftmlich  anch  hier  j«i« 
durch  den  Mittelpunct  gehende  Sehne  ein  Durchmesser  der  Gurre. 

b)   Für   die  ParabeL 

§.  520.    Die  Gleichung  der  Parabel  y^=px  mit  jener 
Fif .  «a  einer  beliebigen   Sehne   MM'  (Fig.  66)  y^Ax-^-B  ver- 

bunden ,  gibt  (wenn  man  js  eliminirt)   y * 7  y  H — 7"  ^^  ^' 

Bezeichnet  man  die  beiden  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch 
y',  y",  und  die  Coordinaten  des  Halbirungspunctes  0  der 
Sehne  MM'  wieder  mit  a,  ß;   so  hat  man,  wie  im  vorigen 

§.,  wenn  man  gleich   halbirt:    i(y'+y")>    ^'   *•    /^^^TT* 

Da  nun  auch  hier  die  Ordinate  ß  von  JB  unabhängig,  aleo 

für  alle  Halbirungspuncte  der  mit  MM'  paraJlelen    Sehnen 

dieselbe  ist;    so  wird  auch  hier,   wenn  y  die  veränderliche 

p 
Ordinate  aller  dieser  Puncto  bezeichnet,  überhaupt  y  =  --, 

und   es  ist   sonach  der   Ort  aller  dieser  Halbirungspuncte 

(§.  392 ,~  5.)  eine  mit  der  Abscissenaxe  in  dem  Abstand  -- 

parallele  Gerade.  Da  femer  diese  Gerade  zufolge  der 
Definition  ein  Durchmesser  ist,  und  die  Sehne  MM'  ganz 
willkürlich  gezogen  worden;  so  folgt,  dass  alle  Durchmes- 
ser der  Parabel  mit  der  Axe  parallel  laufende  gerade  Li- 
nien sind.  —  Umgekehrt  folgt  auch  wieder,  dass  jede  mit 
der  Axe  der  Parabel  parallele  Gerade  ein  Durchmesser  die- 
ser Curve  ist ;   denn  ist  y  =  /l'  die  Gleichung  irgend  einer 

solchen  Geraden ,  so  darf  man  nur  A'  =  — ^  setzen ,  um 
daraus   A=^ — -r>  und   damit  die  Lage  jenes  Systems  pa- 
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ndleler  Sehnen  zu  erhalten,  welches  von  dieser  Geraden 
halbirt  wird. 

A  n  m  e  r  k«  Wie  man  sieht,  geli((ren  bei  diesen  S  Carren  die  Axen 
ebenfalls  sn  den  Durchmessern ;  es  findet  jedoch  dabei  der  beson- 
dere Fall  Statt ,  dass  das  betreffende  Sehnensystem  yon  diesen 
rechtwinkelig  halbirt  oder  geschnitten  wird,  eine  Eigenschaft, 
welche  man  Oberhaupt  bei  der  Definition  der  Axen  aller  Cnnren 
snm  Gründe  legt. 

Die  conjuffirten  Diameter. 

a)    In    der    Ellipse    und    Hyperbel 

§•  521.  Die  aus  der  Gleichung  (n),  §.  519  folgende 
Relation  (a)  AA'  = j  führt  in  der  Ellipse  auf  nach- 
stehende wichtige  Folgerungen : 

1.  Zieht  man  in  dieser  Curve  (Fig.  65)  einen  beliebi- n«.  si. 
gen  Durchmesser  aa\   und  ist  y  =  A'a!  dessen   Gleichung; 

eo  ist  die  Gleichung  des  Diameters  bb'9  welcher  mit  der 
Sehne  MM\  die  vom  erstem  aa*  halbirt  wird,   parallel 

läuft  [Gl.  (r),  §.  519  und  §.  397,  1.]:  y  = ^x  =  Aa 

[yermöge  Relation  (a)].  Betrachtet  man  dagegen  den  Durch-» 
messer  bb\  und  ist  dessen  Gleichung  y  =  Aa;  so  ist  die 
Gleichung  des  mit  einer  der  von  bb'  halbirt  werdenden  Seh- 
nen parallelen  Diameters  [ebenfalls  Gleichung  (r),  §.  519]: 

LS 

y  = — j-z=^'x  [Kelat.  (a)],  so,  dass  demnach  dieser  Durch- 

mesBer  kein  anderer  als  der  zuerst  genannte  aa'  {y=^A'x) 
ist.  —  Von  diesen  beiden  Durchmessern  aa  und  bV  hal- 
birt also  jeder  die  mit  dem  andern  parallelen  Sehnen,  wess- 
halb  sie  conjugirte  Diameter  genannt  werden;  der  von 
ihnen  eingeschlossene  Winkel  heisst  Conjugationswinkel. 

2.  Da  der  erste  Durchmesser  aa'  ganz  willkürlich  ge- 
zogen wurde,  so  folgt,  dass  es  in  der  Ellipse  unendlich 
viele  Systeme  von  conjugirten  Diametem  gibt. 

3.  Zu  jedem  Durchmesser  bV  findet  man  den  zuge- 
hörigen oder  conjugirten,   indem  man  mit  bb'  paral- 


lel  die  Sehne  MM  zieht,  diese  in  O  halbirt,  und  O  mit 
dem  Mittelpunct  C  verbindet. 

4.  Aus  der  obigen  Gleichung  (a)  folgt  für  -4' =  0  so- 
fort ^  =  cx),  zum  Beweis,  dass  wenn  der  eine  Diameter 
auf  der  Abscissenaze  liegt,  der  andere  sofort  mit  der  Or- 
dinatenaxe  zusammen  fallt ;  es  bilden  daher  auch  die  beiden 
Axen  der  Ellipse  ein  System  conjugirter  Diameter,  und  zwar 
insbesondere  ein  rechtwinkeliges. 

5.  Ausser  diesem  eben  genannten  gibt  es  keines  mehr, 
dessen  Conjugationswinkel  ein  Rechter  wäre;  denn  die 
Bedingung  hiezu  ist  (da  y^=.  Ax  und  y  =  A'x  die  Glei- 
chungen zweier  conjug.  Diameter  sind,  §.  397,  2.)  ^-4'=  —  1, 

oder  mit  Berücksichtigung  der  obigen   Gleich,  (a) :  — j-  =  1, 

eine  Gleichung,  welche  (wegen  a>6)  in  der  Ellipse  nicht 
bestehen  kann. 

6.  Dagegen  wird  diese  Bedingungsgleichung  für  den 
Kreis,  wofür  6  =  a  ist,  immer  erfüllt,  zum  Zeichen,  dai^ 
sich  hier  alle  Systeme  conjug.  Diameter  rechtwinkelig 
durchschneiden. 

n,  09  7.    Zieht    man    zwei    Durchmesser    ad^   hh'    (Fig.  62] 

beziehungsweise  mit  ein  paar  Supplemcntarsehnen  der  er- 
sten Axe  ÄM^  u4^  parallel;  so  besteht  zwischen  den 
Winkeln,  welche  diese  mit  der  Abscissenaxe  bilden,  die- 
selbe Relation,  wie  für  jene  der  Supplemcntarsehnen  selbst, 

nämlich  [§.  511,  (1)]  die  Relation  yl^'  = -,   Da  dieses 

aber  [Gl.  (a)]  genau  auch  die  Relation  für  die  Winkel  von 
ein  paar  conjugirter  Diameter  ist,  so  folgt,  dass  diese  bei- 
den Diameter  ad^  hV  einander  conjugirt  sind.  Diese 
Eigenschaft  bietet  offenbar  ein  sehr  einfaches  Mittel  dar,  zu 
einem  gegebenen  Durchmesser  ad  den  conjugirten  hH  zu 
construiren.  Auch  folgt  daraus,  dass  der  Conjugationswin- 
kel aCb  =  AMA'  (§.  512)  immer  grösser  als  ein  Rechter 
ist,  aber  auch  höchstens  nur  die  Grösse  des  Winkels  ARÄ 
erreichen  kann. 

Für  die  Hyperbel  gelten  mit  geringer  Änderung  dieselben  Fol- 
gerungen, jedoch  ergeben  sich  für  diese  Curre  noch  insbesondere  nsch- 
itehende,  bemerkenswerthe  Eigenschaften: 
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«.    Die   iwitchen   den   trigon.  Taagenteo  der  Winkel  der  coigogtr- 

ten  Diameter  mit  der  ersten  Axe  bestehende  Relation  AÄ  •— — ;-   seigt, 

dass   wenn  man  (Fig.  63)  einen  Dnrchmesser  aa   so  zieht,  dass  er    diepiy.  ta 
Carre  fiberhanpt,  a.  B.  in  a  nnd  a    trifft,  und  wenn  Ä  =  lang  A  Ca  ist, 

also  (§.  47S,  6.)  die  Bedingung  ^' •< —  Statt  findet,    gerade   dadurch 

a 

A> sei,    nnd  demnach   (a.  a.  O.)   der  conjngirte  Diameter  6fr' 

a 

(wofür  tangACh^^A)  die  Curve  nicht  trifft,  nnd  umgekehrt.  Ist  also 
Ton  zwei  oonjugirten  Diametem  der  eine  reell,  so  ist  der  andere  immer 
imaginär  (wie  diess  auch  filr  die  beiden  Axen,  §.  472,  4.  gilt). 

ß.    Da  sufolge  derselben  Relation  AA  ^=^  — ^  die  beiden  Tangenten 

a 

A,  Al  immer  einerlei  Zeichen  besitzen;  so  sind  die  beiden  Winkel  aCA 
und  hCA  zugleich  entweder  spitz  oder  stumpf,  und  es  kann  sonach  die 
Differenz  dieser  beiden  Winkel,  d.  i.  der  Conjngstionswinkel  bCa  nicht 
anders  ein  Rechter  werden ,  al£  indem  A  oder  Ä ,  z.  B.  ^' »  0 ,  also 
A^*c^  wird ,  in  welchem  Falle  aber  die  beiden  Durchmesser  mit  den 
Axen  der  Hjperbel  sasammen  üallen. 

7.  FOr  6  «- a  folgt  AÄ  »  1 ,  folglich  sind  in  der  gleichseitigen 
Hjperbel  die  beiden  genannten  Winkel  aCA  und  hCA  immer  (Komple- 
mente zn  einander. 

b)    Für   die  Para6«/. 

§.  522.  In  der  Parabel  iet  fbr  einen  beliebigen  Punct 
a  der  Curve  (Fig.  66),  dessen  Ordinate  y  heissen  mag,  die  in«,  sa 
durch  diesen  Punct  mit  der  Axe  parallele  Gerade  a  a  (§.  520) 
der  eine  Durchmesser.  Um  die  Lage  der  Geraden  bb'  zu 
finden,  welche  hier  die  Stelle  des  conjugirten  Diameters  ver- 
tritt, und  mit  welcher  also  die  vom  erstem  halbirten  Sehnen 

parallel  laufen,  hat  man  (§.  520)  y  =  -^,  und  daraus  A=  -^ 

als  trigon.  Tangente  des  Winkels  baa'  dieser  Geraden 
mit  der  Axe  der  Parabel.  Da  nun  mit  dieser  Geraden  bb' 
(oder  oonjugirten  Axe)  jenes  Sehnensjstem  parallel  läuft, 
welches  vom  ersten  Durchmesser  aa  halbirt  wird;  so  folgt 
(§.428,  Anmerk.),  dass  diese  coujugirte  Axe  bb'  zugleich 
die  Parabel  in  a  berühre.   —    Da  femer   für  ein  System 

rechtwinkliger  conjugirter  Axen  A=  -^  =  cx)  sein  muss,  was 

nur  für  y'  =  0,  also  für  den  Scheitel  A  der  Parabel  Statt 


»\r 


findet;  bo  folgt,  dass  unter  den  unzähligen  Systemen  von 
conjugirten  Axen  nur  jenes  der  beiden  Axen  ^^^  ^  y  recht- 
winkelig ist. 

Die  Supplementarsehnen  der  Diameter. 

Fftr   die    Ellipse   and   Hyperbel 

§.  523.  Zieht  man  aus  den  Endpuneten  a,  cl  irgend 
"f  «.  eines  Durchmessers  ao!  der  Ellipse  (Fig.  65)  an  einen 
beliebigen  Punct  m  derselben  die  Sehnen  am,  dtn^  und  be- 
zeichnet die  Coordinaten  des  Punctes  a  durch  x\  y',  wo- 
durch also  die  des  Punctes  d  gleich  —  x\  —  y'  werden ;  so 
hat  man  für  die  Sehnen  am^  a'm  beziehungsweise  die  Glei- 
chungen y  —  y'  =  ^  («  —  x')  und  y  -j-y'  =  A!  (x  +4?'),  welche 
zusammen  genommen  fbr  den  Durchschnittspunct  m  (x,  y) 

gelten,  so  dass  man  dafür  hat:  AA'  =   ,~^,,.     Da    aber  die 

Puncte  m(xyy)  und  a(x\  y')  zugleich  auch  Puncte  derEl- 

lipse  sind,  für  welche  also  die  Gleichungen  y *  =  — j-  (a*— **) 

und  y'*  =  — ^  (a*  —  ^  ■)  gelten  und  woraus    x_  »x  = r 

folgt;  so  hat  man  auch  AA''= —  -5-,  also  dieselbe  Re- 
lation, welche  wir  oben  (§.  511)  für  die  Supplementarsehnen 
der  ersten  Axe  fanden. 

Eben  so  findet  man  auch  in  der  Hyperbel  f&r  die  Sapplementar- 
sehnen  irgend  eines  Durchmessers  die  oben  (§.511)  fllr  die  Snpplemcntor- 

sehnen  der  ersten  Axe  erwfthnte  Relation  AÄ  =  —5-. 
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Von  den  Tangenten  auf  die  Hauptaxen  bezogen. 

a)    Für   die   Ellipse  und   HyperbeL 

§.  524.  Um  die  Gleichung  der  aus  einem  bestimmten 
Pmicte  x\  y  an  die  Ellipse  gezogenen  Tangente  zu  ent- 
wickeln, befolgen  wir  genau  wieder  das  im  §.  430  angewen- 
dete Verfahren.     Es  ist  nämlich  die  Gleichung  der  Ellipse, 

die  Abscifisen  vom  Mittelpunct  gezählt:  y*=:— 5-  (a*  —  «^), 

und  die  einer  durch  den  Punct  x\  y'  gehenden  Secante: 
y — y'=zA(x  —  af).  Substituirt  man  nun,  zur  Verbindung 
dieser  beiden  Gleichungen,  den  Werth  von  y  aus  der  letz- 
tem in  die  erstere  Gleichung;  so  erhält  man,  nach  x  ge- 
ordnet: 

~  {A^a^  +  i«)  0?*  +  2^  fy  —  Aaf)  x 

eine  Gleichung,  deren  Wurzeln  sofort  die  Abscissen  der 
Durchschnittspuncte  der  Secante  mit  dpr  Ellipse  sind.  Da 
aber  die  Secante  zur  Tangente  werden  soll,  also  beide  Puncte 
zusammen  fallen,  d.  i.  beide  Wurzeln  einander  gleich  wer- 
den mflssen ;  so  hat  man  (§.  431,  Anmerk.  2.)  die  Bedingungs- 
gleichung : 

und  daraus  ^= ^^-^ ,__',, für   die  tngon. 

Tangente  des  Neigungswinkels  der  durch  x\  y'  an  die  El- 
lipse gezogenen  Tangente  mit  ihrer  grossen  Aze.  Der  dop- 
pelte Werth  zeigt  auch  hier,  dass  im  Allgemeinen  aus  einem 
Puncte  -D(^,  y')  (Fig. 67)  an  die  Ellipse  zwei  Tangenten n,. er. 
DMj  Dm  gezogen  werden  können;  diese  sind  jedoch  nur 
möglich,  wenn  die  Wurzelgrösse  reell,  d.  i.  a*y'*-f- 6*a?'* 
— a*6*>0,  nämlich  (§.506)  der  Punct  Z)  ausserhalb  der 
Curve  liegt.  Für  aY*  +  ft*«'»— a»6*  =  0  ist i>  oder  x\y' 
ein  Punct  der  Ellipse  selbst,    und  es  reduciren  sich  beide 


Werthe  von  >1  auf  einen:  ^  =  T ^  ?, «   oder,    da   aus   der 
Gleichung  der  Ellipse  o*  —  x^  =  — n—  folgt : 


Die  Gleichung  der  Tangente  ist  sonach  (diesen 
Werth  von  A  in  der  obigen  Gleichung  der  Secante  subsd- 
tuirt)  sofort: 

(i)y-y'  =  --^y-(*-*'), 

wobei  X  y  y  die  allgemeinen  oder  laufenden ,  und  js",  y  die 
bestimmten  Coordinaten  des  Berührungspunctes  sind«  Ver- 
bindet man  mit  dieser  Gleichung  noch  jene  a^y'^  +  IP-si^ 
=zc^h^^  welche  ausdrückt,  dass  x\  y'  ein  Punct  der  £Uips€ 
ist;  so  erhält  man  für  die  Gleichung  der  Tangente 
auch : 

(2)  a^yy'  -\-V^xx'  =  aH\ 

11      » 

In  der  Hyperbel   hat  man  eben  so  (x*)  A  —  — ; — =-,  und  (Ar  die 

«     9 

Gleichnng  der  Tangente  im  Pnncte  r ,  y*\ 

(».-/--^f  (x-x')  Oder  (.')  a.,y-».x,- =  -.*.. 
An  merk.     Ans  dieser  letzten  Gleichnng  (2')  folgt  jr  —  — ^ — r^ r, 


wobei  (da  x\  y  ein  Pnnct  der  Hyperbel  ist)/— ■:ii —  V x'-  —  •' 
ist.  Setzt  man  nan  x'  «»  <X3,  so  folgt  daraus  y  »>  dr x' and  (die- 
sen Werih  in  der  erstem  Gleichung  sabstituirt)  jr  =  db  ~  '  T  —r^ 

a  X 

oder,  da  — |-  = gegen verschwindet :  jr  =  db  —  x ;  da  aber 

X  cv>  a  a 

dieses  (§.  472,  7.)  die  Gleichung  der  Asymptoten  der  Hyperbel 
ist,  so  folgt,  dass  diese  letztem  als  Tangenten  der  Hyperbel  ange- 
sehen werden  können,  deren  BerQhrnngspnncte  unendlich  weit  hinaus 
fallen. 

b)   Für    die   Parabel 

§.  625.  Die  Gleichung  einer  aus  irgend  einem  Puncte 
x\  y  an  die  Parabel  gezogenen  Secante  ist  y  — y'  ^=A(x  —  jO; 
diese  mit  der  Gleichung  der  Parabel  verbunden,  gibt  (durch 
Elimination  vony): 


Setzt  man  wieder ,  damit  die  Secante  zur  Tangente  wird 
(§.431): 

flo  erhält  man  aus  dieser  Bedingungsgleichung  für  die  Tan- 
gente des  Neigungswinkels  der  geometrischen  Tangente  mit 

der  Axe  der  Parabel:  -A=jr-7(y'±  \^y'^ — P^')»  Es  kön- 
nen   demnach   auch  hier  von  einem  Puncto  m  oder  a\  y 
(Fig.  72)   im  Allgemeinen  zwei  Tangenten  mMy   mM'  an*^^*- 
die  Curve  gezogen  werden ;  diese  sind  jedoch  nur  möglich, 
wenn  y'* — p«'>0,   d  i.   (§.514)   wenn  der  Punct  x\  y' 
ausserhalb  der  Parabel  liegt.    Liegt  dieser  Punct  in  der 

Curve  selbst,   so  wird  y'*  —  p4?'  =  0  und  A=  z^  ,  =s  JL^ 

=  ^7^,  d.  i.  (a)  ^  =  -—7 ;  es  fallen  nämlich  beide  Tangen- 
ten in  eine  zusammen,  deren  Gleichung  sofort  [wenn  man 
diesen  Werth  von  A  in  der  obigen  Gleichung  der  Secante 

substituirt]  (1)  y  —  y'  =  -^(a!  —  «0>  o^er  auch,  wenn  man 

damit  noch  jene  y'^=:pa\  welche  ausdrückt,  dass  ^,  y' 
der  Berührungspunct  (also  ein  Punct  der  Curve)  ist,  ver- 
bindet :  (2)  y y'  =  ii>  («  +  ^). 

Die  Tangente,  Normale,  Subtangente  und  Sub- 
normale. 

o)   Fflr  die  Ellipse  und  HyperbeL 

§•520.  Erklärung.  Wird  die  im  Puncte 3f (ä',  y')  ge- 
zogene Tangente  irgend  einer  Curve,  also  auch  der  Ellipse 
(Fig.  67)  bis  zum  Durchschnitt  T  mit  der  Abscissenaxe  ver-  ng.  er. 
längert,  femer  in  M  auf  die  Tangente  das  Perpendikel  MN 
wieder  bis  zum  Durchschnitt  mit  dieser  Axe  gezogen;  so 
heissen  im  engem  Sinne  das  begrenzte  Stück  MT  der  Be- 
rührungslinie Tangente,  das  Stuck  MN  des  erwähnten 
Perpendikels  Normale,  die  Stücke  FT  und  PN  aber  Sub- 
tangente und  Subnormale. 
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§.  52t«    um   nun   in   der  Ellipee  die  Subtangente  zu 

bestimmen  y  wird  man  in  der  Gleichung  (1),  §.524,  ^  =  0 
setzen,  und  daraus  x  —  a  ausdrücken ;  denn  diese  Differenz, 
in  welcher  x  dem  Werthe  y  =  0  in  der  Gleichung  der  M  T 
entspricht,  also  =(77  ist,  gibt  sofort  CT—CP=PT, 
Man  erhält  aber  auf  diese  Weise : 

Subtangente  (3)  PT=  '^^'^'\ 

«'  —  X* 

Eben  so  ist  auch  in  der  Hyperbel  cfie  Subt.  (3')  PT^ ; — , 

An  merk.  Da  PjT  in  (3)  von  b  unabhängig  ist,  so  folgt,  dass  ftir  alle 
auf  ein  und  derselben  Geraden  AA'  ^^^n,  als  ersten  Axe ,  oon- 
struirten  Bllipsen,  die  gleichen  Absdssmi  entsprechendea  Sabtan- 
genten  einander  gleieh  sind.  Errichtet  maoi  daher  in  irgend  einem 
Fnncte  P  der  gemeinschaftlichen  Axe  ein  Perpendikel ,  welches  die 
erwähnten  Ellipsen  in  3f,  IT,  .  .  trifit;  so  müssen  sich  die  simmt- 
lichen  in  diesen  Fancten  Jf,  If'  .  .  an  die  betreffenden  ElUipeen  ge- 
zogenen Tangenten  in  einem  und  dem  nfimlichen  Puncte  T  der  Axe 
schneiden.  Da  aber  diese  Eigenschaft  auoh  noch  för  den  aber  A  Ä 
construirten  Kreis  (als  Scblnssglied  dieser  Ellipsen  -  Beihe)  gelten 
muss;  so  darf  man  nur,  um  im  Puncte  M  an  die  Ellipse  eine  Tan- 
gente tu  sieben,  durch  diesen  die  Ordinate  bis  zum  Dnrchadmitt  L 
mit  dem  Kreis,  und  an  diesen  in  L  die  Tangente  LT  ziehen,  und 
endlich  den  Durchschnittspunct  T  dieser  Geraden  LT  nnd  der  Axe 
mit  M  verbinden. 

§.  528.  Die  Gleichung  der  durch  den  Berührungspunct 
«',  y'  gehenden  Normale  MN  der  Ellipse  ist  [§.398,  2. 
als  einer  Geraden,  welche  auf  jener  (1),  §.  524,  perpendiku- 

lär  steht]  <4)  y  -  y'  =^  -g-  -^  («  -  x"). 

Um  nun  die  Subnormale  PN  zu  erhalten ,  wird  man 
wieder  in  dieser  Gleichung  y=^0  setzen,  und  dann  «  —  x 
(welche  DiflFerenz   =  CN — CP=  —  PN  ist)   bestimmen; 

man  erhält  daduroh  die  Subnormale   (5)  PN==^ r*^» 

und  diese  ist  fßr  eine  positive  Abscisse  x'  desshalb  negativ, 
weil  sie  von  P  gegen  iV,  also  in  der  Richtung  der  negati- 
ven X  gezählt  wird. 

Eben   so   erhält   man   auch  in   der  Hyperbel  die  GHeichmig  der 

Normale:  (4)  y  —  y  =.  —  ^-IL  (,— a:'),  und  die 

0       X  • 

Snbnormale:  (5')  PiV=  — j-x. 
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5-  529.    Aus  den  recht w.  Dreiecken  MPT  und  MPN 

folgt  endlich  M  T—  |/ifP*+Pr»und  JfJV=l/JfP*+PA^, 
oder  wenn  man  substituirty  für  die  Ellipse: 

Tangente  (6)  MT=^ya'^  —  c^x^  nnd 
Normale  (7)  MN=  -^ >/a*  —  c» a?'*. 

Eben  so  findet  man  flkr'die  Hjperbel 

(6')     MT^  ^  Vc»jc'«  — a*  und  (7)  If J^=  -^  Vc" «'*--•*. 

ox  a 

Änmerk.  Nach  dem  beim  Kreise  §.  438  beobachteten  Ver&hren  ist  es 
ancfa  hier  leicht,  die  BerlUimngspnDcte  Ar  die  dareh  einen  ausser- 
halb der  Ciure  geAhrtea  Tangenten  sn  finden  [IL,  220]. 

6)    Fflr   die   Parah^l. 

§.  530.  Setzt  man  in  der  Gleichung  (1),  %.  585,  der 
Tangente  ^  =  0,  und  bestimmt  dann  m — m\  so  erhUt  man 
auf  dieselbe  Art  (wie  in  der  Ellipse)  die 

Subtangente  (3)  PT=  —  ix\ 

Da  aas   ffiesem  Werthe  AT'^AP  folgt  [auch  ans  Gleichnng  (2), 
1.525,  wirdftey  — Osoibrtx  +  x'  =  0oderx  — —  x,  d.  i.  AT=iAP\y 
io  wird  man ,   nm  an  einen  bestimmten  Pnnct  M  der  Parabel  [Fig.  72)  rif.  n. 
€iae  Tangente  an  aiehen ,   die  Abedsse  AP  dieses  Pimctes  Ton  A  auf 
der  Terl&ngerten  Axe  bis  T  anftragen,  and  T  mit  M  rerhinden, 

§•  531.  Die  Gleichung  der  im  Puncte  M  errichteten 
Normale  [als  einer  durch  den  Punct  Xy  y  gehenden ,  auf 
der  Geraden  (1),  §•  525  perpendikulftren  Geraden]  ist 

(4)y-y'=--^(*-0. 

Setzt  man  in  dieser  wieder  ^  =  0  und  bestimmt  dafür  m  —  x^ 
80  ist  X  —  x'  oder  die  Subnormale  (5)  PN=:^p. 

§.  532.  Endlich  folgt  noch  aus  den  rechtwinkeligen 
Dreiecken  MPT  und  MPN,   wenn  man  tbr  PT  und  PN 

gleich  die  vorigen  Werthe  aus  (3)  und  (5)  substituirt: 

Tangente  (6)  MT=Vpa'  +  4x\ 
Normale  (7)  MN=  Vpx  +  \p\  [Tl.,  219.] 
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IV. 

Von  den   Tangenten   auf  die  Durchmesser 
und  Radienvectoren  bezogen. 

a)    FQr  die   Ellipse  und   Hyperbel 

§.  6U.    Es   seien  zu  irgend  einem  Puncte  3£  der  El- 

"«•"■lipse   (Fig.  68)   der  Durchmesser  Mm  und  die  Tangente 

KMK!  gezogen,  so  ist  die  trig.  Tangente  des  Winkels  der 

KK  mit  der  Abscissenaxe  [(a),  §.  524]  Jl  = r  --^-  I^^^ 

Oleichung  des  Diameters  Mm  (als  einer  durch  den  Ursprung 
gehenden  Oeraden)  hat  die  Form  y  =  ÄXy  woraus  auch,  da 
diese  (Jerade  durch  den  Punct  M{Xy  y)  geht,  y  =  A's  oder 

A=z^  folgt.    Diese  beiden  Werthe  von  A  und  A'  geben 

also  AA  =^ i-  Bezeichnet  man  femer  die  trig.  Tan- 
gente desWinkelSy  welchen  der  mit  Mm  conjug.  Diameter 
ATm'  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  durch  A"  \   so  ist  auch 

(§.521)  A'A'=^-^,  mithin  AÄ  =  AA"  oder  A=A"\ 

es  läuft  also  die  Tangente  KK*  irgend  eines  Pnnctes  M 
mit  jenem  Durchmesser  M* m'  parallel,  welcher  zu  dem 
durch  diesen  Punct  M  gezogenen  Diameter  conjugirt  ist 

§.  684.  Folgerung.  Zieht  man  in  den  Endpuncten 
3f,  m,  M'  y  m  zweier  conjugirter  Diameter  Mm^  M'm'  an 
die  Ellipse  die  vier  Tangenten  ;  so  bilden  diese  ein  die  Curve 
umschliessendes  Parallelogramm. 

Ffir  die  Hyperbel  gilt  ebenfalls  der  SaU  des  vorigen  {.  Auch 
lAsst  sich  hier  ein  ähnliches  Farallelograiun  constrniren ,  Ton  welchem 
jedoch  nur  swei  Seiten  wirklich  Tangenten  (and  zwar  in  den  Endponc- 
fg.  sa  ten  Jlf ,  m  des  ersten  Diameters,  Fig.  69)  der  Canre  sind;  die  beides 
übrigen  laufen  parallel  mit  dem  ersten  Diameter  Mm,  Übrigens  ist  hier 
dieses  Parallelogramm  der  Cmre  gleichsam  eingeschrieben. 

Wie  lässt  sich  mittelst  der  im  vorigen  §.  entwickelten  Eigensduit 
in  einem  gegebenen  Poncte  der  Ellipse  oder  Hyperbel  eine  Tangente 
ziehen?  [II.,  225.] 
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§.  SS5.   Es  seien  an  einen  Punot  M  (Fig.  70)  die  Tan-  n«.  r<« 
gente  MT  und  die  Radienrectoren  FMj  F M  gezogen;  fer- 
ner sei  W.  FMT=%,  W.  FMT=a\    tangMFX=A, 
fang  MF'X^A'  und  fang  MTX=  A'\  so  folgt  unmittelbar 
aas  der  Figur: 

(A)  toisra=Y:p2:jr  und  toigF  a' = -j-p^^- 

Smd  wieder  x\  y  die  Coordinaten  des  BerOhrungspunctes 
Jf ;  so  ist  die  Gleichung  der  durch   die  Puncte  F{x^=ic^ 

y  =  0)  und  M{a\  y)  gehenden  Geraden  FMi  y  =  -X — (ar—c), 

und  jene   der  durch  F  (ä  =  —  c,  y=0)  und  Jf  gehenden 

Geraden  F' Mi  y=-grT— {w -\- e);  man  hat  daher 

A  =  -T^-,  A'=-JL-.  und  (§.  524)  ^"=  —  5^. 

Diese  Werthe  in  (A)  substituirt  geben,  wenn  man  gleich  die 

Bruche   wecrbnnet :    tang a  = r-^' i — r     .,  %  >t oder we- 

gen  a*  y'*  +  **«'*  =  «*  **  und  a*  —  6*  =  c*,  nach  gehöriger 
Reduction:  tonaa  =  — :. 

^  ey 

Der  Werth  von  tangn'  kann  ganz  eben  so  bestimmt 
werden ;  einfacher  jedoch  folgt  er  aus  dem  eben  gefundenen, 
wenn  man  in  diesem,  der  Natur  der  Sache  gemäss  [vergl. 
die  Ausdrücke  (A)  und  dann   die  Werthe  von  A  und  A'^ 

— cstatt + c  schreibt ;  man  erhalt  in  jedem  Falle  Umg  a'= ;. 

Aus  diesen  Werthen  von  tang  a  und  tang  ^  folgt  aber, . 
dass  sich  die  Winkel  a   und  a'  gegenseitig  zu  180®  ergän- 
zen,   oder  dass   (mit  Ktlcksicht   auf  die  Natur  der  Sache) 
FUT^FMT—\Wi^  ist.    Verlängert  man  daher  die  Tan- 
gente gegen  iy  so  ist  wegen  F'Mt-^-F'MT^^Wii^  sofort 

(i)    W.  2^'if<  =  W.  FMT. 

Zieht  man  die  Normale  MNy  so  folgt  auch  aus  der  Gleich- 
heit der  Winkel  NM  T  und  NMt  in  Verbindung  der  rori- 
gen  Bektion  (d),  dass  W.  NMF=  W.  NMF"  ist 


Für  dif  Hyperbel  bM  nua  eben  eo 

Hr.  TL  und  da  hier  dieW.  a  and  a  (Fig.  71}  nicht  wie  bei  der  Ellipse  von  der 
Tangente  am  nach  einerlei,  sondern  nadi  entgegen gesetiteo 
Bichtnngen  gesihlt  werden,  wodurch  a  gegen  a',  oder  amgekehrt,  also 
auch  tangx  gegen  tanga,'  negativ  an  nehmen  ist;  so  hat  man  tatvjs 
s=  tanga,  also  andi  aa=5«',  d.  i.  W.  TlfF  — W.  TMP'.  Die  Nor- 
male MN  hingegen  halbirt  den  von  dem  einen  Leitstrahl  und  der  Ver- 
Itagemog  te  andern  gebildeten  Winkel. 

Anmerk.    l\ahren  ans  dem  einen  Brennptmcte  F  der  Ellipse  ABA'B 
Fif.  7a  (Fig.  70) ,   welche   einen   durch   die  Axe  der  durch  üm<trehong  der 

halben  Ellipse  ABÄ  um  ÄA'  erzengten  concaven  elliptisclien  Spie> 
gelflftohe  entstehende  Schnitt  darstellt,  Licht-,  Wärme-  oder  Schall- 
strahlen ans;  so  wird  jeder  solcher  Strahl  FM^  sofolge  des  bekamt 
ten  physikalischen  Cksetxes,  dass  der  Beflexionswinkel  hnmer  dem 
Einfallswinkel  gleich  ist,  nach  MF\  also  so  zurflckgeworfen ,  das« 
dieser  zurückgeworfene  Strahl  durch  den  zweiten  Brennpnnkt  F' 
geht.  Da  nun  dasselbe  auch  von  allen  übrigen  durch  die  Axe  des 
EUipsoids  geftüirten  ebenen  Schnitten  (die  mit  diesem  erstem  slmmt- 
lich  congruent  sind)  gilt,  so  vereinigen  sich  die  s&mmüichen  Strah- 
len  (bei  ihrem  Durchgange)  in  i*^,  und  vermögen  (bei  Wärme- 
strahlen) dadurch  einen  in  diesem  Puncto  befindlichen  brennbaroi 
KOrper  zu  entzünden.  Umgekehrt  können  die  aus  F  ausfahrenden 
Wftrmestrahlen  adf  einen  in  F  befindlichen  Körper  eine  ähnliche 
Wirkung  hervorbringen,  und  diess  ist  der  Grund,  warum  diese  bei- 
deü  Pnnote  Brennpuncte  genannt  worden  sind.  Dass  dagegen  m 
Fif.  TL  der   Hyperbel  (Fig.  71)    die  Punote  F  und  F   keine   materieüen 

Brennpuncte  sind,  sondern  nur  der  Analogie  mit  jenen  der  El- 
lipse wegen  so  genannt  werden ,  wird  man  von  selbst  bemerken 
können. 

§.  536.  Die  im  vorigen  §.  entwickelte  Eigenschaft  der 
Fis-  ra  Gleichheit  der  Winkel  liefet  uater  allen  Methoden  die  ein- 
fachBte»  um  an  die  Ellipse  durch  einen  gegebenen  Punct, 
dieser  mag  in  der  Curve  adibst  oder  ausserhalb  liegen,  eine 
Tangente  i^u  ziehen.  Im  erstem  Falle  zieht  man  nämlich 
an  diesen  Punot  M  die  bdden  Leitetrahlen  FM^  FM^  ver- 
längert den  letztem  um  das  Stück  Mf^^MFy  zieht  Ff  und 
auf  diese  Verbindungslinie  aus  M  die  Gerade  MGT\\ti- 
pendikalir;  00  iet  diese  die  gesuchte  Tangente«  Denn  es 
halbirt  dieser  Coastruction  zufolge  diese  Gerade  MG  J\  wie 
8  far  die  Tangente  am  soll»  den  Winkel  FMf. 


Liegt  dag^en  der  gegebene  Ponct  m  ausserhalb 
der  Curve,  so  berücksichtige  man,  dass  es  sich  bloss  um 
die  Bestimmung  des  Punctes  /  handelt«  welcher  mit  F'  ver- 
bunden, den  gesuchten  Berfihrungspunct  M  abschneidet. 
Nun  ist  aber  1^/=  I^M-^-  MF=  2  a,  und  wegen  MF=  Mf, 
und  da  mMG  auf  Ff  nach  dem  Vorigen  perpendikulär  ist, 
auch  m/^=mF;  man  erhalt  also  diesen  Punct  /,  indem 
man  aus  dem  gegebenen  Puncte  m  mit  seinem  Abstände 
?om  ersten  Brennpimct  F  als  Halbmesser  einen  Kreisbogen 
beschreibt,  und  diesen  aus  dem  zweiten  Brennpuncte  F'  mit 
dem  Halbmesser  -4-4'  =  2a  durchschneidet.  —  Verwechselt 
man  bei  diesem  Verfahren  die  Brennpuncte,  und  macht  den . 
zweiten  zum  erstcDi  und  umgekehrt ;  so  erhält  man  in  Über- 
einstimmung mit  §.  524  noch  einen  zweiten,  mit  /  analogen 
Punct  /*,  welcher  mit  F  yerbnnden,  sofort  den  zweiten  Be- 
rOhrungsponct  M'  abschneidet,  dergestalt,  dass  dann  aus  m 
die  beiden  Tangenten  mMT  und  mM'T  gezogen  werden 
können«  (Auch  kann  man,  wenn  es  nicht  an  Raum  gebricht, 
die  zuerst  genannten  beid^en  Elreisbogen  sogleich  bis  zu  ih- 
rem 2.  Durchschnitt  f  verlängern,  und  diesen  Punct  f" 
ebenfalls  mit  dem  2.  Brennpuncte  F  yerbanden,  um  da* 
durch  unter  einem  aoch  dm  2.  BerCdirungspunct  M'  zu  er- 
halten.) 

Eben  bo  wird  man  in  der  Hyperbel  (Fig.  71)  an  den  gegebc- yi«  n- 
nen  Panct  M  der  Corve  die  beiden  Leitstrahlen  FM^  F'M  ziehen,  nud 
den  Winkel  EMF*  durch  die  Gerade  MT  halbiren,  nm  die  Tangente 
MT  BXi  diesen  Punct  sn  erhalten.  —  Für  einen  Punct  m  ausser- 
halb der  Curre  wird  man  aus  m  mit  dem  Halbmesser  mF  einen  Bo- 
gen beschreiben,  diesen  mit  dem  Halbmesser  AÄ  =^%a  ans  dem  zweiten 
Brennpuncte  F*  in  /  und  f"  durchschneiden,  und  diese  Dnrchschnitts- 
puncte  mit  F'  yerbinden,  nm  dadurch  die  beiden  Berührungspuncte  Af, 
M'  auf  der  Hyperbel  abzuschneiden,  und  die  beiden  ans  m  möglichen 
Tangenten  ziehen  an  können.  Denn  es  ist  z.  B.  Ar  den  Punct  Af, 
nach  dieser  Constmction:  /y«-*  2a  =  /*'3f — Mf^  also,  da  auch  (§.466) 
FM—FM=:2ay  sofort  Mf^=^liF\  da  ferner  auch  mf^mF^  so 
folgt,  dass  die  Verbindungslinie  mMT  m  der  That  den  Winkel  FMF 
halbirt.  (Auch  kann  man,  anstatt  zugleich  den  zweiten  Durchschnitts- 
punct /"  zn  suchen,  wie  in  der  Ellipse,  jenen /^  durch  Verwechslung 
der  Brennponote  heslimmeBi  und  ilm  mit  F  verbindes,  «a  M*  in  er- 
halten.) 


b)  Für  die  Parabel 

«»  "  §.  6X1.    Zieht  man  in  der  Parabel  (Fig.  72)  zu  irgend 

einem  Puncte  M  den  DurchmesBer  Jf^,  die  Tangente  M  T 
und  den  Leitstrahl  FM;  so  ist  erstlich  auch  hier  der  mit 
dem  Diameter  Mf*  conjugirte  sofort  mit  der  Tangente 
IfT  parallel  (da  er  mit  dieser ,  §.  522) ,  sogar  zusammen- 
fült).  Setzt  man  femer  wieder  W.  FMT=  a,  tangMTX=  A 

und  tangMFX=^A';  so  ist  o£Penbar  tanga  = —7.  Nun 

ist  aber,  wenn  ^,  y^  die  Coordinaten  des  BerQhrungspunc- 

tes  sind  (§.  525) 9  A  =  -^,   und  da  y  =    ,^      (a  —  \ p) 

die  Gleichung  des  durch  die  Puncte  F{a  =  {p,  y  =  0)  und 

Al{x\y')  gehenden  Vectors  FM  ist,   sofort  A'  =  ,  \    ; 

man  hat  daher,  wenn  diese  Werthe  fhr  A  und  A'  in  der 
vorigen  Gleichung  substituirt,  und  die  Brüche  weggebracht 

werden:   tang(i  =  -i- — ,  .  ,    ■=     .\    ,'/^^=^,     Es  zeigt 

sich  also,  dass  tanffa  =  A,  folglich  W.  FMT=W.MTX, 
und  da  iJf/'  mit  yl^  paraUel,  auch  W.  FMT=Vf.tMf 
ist.  Ferner  halbirt,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Normale  MS 
den  W.  FMf  des  Leitstrahles  jPif  mit  dem  Durchmes- 
ser Mf. 

A  n  m  e  r  k.  Eine  der  im  §.  585  (Anmerkung)  »bnlicbe  Betrachtnng 
zeigt,  daas  alle  anf  eine  concave  parabolische  Spiegelfl&che  mit  der 
Axe  parallel  einüallcnden  Warmes  trab  len  sieb  durch  Keflexioa  im 
Brennpancto  F  vereinigen ,  und  dadurch  in  diesem  Paocte 
befindliche  brennbare  KOrper  su  entxünden  oder  rerbrenncn  tot- 
mOgen. 

§.  5S8.  Um  an  einen  gegebenen  Punct  M  der  Parv 
Fig.  71  bei  (Fig.  72)  die  Tangente  zu  ziehen ,  wird  man  also  nur 
durch  diesen  Punct  den  Durchmesser  fMf  bis  zum  Durch- 
schnitte /  mit  der  Leitlinie  CC*  führen,  diesen  Punct  /  mit 
dem  Breimpuncte  F  yerbinden ,  und  aus  Jf  ^auf  diese  Ver- 
bindungslinie Ff  die  Grerade  MGT  perpendikulär  ziehen. 
—  Um  femer  an  diese  Curve  von  einem  ausserhalb 
liegenden  Puncte  m  die  beiden   Tangenten   zu  ziehen,  be- 


schreibe  man  ans  diesem  Pimcie  ■»  mit  der  EDtfemans  mF* 
einen  Kreisbogen ,  welcher  die  LeitHnio  CC  sofort  in  zmi 
Puncten  /,  f"  schneidet ,  imd  fnhre  diij>ch  diese  Puncte  mit 
der  Axe  parallel  die  Geraden  jMf^  j^M'j^i  00  ergeben 
sich  dadurch  auf  der  Ciure  die  btiden  Beriihrang^puncte 
if,  M'y  die  sofort  mit  m  in  Terbinden  sind.  Denn  es  ist, 
z.  B.  für  My  nach  dieser  Construction ,  mF=mf  und 
MF^=  Mfy  also  mMG  perpendikuiar  nu£  jF^  und  8i>nach 
durch  dasselbe  Perpendikel  mMG  der  Winkel  /MF  halbirt. 


V. 

Diese  drei  Curven  auf  ihre   conjugirten 

Diameter  bezogen. 

a)  Für  die  Ellipse  und  Hyperbel 

§.  530.  Traneformirt  man  die  Gleichung  der  Ellipse 
a2y2-|>i«^«  =  a«ia  nach  §.  448  für  schiefwinkelige  Omr- 
dinaten,  und  lässt  den  Ursprung  ungeändert,  setzt  also  in 
dieser  statt  x  und  y  beziehungsweise  acosoi,-\'y  cos  ai!  und 
X  idn  OL -\- y  sin  Ol!  \  SO  erhält  man : 

(a^  sin  a'2  +  fc«  cos  a'*)y*  +  (a^  nn  a«  +  b^  cos  afi)  x^ 

-f-  2  (a*  sin  %  sin  a'  -f-  ^^  cos  a  coä  %)xy=-  a}b^. 

Sucht  man  jetzt  jenes  schiefwinkeh'ge  Axensjstein,  auf 
welches  bezogen,  die  Gleichung  der  Ellipse  die  nämliche 
Form,  wie  die  Axengleichung  erhält;  so  darf  man  bloss  in 
der  vorigen  Gleichung,  in  welcher  a  und  a'  noch  unbe- 
stimmt sind ,  (ß)  a*  sin  a  sin  a'  +  6*  cos  a  cos  a'  =  0  setzen 
(um  das  Glied  in  xy  verschwinden  zu  machen).  Aus  die- 
»er   Bedingungsgleichung   erhält    man   durch   Division    mit 

cos  a  cos  a'  sofort  (1)  lang  a  tang  a'  = ._,  und  damit  g^ht 

die  vorige  Gleichung  der  Curve  fiber  in  jene : 


Der  Umstand  aber,  dass  man  zur  Bestimmnug  der  bei- 
den Grössen  a,  a'  nur  eine  Gleichung  (1)  erhält^  beweist, 
dass  unendlich  viele  Coordinatensysteme  von  der  verlangten 
Eigenschaft  möglich  sind ;  und  da  diese  Bedingungsglei- 
chung  (1)  die  nämliche  ist,  welche  wir  oben  in  §»  521  [(a)] 
gefunden  haben»  so  folgt,  dass  jedes  dieser  Systeme  mit  ei- 
nem Systeme  conjugirter  Diameter  zusammen&IUi 
also  die  Gleichung  (2)  sofort  die  Gleichung  der  Ellipse  auf 
ein  System  conjugirter  Diameter  bezogen  ist.  Setzt  man 
davon  jenen  Durchmesser,  auf  welchem  die  Abscit«sen  sc  ge- 
zählt werden,  =2^,  und  den  zweiten  oder  conjugirten,  aui 
welchem  nämlich  die  Ordinaten  y  genommen  werden,  =  2B\ 
so  folgt,  da^s  für  y  =  0:  x  =  ±.A  und  fittr  j?  =  0:  f/=ztB 
sein  muss.  Diess  erwägend  erhält  man  also  aus  der  Glei- 
chung (2): 

(3)    A^=  "'''  B-  -  "''' 

und  daraus: 

a^  sin  a*  +  b^  cos  a^  =  — j-  und  a'«wi  a'*  +  6*c(wa'^  =  — r . 

Diese  Werthe  in  der  genannten  Gleichung  (2)  substi- 
tüirt,  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  durch  A^B* 
multipHcirt  und  durch  a'6*  abkürzt:  (4)  A^i/*+B^a^  =  A*B', 
als  Gleichung  der  Ellipse  auf  ein  paar  conju- 
girte  Diameter  bezogen,  von  denen  der  erste  (auf  wel- 
chem die  a  gezählt  werden)  gleich  2^,  und  der  zweite 
gleich  2B  ist.     [H.,  248.] 

Fftr  die  Hyperbel  erhält  mtn  g^mia  eben  so  (oder  kftrcer  id- 
dem  man  n  den  ▼origen  Ausdracken  —  b*  statt  -f-  6*  und  —  B*  statt 
+  ^»  schreibt):  (4')  AY  —  B* x*  =r:  —  A* B*  als  Gleichnng  dieser 
Curve  auf  ein  paar  conjngirte  Diameter,  von  denen  der  erste  (auf  wel- 
chem die  X  gezählt  werden)  reell,  und  der  zweite  imaginär  ist  (re^d- 
§.  521,  (».). 

[üeber  die  Aufgabe:  die  Ellipse  zn  constmiren,  wenn  daTon  fts 
paar  conjugirte  Diameter  gegeben  sind,  II.,  237.] 

§.  540.  Drückt  man  in  den  vorigen  Belationen  (3)  n^ 
A^  und  JS' die  Functionen  0tn  a,  eosa^  sincL   und  oosti  u»ch 


den   bekannten  Formeln   durch   tany  %  und   tang  a   aus ;    so 
erhält  man  auch 

und  wenn   num  aus   diesen   beiden  und  der  Gleichung  [(1; 

im  vorigen  §.j   tangd  ton^a= ^^    %   und    a'  eliminirt, 

zu  welchem  Ende  man  das  Produet  der  aus  den  beiden  er- 
stem Gleichungen  folgenden  Wert  he: 


Dämlich 


r,_   6*  (a^^A'^ia^^B^ 


dritten    Gleichung    folgenden    Werth    tang  a*  ■  tang  «'■  =  — j- 

gleich    setzen    wird ;    so   erhält   man :    (a*  —  A^)  (o^  -  -  JB') 

=M2_t«)(£2_i2)odera^— 6*=-4*(a"  — 6*)  +  i?M«^  — **)> 
d.i.  (1)  A*  +  B^^a^  +  b\ 

Für  die  Hjperbel  hat  man  die  analoge  Gleichang: 

(O    A^^  U'  =  a'^bK 

§.  541.  Werden  dagegen  die  beiden  genannten  Glei- 
chungen (3)  f&r  A^  und  jB*  (§.  539)  zusammen  multiplicirt, 
60  erhält  man : 

A^B^= °*^* 

Nun  ist,  die  Mnltiplication  im  Nenner  iV  verrichtet : 

4-  ö*  i^  (««  **  C08  OL*  -\-  sin  a''  cöä  a^), 

oder,  da  aus  der  obigen  Bedingungsgleichung  (S),  §.  539, 
wenn  man  sie  quadrirt ,  «*  «m  a^  sin  a'*  +  **  cosa*  coa  a  ' 
=  —  2a^b^8ina8incc^ cosacoaa'  folgt,  auch: 

-tV=  ä^  b*  (jsin  a'  co«  a'*  —  2nna  sin  a  cos  a  co«  a'  -f-  **w  a  •  co«  a*) 

=  a^  b^  {sin  a'  cos  a  —  «na  co«  a')*, 

d.  i.  JV=a2  62  [«tn(a'  —  a)]*.  Das  obige  Produet  ist  dem- 
nach A^B^=  a*b*r  '  (a—-  ')V*  ^^^  daraus  folgt  ganz  ein- 
fach: (2)  4.4J3«n(a'  — a)  =  4ai. 


364 

Zieht  man  nun  an  den  Endpuncten  der  conjugirten  Dia- 
ne- 88.  meter  Mm  =  2A  und  M'm'  =  2B  (Fig.  68)  die  Tangenten, 
60  entsteht  (§.  534)  ein  um  die  Ellipse  herum  beschriebenes 
Parallelogranun  9  KL\  welches  offenbar  4  Mal  so  gross  als 
jenes  jfiTC  ist ;  die  Fläche  dieses  letztem  ist  aber,  wegen 
'CM  =  A,  CM'  =  B  und  W-  J/Ci/'  =  a'— «,  sofort 
AB  8in(aL — a),  folglich  ist  ^AB9in{% — a)  die  Fläche  des 
zuerst  genannten  umschriebenen  Parallelogramms  KL'^  so 
wie  4a&  =  2a.26  das  Rechteck  aus  den  beiden  Axen  der 
Ellipse,  und  diese  beiden  Flächen  sind  also  [Gleichung  (2)] 
einander  gleich. 

Der  nämliche  Satz  gilt  aach  ftbr  die  Hyperbel,  da  man  flkr  dic^ 
Curve  dieaelbe  Gleichung  (2)  erhftlt  [Aufgaben,  IL,  251]. 

b)  Für  die  Parabel. 

§.  542.     Transformirt   man  die  Axengleichung  der  Pa- 
rabel y^==:px   durch  Anwendung  der   erwähnten    Formeln 
in  §.  448  für  schiefwinkelige  Axen,  so  erhält  man : 
«n  a'2 y*  -f"  ^w  ** ^*  +  2«m  a dn  %' ay  +  {^Ssin  a  — p cosa.)x 
-f-  (2  Ä  «in  a'  —  p  CO«  «0  y  -f-  Ä*  — pd  =  0. 

Um  nun  auch  hier  wieder  jenes  Axensystem  anzufin- 
den, für  welches  diese  letztere  Gleichung  dieselbe  Fonn 
wie  die  Axengleichung  erhält,  hat  man  dafür  die  drei  Be- 
dingungsgleichungen: «na*  =  0  (wodurch  auch  28{nasm% 
=  0  wird),  S^ — pd=0  und  2S8inn — peoaoi'  =  0;  wo- 
durch sich  in  der  That  die  vorige  Gleichung  (mit  Bück- 
sicht, dass  zufolge  der  ersten  Bedingungsgleichung  cos  a  =  1 
ist)  auf  jene 

(2)     y»=-7£^ÄJ 

redücirt.  Die  erste  Bedingungsgleichung  «ma  =  0  zeigt, 
dass^die  neue  Abscissenaxe  mit  der  ursprünglichen  paralle] 
läuft,  also  (§.  520)  ein  Diameter  der  Parabel  ist;  die 
zweite  S^ — pd  =  Oy  dass  der  neue  Ursprung  (d,3)  einPunct 
der  Curve;   so  wie  endlich  die  dritte,    aus  welcher  nämlirh 

tang  a  =  -^  folgt ,  dass  [(a) ,  §.  525]  die  neue  Ordinatenaxe 

eine  Tangente  an  die  Curve  im  neuen  Anfangspimctc  ist: 
es  ist   daher   das   neue  oder  gesuchte  Axeusjstem  von  i^ 
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Terlangten  Eigenschaft  (§.522)  überhaupt  ein  System  con- 
jagirter  Axen  der  Parabel,  und  da  es  unendlich  viele 
solcher  Systeme  gibt,  so  gibt  es  auch  eben  so  viele  Axon- 
systeme ,  auf  welche  bezogen ,  die  Gleichung  der  Parabel 
die  Fonn  der  Axengleichung  besitzt,  was  damit  Qberein- 
stimmt,  dass  man  zur  JBestimmung  der  vier  unbestimmten 
Grossen  a,  9,\  d,  S  nur  drei  Gleichungen  erhalten  hat. 

Der  Factor     .  ^,^    der  obigen   Glddiong   ( 9 )  Usit  sieh ,    wegen 

sin  «'*  «—  --— — ^ ;y»  tonö  *  =  ^    und   i*  '^pd,   beqaemer   dnrch 

p  +  4<f,  wobei  d  die  AbsciMe  Jenes  Pnnctes  der  Parabel  ist,  durch  wel- 
dien  der  Diameter,  als  neue  Abscissenaxe,  geht,  ansdrtkcken.  [Hierher 
gdi6rige  Auiisaben,  IL,  258.] 


VI. 
Die  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten  bezogen. 

§.  54S.   Nimmt  man  die  Asymptote  CX'  der  Hyperbel 
MAm^  M'Afr!  (Fig.  73)  zur  Abscissen-  und  jene  CY*  zurms.  ra 
Ordinatenaze,  setzt  also,  um  die  Axengleichung  a*y* — V^x^ 
-V-a*6*  =  0  dieser  Curve  für  dieses  neue  Axensystem  (vom 
nämlichen  Anfangspunct)  umzuwandeln  (§.  448),  statt  x  und 

y  beziehimgsweise    ä:  co«  a  -f"  y  co«  «'   ^^^  «  m  a  +  y  *»«  «' ; 
so  erhält  man  die  Oleichung : 

(a* «n  a'*  —  6'  cos a'*)y ■  -|-  2 (a*  «w a «m  a'  —  6*  cos  oc  cos ft) xy 
4-  (a*«na»  —  V^cos^^x^  +  a^  6»  =  0. 

Da   aber  hier  a  und  a    bereits   bestinunte  Werthe  be- 
sitzen, indem  (§.  472,  7.)  ton^a  = und  ton^a'  =  — , 

also  (wenn  man  den  Sinus  und  Cosinus  durch  die  Tangente 
ausdrückt)  für  j/a*+~6*  =  c ,  auch  m  a  =  ^^^, cos a=-^, 

<m  a'  =  —  und  cos  ai!  =  —  ist ;  so  hat  man  auch,  wenn  man 

c  c 

diese  Werthe  in   der  vorigen  Gleichung  substituirt  und  re- 


ducirt:    f — «y +  «* 6*= 0, und  daraus  (l)xt/"=\  (a*-\-b% 

als  Gleichung  der  Hyperbel  auf  ihre  Asymptoten 
bezogen.  Setzt  man  (2)  ^  (a*  +  6*)  =  «*,  so  ist  diese  auch: 

(3)  xy  =  e\ 

§.  544.  Zieht  man  zu  irgend  einem  Puncte  M  der  Hy- 
perbel die  Coordihaten  MP^  MQ  parallel  mit  den  Asympto- 
ten CY\  CX\  und  setzt  den  Asymptoten winkel  Y'C-X'=y; 
so  ist  das  Parallelogramm  QCPM=^  QC.  CP,  8iny  =  xy  sin  y 
r=e^mny  [Gl.  (3)] ,  folglich  (da  e^siny  von  x  und  y  unab- 
hängig ist)  eine  constante  Grösse.  Diese  oonstante Fläche 
ist,  wegen  W.  Y'CX  =2W.  VC JC,  d.i.  y  =  2a',  also  smy 
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=  2«tna'co«a'=  — i-r- TT  (wenn  man  nämlich  für  an  und 
coaaf  die  Werthe  aus  dem  vorigen  Paragraphe  setzt)  und 
e^sin  y  =  — -^ —  .  »  ?^ .,  =  i  ab,  sofort  dem  halben  Recht- 
ecke ADBC  der  beiden  Halbaxen  gleich.  Die  Verbindungs- 
linien der  Puncrte  -4,  Pf  A\  B'  bilden  eineRaute-AjBJ.'^B'^, 
deren  Seiten  mit  den  Asymptoten  beziehungsweise  parallel 
sind,  und  deren  Fläche,  wie  leicht  zu  sehen,  4  Mal  so  großs 
als  die  aus  den  Coordinaten  des  Scheitels  A  construirte 
Raute  CEAE'C  ist.  Weil  femer  die  grosse  Raute  aus  4 
Dreiecken,  jedes  =i  Rechteck  CI)  besteht,  so  ist  diese 
halb  so  gross ,  als  das  aus  den  beiden  Axen  2  a  und  2  b 
construirte  Rechteck  DUd'd\  folglich  ist  die  kleine  Raute 
AECE'  dem  halben  Rechtecke  ADBC^  also  auch  der  obi- 
gen Constanten  Fläche  e^siny  gleich. 

Diese   grosse  Baute,    deren  Fl&che  sonach  »>  (a*-}"  O'*"!^^^^ 
ist,  wird  Potenz  der  Hyperbel  genannt  ' 

§.  545.  Nach  dem  Verfahren  in  §.  524  erhält  man  iiir 
die  auf  dasselbe  Axensystem  bezogene  Gleichung  der  durch 
die  Puncte  Xy  y  (m)  und  «",  y"  (Jf)  der  Curve  gehenden 
Secante  Mm  das  System  der  Gleichungen  (da  «y  =  e>  die 
Gleichung  der  Curve  ist): 

(l)y— y'  =  f5f^'(«  — «),(2)^y  =  e»und(3)  a?^y''  =  el 


Aus (2)  und  (3)  folgt: ^y'  —  x" y"  =  0,  oder  auch,  wenn 
man x*y  addirt und subtrahirt : y' («'  —  «")  -f* x" (y'  —  y")  =  0, 

und  daraoa  ^£^^m= — ^,  so,  dasa  man  f&r  die  Gleichung 

(1)  der  Secante  auch  hat:  y  — y'  = ^  ( jr  —  a?'),       Ana 

dieser  Gleichung  folgt  ftbr  y  =  0  einfach  «  —  «'  =  «",  und 
da  (ftr  denselben  Werth  von  y,  a?  —  J-^sCr — Cq^=qr^ 
feiner  (wenn  MQ  mit  CX  parallel),  af'^CP=MQ  ist; 
so  hat  man  qT^=MQ.  Hieraus  folgt  aber  endlich,  dass  die 
beiden  Dreiecke  mqr  und  MQR  congruent,  also  die  beiden 
zwischen  der  Curve  nnd  den  Asymptoten  liegenden  Ab- 
schnitte der  Secante  mr  und  MR  einander  gleich  sind. 

Da  diese  Air  jede  Secante  geltende  JTigeiischaft  aoeh  nodi  Statt  fin- 
den maw,  wenn  beide  Durchschnittapnncte  Mj  m  in  einen  (i.  B.  in  S) 
ZQMmmenfiiUen,  also  die  Secante  znr  Tangente  (hier  DcQ  wird;  so  wird 
diese  von  den  beiden  Asymptoten  begrenate  Tangente  im  Berflhmngs- 
puncte  (^i)  halbirt,  nnd  man  bat  sonach  ein  neues  Büttel,  nm  an  einen 
beliebigen  Pnnct  {A)  der  Hyperbel  eine  Tangente  in  ziehen  (indem  man 
u^AE*  parallel  mit  CY'  ziehen  xm^E^d^CE'  nehmen  daif,  vmd^iD 
zu  erhalten). 

[Benutzung  der  in  diesem  §.  entwickelten  Eigenschaft  der  Secante, 
znr  Construction  der  Hyperbel,  wenn  einer  ihrer  Pnncte  nnd  ihre  Asym- 
ptoten gegeben  sind.    11.,  267«] 


VIL 
Die  Polargleichungen  dieser  drei  Curvea 

a)    Für  die  Ellipse  und  HyperbeL 

§.  646.  Um  die  PolargleichuDg  der  Ellipse  zu  ent- 
"»  ».  wickeln ,  für  welche  der  eine  Brennpunct  F  (Fig,  52)  der 
Pol.  und  AA  die  Axe  ist,  muas  man  (§.  454)  in  der  Axen- 
gleichung  aV  +  **^*  =  «***>  wegen  d=CF=tf,  3  =  0 
und  a  =  0,  sofort  x=^c-^ucoav  und  y  =  tf«m9  setzen; 
dadurch  erhält  man: 

(a*«tnt?*  +  ft*co«v*)u*+(26*cco«t?)ti  =  (a«  — c*)6*  =  ** 

und  daraus: 

^h^ceo8v±h^  Va^  sin  v*  +  (6»  +  c«)  cob  v* 

o*  n'fi  v^  4"  ^*  «"  «'^  ' 

oder,  wenn  man  (wegen  a*  —  6*  =  c*)  im  Zähler  6*  -{-  c*=  a' 
und  im  Nenner  6*  =  a*  —  c*  setzt : 

—  6' c  cot  »  Hb  ö  &* 
W=  i i i — 3 

und  wenn  man  endlich  die  doppelten  Zeichen  trennt  und  je- 
den der  beiden  Ausdrücke  fbr  sich  reducirt: 

6»             ,              -  6* 
w  =  — ; unati  = . 

a-f-ccosv  a  —  ccobv 

Da  von  diesen  der  letztere  wesentlich  negativ  ist,  wäh- 
rend man  den  Kadiusvector  immer  positiv  voraussetzt;  eo 
ist  dieser  hier  wegzulassen,    so,    dass  also  der  erstere  oder 

(1)  u  =  — ; sofort   die   Polargleichunc  der  El- 

1  i  p  s  e  ist,  welche  ebenfalls  (so  gut  wie  die  Axengleichung) 
^alle  Puncte  dieser  Curve  darstellt ,   wie   eine   einfache  Di»- 
cussion  derselben  zeigt  [II.,  271], 

Setzt   man  wieder  in   den  beiden  vorigen  AusdrAcken  Ton  «,  ^^' 
statt -f- 6';   so   erfa&lk   man   Air   die   Polar gleichnng   der  Hyperbel 

(wenn  man  sie  verwechselt)  die  beiden  Ausdrücke:    «  = nod 

a-— ccMr 

«» ■-  — ; >   von  denen  ,    wie  die  Discnssion  zeigt ,    der   eiste  den 


Zwdg,  in  welchem  der  als  Pol  genommene  Brennpunct  F  liegt,  nnd  der 
zweite  (welcher  dafbr  ebenfalls  positiT  wird)  den  entgegengesetzten  Zweig 
der  Hyperhel  darstellt     IL,  274.] 

Zieht  man  durch  F  die  Geraden  FE,  FG  (Fig.  53)  mit  den  Asym-  Fir  6& 
ptoten  parallel,  nnd  setzt  den  halben  Asymptoten  Winkel  XFE  =  XFG 
=ra;  so  geben  beide  Ansdrflcke  von  v  =  0  bis  v  =  a  nnd  von  v  «-> 
360* — (L  bis  v  =  360*  keinen  Werth  Ar  u  (d.  i.,  man  erh&lt  entweder  u 
negatiT  oder  Unendlich).  —  Will  man  die  Winkel  v,  anstatt  wie  hier  von 
der  Hechten  gegen  die  Linke,  in  umgekehrter  Richtung  z&hlen;  so  darf 
man  in  den  vorigen  Ausdrücken  von  u  nur  180*  —  v  statt  v,  d.  i.  —  cotv, 
statt  eo9  V  setzen. 

A  n  m  e  r  k.     Setzt  man  (§.  462,  Anmerk.)  —  e  ,    wodurch  6'  in  der 

a 

Ellipse    =  a"  —  c*  =  a'  (1  —  «*)    und    in   der    Hyperbel    =r  c'  —  a* 

a"a'(e' — 1)  wird;    so    erhalten   die   Polargleichungen   der  Ellipse 

nnd  Hyperbel  auch  die  folgende,    in    der  Astronomie  übliche  Form, 

nnd  zwar  für  die  Ellipse:   «  =  — ^ ^,  nnd  für  die  Hyper- 

1  -|-  €  COS  V 

bei,    wenn   man   nach    der   vorigen    Bemerkung  — cotv  statt  co$v 

K     K.  fl(e'— 1)  ,  a(^'-  1) 

schreibt ;  u  —   -— ; —-  und  u  = -, 

1  +  e  cos  V  e  cos  v  —  1 

b)    Für   die   Parabel 

§.  547.     Nimmt  man   auch  hier  den  Brennpunct  F  der 
Parabel  (Fig.  54)  zum  Pol,  und  AX  zur  Axe,  so  muss  mannt-  »*• 
zur  Entwickelung  der  Polargleichung  (§. 454),  wegen  d=  AF 
=  |p,    J  =  0  und  a^O,  in    der  Axengleichung  y*=pa?, 

Bofort  a  =  -^ — |- u €08 v  und  f/=u8tnv  setzen;    dadurch  er- 
hält man  k*  sin  t?*  — p  u  cos v  =  \p\  und  daraus: 

pcosv:iz  V  p*  cos  v*-\'p*sinv* pcosv:^p 

Man  hat  also,  nach  jedesmaliger  Reduction,  die  beiden 
Ausdrücke:  tt=  ...    ^ r-  undie=  ^.,  ^^ — r-,  von  denen 

2(1  —  cos  V)  2(1+  cos  v)  ' 

jedoch  der  letztere,  als  wesentlich  negativ,  wieder  auszulas- 
sen ist,  so,  dass  also  ti==  ^.,   ^ r  die  eiirentliche  Polar - 

2  (1  —  cosv)  ° 

gleichung   der   Parabel    darstellt.    —    Wollte   man  dio 
Winkel  v  in  der  entgegengesetzten  Richtung,   nämlich  von 

Barf'f  Co^peadlaiti  d.  httli.  Math.  24 
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der  Linken  gegen  die  Rechte  zählen ,  00  wikrde  man»  we- 
gen  CO« (180  —  v)^  —  coaVf   sofort   u=— - — r r  erhal- 

ten.  [Discussion  dieser  Gleichung :  11.,  277.  Aufgaben  üIht 
die  Linien  zweiter  Ordnung,  279  ff.  Anwendung  dieser  Li- 
nien zur  Construction  der  Gleichungen  des  3.  und  4.  Gra- 
des,  317  ff.] 


Fünfter  Abschnitt 


Die  analytische  Geometrie  im  Baume  oder  auf 

drei  Coordinaten  bezogen. 
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Erstes  Capitel. 

Bestimmung    der   Lage   eines    Punctes   im    Raumei 
Gleichungen  der  Ebene,  der  geraden  Linie  und 

des  Punctes. 


Lage  und  Gleichungen  des  Punetea. 

§.  548.  Jliinleitung.  Analog  mit  der  Festsetzung  eines' 
Punctes  in  der  Ebene  (§.  379)  wird  die  Lage  eines  Punctes 
im  Räume  am  einfachsten  durch  die  Beziehung  desselben 
auf  dreiy  wechselweise  auf  einander  perpendikuläre  Ebenen, 
deren  Lage  als  bekannt  angenommen  wird,  betiitimmt.  Sind 
namlich  XY,  XZ,  FZ  (Fig.  74)  drei  solche  Ebenen;  ^X,"»'^ 
AY,  ^Zihre  Durchschnittslinien ,  davon  also  jede  auf  den 
beiden  übrigen  perpendikulär  steht,  und  ist  M  ein  innerhalb 
des  dreiflächigen  Winkels  AXYZ  liegender  Punct  im 
Räume;  so  wird  seine  Lage  offenbar  vollkommen  bestimmt 
sein,  wenn  man  dessen  Abstände  von  den  drei  genannten 
Ebenen,  d.  i.  Mm  =  c.  Mm  =  b  und  Mm"  =  a  kennt.  Legt 
man  nämlich  in  diesen  drei  Abständen  beziehungsweise  mit 
den  Ebenen  X  Y^  A  Z^  YZ  parallel,  drei  Ebenen ;  so  muss 
sich  dieser  Punct  in  allen  drei  Ebenen  gleichzeitig  befinden, 
kann  also  nur  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Durchschnitts-» 
pancte  M  liegen.  Da  die  genannten  6  Ebenen  ein  Parallele- 
piped  bilden,  in  welchem  also  je  zwei  gegenüber  liegende 
Kanten  gleich  sind;  so  istfn3/=Ai2,  m'M=^AQ  und 
mM=^AP^  folglich  der  Punct  Jf  auch  bestimmt,  wenn  die 
Abstände  AP=a^  AQ=^b  und  AR^=e  gegeben  sind. 
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§.  640.  Erklärung.  Die  drei  Ebenen  AY,  XZ,  YZ, 
auf  welche  der  P.  if  bezogen  wird,  heissen  coordinirte 
Ebenen;  die  Greraden  AX^  AY^  AZ^  nach  welchen  sich 
diese  schneiden,  Coordinatenaxen,  oder,  weil  man  aiif 
ihnen  die  Abstände  AP^  AQ,  ARy  welche  beziehungsweiee 
durch  «,  y,  z  bezeichnet  werden,  zählt,  auch  Axen  der  Xy  y 
und  z;  die  coordinirte  Ebene  XY^  in  welcher  die  Axen  der 
X  und  y  liegen ,  heisst  auch  Ebene  der  ay ;  aus  gleichem 
Grunde  werden  die  coordinirten  Ebenen  X  Z  und  YZ,  Ebe- 
nen der  a z  und  y z  genannt ;  die  Fusspuncte m,  m',  m'  end- 
lich, der  aus  M  auf  die  Ebenen  der  xy^xz  und  yz  gefäll- 
ten Perpendikel,  heissen  Projectionen  dieses  Punctes  if 
auf  diese  Ebenen ,  und  zwar  werden  die  erste ,  da  wir  die 
Ebene  der  xy  immer  als  horizontal  annehmen.  Horizon- 
tal-, die  beiden  letztern,  Verti  cal-Proj  ectionen  ge- 
nannt ;  es  ist  klar,  dass  der  Punct  M  auch  durch  zwei  sei- 
ner Projectionen  ,  wie  z.  B.  tn  und  ni  (wodurch  auch  die 
dritte  vi'  gegeben),  bestimmt  ist. 

Die  Grossen  x^  y,  ^,  denen,  in  sofeme  sie  sich  auf  alle 
möglichen  innerhalb  des  gedachten  Winkels  liegenden  Puncte 
M  beziehen,  die  Eigenschaft  der  yariablen  Grössen  zukommt, 
heissen  wieder  Coordinaten  dieser  Puncte  (gewöhnlich 
sind  y,  z  die  Ordinaten  zur  Abscisse  «),  und  da  nach  dem 
Vorigen  irgend  einer  dieser  Puncte  M  durch  die  Relationen 
^  =  0,  y=^hy  z  =  c,  wenn  a,  i,  e  gegeben  sind,  vollkommen 
bestimmt  ist;  so  heissen  diese  Belationen  Gleichungen 
des  Punctes  M. 

Man  sieht  zugleich ,  dass  x  »»  a ,  y  =  b  die  Gleich,  der  Projeciioa 
m,  ar  =  a ,  z  '^c  die  der  Froject.  in  aad  y  =  6 ,  z  «  c  die  Gleich,  der 
Project  m"  sind,  und  dass  durch  die  Gleich,  zweier  dieser  Projectionen 
auch  die  der  dritten  gegeben  sind. 

§•  550.  Liegt  der  fragliche  Punct  M  nicht  in  dem  ge- 
nannten ,  sondern  in  einem  der  sieben  übrigen  dreiflächigen 
Winkel,  die  noch  entstehen,  wenn  man  sich  die  drei  coor- 
dinirten Ebenen  unbestimmt  yerlängert  denkt ;  so  muss  man 
zu  seiner  TÖlligen  Festsetzung  noch  die  im  vorigen  Ab- 
schnitte, §.  374,  entwickelten  Grundsätze  hinsichtlich  der  po- 
sitiven  und   negativen  Lage   in  Anwendung   bringen,   und 
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berücksichtigen ,  dass ,  wenn  AÄ,  AY,  AZ  die  positiven 
Richtungen,  sofort  ihre  Verlängerungen  AA\  AY'  AZ'  die 
negativen  Eichtungen  der  Coordinaten  x ^  y^  z  sind.  Es 
wird  daher  ein  Punct  im  Räume  ganz  allgemein  bestimmt 
Bein,  wenn  nicht  bloss  die  numerischen  Werthe  von  Xy  y,  z 
(d.  L  o,  6y  c),  sondern  zugleich  auch  die  ihnen  nach  dieser 
Bemerkung  zukommenden  Vorzeichen  angegeben  werden. 
So  gehören  z.  B.  die  Gleichungen  «=  +  «>  y  =  —  i> 
2=^  c  einem  innerhalb  des  Winkels  ZAX Y ,  jene  «  =  —  a, 
y=  —  A,  z= —  c  einem  innerhalb  des  Winkels  Z'AX  Y 
liegenden  Puncto  u,  s.  w» 


§•  551.  Ausser  der  ganz  allgemeinen,  kann  der  Punct 
M  auch  eine  solche  Lage  haben,  dass  er  in  einer  der  coor- 
dinirten  Ebenen,  dabei  als  noch  specielleren  Fall,  in  einer 
der  Axen,  und  endlich  selbst  noch  im  Durchschnitt  der  drei 
Ajcen,  d.  i.  im  Ursprünge  der  Coordinaten  liegt, 

§.  552.  Für  einen  in  der  Ebene  der  xy  liegenden 
Punct  ist  2:  =  0,  und  man  hat  sonach  als  Gleichungen  des- 
selben :  4?  =  a,  y=^b^  2:  =  0.  Eben  so  sind  die  Gleichun- 
gen eines  in  der  coordinirten  Ebene  der  xz  liegenden  Punc- 
t08 :  j*  =  a,  z  =  c,  y  =  0,  und  die  eines  Punetes  der  Ebene 
der  yz :  y  =  by  z  =  c^  x  =  0. 

§.  553.  Liegt  der  betreffende  Punct  im  ersten  Falle 
überdiess  noch  in  der  Axe  der  x,  so  ist  auch  noch  y  =  0, 
Qnd  man  hat  sonach  fQr  einen  in  der  Axe  der  x  liegenden 
Punct  die  Gleichungen :  4?  =  a,  y  =  0,  z  =  0.  Eben  so  sind 
y=6,  dj  =  0,  ;j  =  0  und  z  =  Cf  d?  =  0,  y  =  0  beziehungs- 
weise die  Gleichungen  eines  in  der  Axe  der  y  und  Axe  der 
z  liegenden  Punetes. 

§•  554.  Liegt  endlich  der  bezfigliche  Punct  im  Ur- 
sprünge der  Coordinaten,  so  sind  dessen  Gleichungen:  x=^0, 
y  =  0,  z  =  0. 

Distanz  zweier  Puncte. 

§.  555.  Um  die  Distanz  zweier  Puncte  MM'  (Fig.  75),  ri»  r* 
deren  Coordinaten  beziehungsweise  d?',  y',  /  und  ä",  y",  /* 
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sind,  zu  bestimmen 9  lege  man  durch  jeden  derselben  3  mit 
den  coordinirten  Ebenen  parallele  Ebenen ;  so  schliessen 
diese  6  Ebenen  ein  rechtwinkeliges  Parallelepiped  ein,  in 
welchem  dieser  gesuchte  Abstand  MM'  eine  Diagonale  bil- 
det, und  worin  die  3  Seiten  sind:' 

(a6  =  aj3)j?'  — or",  {hc  —  my)y'—y''  und  {bM)2^  —  2\ 

Da  aber,  wie  bekannt,  (und  ganz  einfach  aus  den  bei- 
den rechtwinkeligen  Dreiecken  MhM  und  M'eh  y  wegen 
M'M'^  =  M'b'^'\-hM^^M'c^^ch^'\rhM^  folgt),  in  je- 
dem solchen  Parallelepiped  das  Quadrat  der  Diagonale  gleich 
ist  der  Summe  der  Quadrate  der  3  Seitenlinien;  bo  hat 
man,  diese  Diagonale  oder  gesuchte  Distanz  MM'  =  D  ge» 

setzt :  (1)  Z?  =  ]/(«'  -  *")*  +  (y'  -  ff'T  +  (^  -  O«. 

Zusatz.  Liegt  der  eine  Panct,  s.  B.  jener  M\  im  Ursprange; 
so  erh&lt  man  daraus,  wegen  x"  ^  0,  jr"  =  0  nnd  z"  ^  0 ,  fiir  die  Ent- 
fernung des  Pnnctes  M(x\y  z^  Yom  Ursprünge: 

(2)     D'^V7^y'~^~l'\ 

Gleichung   der   Ebene. 

§•  S56.  Legt  man  durch  den  Halbirungspunct  einer 
Geraden  von  bestimmter  Länge  eine  Ebene  perpendikulär 
auf  diese  Gerade,  so  besitzt  die  Ebene,  und  auch  nur  die 
Ebene,  die  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Puncte  von  den 
beiden  Endpuncten  dieser  Geraden  gleichweit  absteht 
Da  also  diese  Eigenschaft  die  Ebene  ToUkommen  charakte- 
risirt,  so  wollen  wir  sie  zur  analytischen  Darstellung  der 
Ebene  benützen.  Es  seien  daher  ot,  ß,  y  die  (rechtwinkeli- 
gen) Coordinaten  des  einen,  »',  ß\  y'  jene  des  andern  End- 
punctes  dieser  Geraden,  und  o;,  y,  z  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punctes  der  Ebene ;  so  hat  man  f&r  die  Abstände 
d,  df  dieses  letztern  Punctes  von  den  beiden  Endpuncten 
der  genannten  Geraden  (§.  555) :  d}^={x  —  a)*  +  (y  —  P)* 
-\-{z-  y)«  und  «r«  =  («  -  «')•  +  (y  -  ?')*  +  i'  —  Y)*-  Da 
nun  diese  Abstände  oder  ihre  Quadrate  für  alle  Puncte 
a^  y^  z  der   Ebene   einander  gleich   sind,    so   erhält  man 

oder,  wenn  man  entwickelt  und  reducirt: 


(m)  («-«')«4-(ß-r)y  +  (y-/)' 

=i(«*  +  ß*  +  y*-«'*-ß"-/«), 

für  die  allgemeine  Gleichung  der  Ebene. 

§.  557.  Da  a,  ß^  y^  a^  ß\  /  constante  Grössen  sind, 
welche  die  Lage  der  oben  genannten  Geraden ,  also  auch 
die  der  Ebene  im  Räume  bestimmen,  oder  auch  umgekehrt 
durch  die  Lage  der  Ebene,  wenn  diese  bekannt  ist,  be- 
stimmt werden;  so  hat  die  Gleichung  der  Ebene  über- 
haupt die  Form: 

(1)    Ax-^-By+Cz+D^O, 

wobei  also,  so  lange  nicht  von  einer  bestimmten  Ebene 
die  Bede  ist,  A^  B^  Q  D  unbestimmte,  von  der  Lage  der 
Ebene  abhängige  Coefficienten  sind. 

Zusatz  L  Da  von  diesen  Coefficienten  immer  einer 
durch  Division  weggebracht,  ihre  Zahl  also  auf  3  reducirt 
werden  kann;  so  folgt,  dass  die  Lage  einer  Ebene  durch 
3  von  einander  unabhängige  Bedingungen  festgesetzt  wird« 

Zusatz  2.  Die  Gleichung  der  Ebene  kann  also  auch 
in  der  Form  (2)  Mx  +  Ny  •}-  Pz  =  1  oder  in  jener  ; 
(3)  z'=ax'\-by  +  c  dargestellt  werden. 

Zusatz  3,  Von  den  3  variablen  Coordinaten  Xy  y,  z 
sind  immer  (wenn  sie  sich  auf  eine  bestimmte  Ebene 
beziehen)  2  willkürlich  oder  absolut  veränderlich,  während 
die  dritte  davon  abhängig  oder  von  diesen  beiden  eine  Func- 
tion ist  [wie  z.  B.  z  in  der  vorigen  Gleichung  (3)]. 

Besondere  Fälle. 

§.558.  Geht  die  Ebene  durch  einen  bestimmten  Punct, 
dessen  Coordinaten  ä/^  y\  /  sind,  so  hat  man  auch  aus  der 
Gleichung  (1)  Aa!  ■\-  By'  +  C;?'  +  i>  =  0  und  daher  durch 
Combination  mit  der  aUgemeinen  Gleichung  (1):  A^/z  —  x') 
+  J?(y  — y')  +  C'(^  — /)  =  0  oder  auch: 

(2)   ^_/  =  a(^-^)  +  i(y  — yO, 

als  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punct  geht. 
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Zusatz.  Qeht  die  Ebene  durch  den  Ursprung, 
eo  folgt  aus  der  Gleichung  (1),  indem  fQr  diesen  Punet 
(§.  554)  a?  =  0,  y  =  0,  z  =  0  ist,  auch  i>  =  0,  und  die 
Gleichung  der  Ebene  erhält  die  Form:  Aa-\-By-\-Cz  =  0, 
oder  zufolge  der  vorigen  Gleichung  (2)  wegen  af'  =  0,  y'  =  0, 
/  =0  auch  :   z=:aa!  -{-  by. 

§.  659.  Steht  die  Ebene  auf  der  coordinirten  Ebene 
der  ay  perpendikulär,  läuft  also  die  genannte  Gerade 
(auf  deren  Mitte  unsere  Ebene  perpendikulär  steht)  mit  die- 
ser Ebene  der  xy  parallel;  so  ist  Y  =  y^  und  es  folgt  für 
die  Gleichung  dieser  Ebene  aus  (m)  (§.  556) :  (a  —  «')  jr  + 
(|3  _  p')  y  =  ^  (a«  +  ßa  —  «'•  —  ß'2)  ^  oder  der  Form  nach : 
Äx  +  By  +  D^O.  —  Eben  so  sind  ^jr-f  Cz -fi?  =  0 
und  By  +  Cz  +  -^  =  0  beziehungsweise  die  Gleichungen  von 
auf  den  coordinirten  Ebenen  der  xz  und  yz  perpendikulä- 
ren  Ebenen. 

§.  600.  Schneidet  die  vorige  auf  der  xy  perpendi- 
kuläre  Ebene  die  Axe  der  x  rechtwinkelig,  steht  also  un- 
sere Ebene  auf  dieser  Axe  der  x  perpendikulär;  so  läuft 
die  besagte  Gerade  mit  dieser  Axe  parallel,  und  es  ist  nebst 
y' = y  auch  noch  ß' = ß,  also  aus  (/n) :  (a  —  a')  J?  =  1  (»*  —  «'*)> 
so,  dass  also  Ax'\-  D^=0  oder  ä=  Q  die  Gleichung  einer 
auf  der  Axe  der  x  perpendikulären  Ebene  ist.  Auf 
gleiche  Art  ist  By  -[-  i)  =  0  oder  y  =^R  die  Gleichung  ei- 
ner auf  der  Axe  der  y ,  so  wie  Cz  -{- D='0  oder  ^  =  5 
die  Gleichung  einer  auf  der  Axe  der  z  perpendikulären 
Ebene.  Dabei  sind  Q,  i2,  S  beziehungsweise  die  Abstände 
dieser  Ebenen  von  den  coordinirten  Ebenen  der  yz^  xz  und 
ory,  mit  denen  sie  zugleich  auch  parallel  laufen. 

§.  601.  Wird  also  Q  =  0,  so  fällt  unsere  Ebene 
mit  jener  der  yz  zusammen ,  und  es  ist  sonach  « =  0  die 
Gleichung  der  coordinirten  Ebene  der  yz.  Eben  so  siud 
y  ==  0  und  z  =  0  beziehungsweise  die  Gleichungen  der  co- 
ordinirten Ebene  der  xz  und  xy* 

§.  602.     Verbindet  man  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
^r  Ebene  (1)  jene  der  coordinirten  Ebene  der  xy  {z  =  0), 


80  gehört  das  System  dieser  GleichuDgen  lAa+Bf/-\'D^=0, 
^  =  0]  für  den  Durchschnitt  unserer  Ebene  mit  der  coor- 
dinirten  Ebene  der  ay;  man  nennt  diese  Durchschnittslinie 
die  Knotenlinie  der  Ebene  in  der  Ebene  der  xy.  — 
Eben  so  hat  man  [-4a?  4-(7-2r-f--P  =  0,  y  =  0]  und 
[jBy  -[-  Cz-\-I)  =  09  a?  =  0]  für  die  Gleichungen  der  Kno- 
tenlinie unserer  Ebene  in  den  coordinirten  Ebenen  der  az 
and  yz. 

§.  56S.  Lässt  man  in  der  obigen  Gleichung  (m)  (§.  556) 
den  Endpunet  ct\  ß\  y  der  Geraden,  auf  welchen  nämlich 
unsere  Ebene ,  und  zwar  im  Halbirungspuncte,  perpendiku- 
lär  steht 9  mit  dem  Ursprünge  zusammenfallen,  setzt  die 
Länge  dieser  Geraden  =  2p ,  und  bezeichnet  die  Winkel 
derselben  (als  ein  vom  Ursprung  auf  unsere  Ebene  gefall-* 
tes  Perpendikel  p)  mit  den  Axen  der  x^  y^  z  beziehungs- 
weise durch  {p  .x)j  (p  .  y),  (p  .z);  so  wird  a'  =  0,  ß'  =  0, 
y'  =  0,  femer  [(2),  §.  555]  (n)  4;?*  =  a*  + /3*  +  y*,  und, 
wie  leicht  zu  sehen ,  a  =  2pco8(p  .a),  ß  =  2pc08(p  .  y), 
y='2pco8{p.z\  so,  dass  man  also  aus  der  genannten  Glei- 
chung (m),  nach  einer  einfachen  Beduction,  auch  als  Glei- 
chung der  Ebene  erhalt: 

(1)    X  cos  (p .  ^)  +  y  C08  {p  ^y)  -\-  z  co8  (p ,  z)=  p. 

An  merk.  Man  wird  leicht  bemerken,  dass  (p.x),  {P't/)f  (p  • ') 
zugleich  auch  die  Winkel  sind,  welche  unsere  Ebene  mit  den  co- 
ordinirten Ebenen  der  yz,  xz  und  xy  der  Reihe  nach  einschliesst 

§•  564.  Die  vorigen  Werthe  von  a,  ß,  y,  in  der  Ee- 
lation  (n)  substituirt,  geben :  (2)  [cos  (p .  x)Y  +  lco8  (p  .  y)]^ 
+  [cos (p . z)]*  =  1 ,  eine  Bedingungsgleichung,  welche  im- 
mer zwischen  den  3  Winkeln  (p .  ar),  {p .  y),  (p .  z)  besteht, 
so,  dass  also  in  der  vorigen  Gleichung  (1)  wieder  nur  drei 
Grössen  willkürlich  oder  unbestimmt  sind. 

§.  S65.  Vergleicht  man  die  vorige  Gleichung  (1)  der 
Ebene  mit  jener  (1)  in  §.  557,  so  ergibt  sich : 

A  cotCp  .z)        B  eosip  ,y)         C  cot(p  .  z) 


Die  Summe  der  Quadrate  dieser  Quotienten  gibt,  mit 
Rücksicht  auf  die  vorige  Gleichung  (2) : 

£±^±^=1,  und  daraus  folgt  (l)p=p=^p==, 

80  wie  damit  aus  den  3  vorhergehenden  Gleichungen,  wenn 
man  hier  in  p  von  den  doppelten  Zeichen  das  untere  nimmt, 

und  Kürze  halber  yA^  +B^+C^  =  N  setzt : 

ABC 

(2)  cos(p.a)  =  j^,     co8{p.y)  =  -^,     C08{p.z)  =  ^. 

Anmerk.  Es  ist  nun  auch  leicht  sn  sehen,  das«  der  geometrische 
Ort  der  allgemeinen  Gleichung  des  1.  Grades  zwischen  S  rariahlen 
Grössen  oder  Ax  +  By  -^  Cz  -{•  D ^^0  eine  £ h e n  e  ist.  Um 
diese,  wenn  die  Gleichung  gegeben  ist,  festzusetsen ,  bemerke  man, 
dass  diese  Gleichung  durch  Division  mit  D  auf  die  Form  Mx  -|-  Aj 
-\-Pz'^\    gebracht,   und  weil  If,  N^  P  gegeben  sind,    ans  den 

Gleichungen   ^^=^  — Jf,   5j=l£.  =  iV'  und   I=ll.— P,    wo   pn 
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der  Gleichung  (m),  §.  556]  der  Kürze  wegen  i(a*  +  ^*  +  r*  — 
a'  —  ß*  —  y*)  =  m  gesetzt  ist,  wenn  Ton  den  6  unbestimmten 
Grossen  3  willkürlich  angenommen,  s.  B.  a'  =  0,  ß'^O,  7'=0 
gesetzt  werden,  die  3  übrigen  a,  ß,  7,  mithin  die  mehr  erwähnte 
Gerade  und  damit  endlich  auch  die  auf  ihr  im  Halbimngspnncte 
perpendiknl&re  Ebene  selbst,  als  Ort  der  gegebenen  Gleichung  be- 
stimmt werden  kann. 

Gleichungen  der  geraden  Linie. 

§.  5M.  Die  Gleichungen  zweier  beliebiger  Ebenen  sind 
[§.  557,  Zusatz  2.]  {p)  [JfjF  +  iVy +  Pr  =  l,  M'x  +  N'y 
'\- P'z^=l'\.  Sieht  man  beide  Gleichungen  als  zusanmien- 
gehörig  oder  coexistirend  an,  so  gelten  die  Coordinaten  Xj 
y,  z  nicht  mehr  fiir  alle  Puncte  der  beiden  Ebenen,  son- 
dern nur  mehr  für  ihre  gemeinschaftliche  Durch  schnitt  s- 
linie.  Das  System  (/>)  der  beiden  Gleichungen  wird  also, 
30  lange  M^  N, .. .  noch  unbestimmt  sind,  jede  gerade  Linie 
im  Räume  darstellen  können.  Da  man  indess  jede  der  bei- 
den  Gleichungen  durch  jede  andere  aus  der  Combination 
dieser  beiden  entstehenden  Gleichungen  ersetzen  kann;  eo 
^rollen  wir  daraus  einmal  y  und  einmal  a  eliminiren«  Da- 
rob erhalten  wir  statt  der  vorigen  beiden  Gleichungen  die 
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emfachem:  (1)  [a?  =  az  +  «>  y  =  ^^4-ß]  äIs  Gleichun- 
gen der  geraden  Linie  im  Räume,  die  immer  noch 
ganz  allgemein  sind  und  sofort  jede  Gerade  darstellen 
können. 

Zusatz  1.  Die  erste  dieser  Gleichungen  (1)  reprüsentirt  (§.  559) 
eine  auf  der  coordinirten  Ebene  der  xz,  so  wie  die  zweite,  eine  anf  der 
Ebene  der  yz  perpendikul&re  Ebene,  and  da  sonach  die  Gerade  (1)  als 
der  Durehflchnitt  dieser  beiden  Ebenen  erscheint,  so  ist  auch  die  1.  die- 
ser Gleichungen  (l) ,  die  Gleichung  der  Projection  der  Geraden  im 
Baume  auf  die  coordinirte  Ebene  der  zz,  so  wie  die  2.  die  Gleichung 
der  Projection  dieser  Geraden  auf  die  coordinirte  Ebene  der  yz.  Durch 
Elimination  Ton  z  ans  diesen  beiden  Gleichungen  erhftlt  man  sofort  auch 
die  Projection  jr  =  cz-|-<i  auf  die  Ebene  der  xjr. 

Z  n  s  a  t  z  2.  Aus  den  Gleichungen  (1)  erhellet,  dass  (in  Bezug  auf 
eine  bestimmte  Gerade)  hier  nur  eine  der  3  Variablen,  z.  B.  z  will- 
kftrlich  oder  absolut  veränderlich,  die  beiden  übrigen  aber  von  dieser 
abluLngig  oder  Functionen  sind. 

Besondere  Fälle. 

§.  507.  1)  Geht  die  Gerade  durch  den  Ursprung, 
so  gehen  auch  die  beiden  Ebenen  ^  aus  deren  Durchschnitt 
diese  Gerade  entsteht,  durch  diesen  Punct,  und  man  hat 
(wegen  (x==0  und  p  =  0,  §.  558)  dafür  die  Gleichungen: 

§.  508.  2)  Fällt  die  Gerade  in  eine  der  coordinirten 
Ebenen,  z.  B.  in  jene  der  xz\  so  ist  für  alle  Puncte  die- 
ser Geraden  y  =  0 ,  also  muss  in  dem  Systeme  der  Glei- 
chungen (1),  sowohl  6=0  als  auch  p  =  0  sein,  und  man  hat 
für  eine  solche  Gerade  die  Gleichungen  [ar  =  az  -f"  *>  y  =  0], 
oder,  wenn  man  schon  als  bekannt  Toraussetzt,  dass  die 
Gerade  in  keiner  andern  als  der  Ebene  der  az  liegt,  wohl 
auch  nur  a=:az  '\-(t  [vergl.  §.  390,  (1)].  Aehnliches  gilt 
auch  hinsichtlich  der  beiden  übrigen  coordinirten  Ebenen. 

§.  509.  3)  Wird  in  den  beiden  Gleichungen  (1)  un- 
serer Geraden  2:  =  0 ,  so  gehen  diese  in  [j?  =  a ,  y  =  ß] 
über,  und  da  diese  zweien  Ebenen  angehören,  welche  (§.  560) 
beziehungsweise  mit  den  coordinirten  Ebenen  der  yz  und 
xz  parallel  sind;   so  gehören,    beide  Gleichungen  vereint. 


der  auf  der  Ebene  der  my  perpendikulären  Durchgchnitts- 
linie  dieser  beiden  Ebenen ,  also  einer  mit  der  Aze  der  t 
parallelen  Geraden.  —  Eben  so  sind  [a?^ot,  ^  =  y]  nnd 
[y  =  ß,  ^'=='y\  beziehungsweise  die  Gleichungen  der  mit 
den  Axen  der  y  und  x  parallelen  Geraden. 

§.  670.  4)  Setzt  man  endlich  noch  in  den  vorigen 
Gleichungen  a  =  0,  ß  =  0  und  y  =  0  (oder  berücksichtigt 
man  die  Gleichungen  in  §.  561),  so  sind  [y  =  0,  jBr  =  0], 
[jc  =  0 ,  ;?  =  0]  und  [o?  =  0,  y  =  0]  beziehungsweise  die 
Gleichungen  der  Axe  der  x^  der  y  und  z, 

Gleichungen   des  Punetes. 

§.  511.  Gelten  gleichzeitig  die  Gleichungen  dreier  Ebe- 
nen (q)  [Mx  +  Ny  +  Fz=l,  M'x  +  N'y  +  P'^  =  1, 
ir'x  4-  N''y  +  P"^  =  1] »  so  gehören  die  Coordinaten  die- 
ses Sjstemes  nur  mehr  dem  Durchschnittspuncte  dieser  drei 
Ebenen  an,  welcher  zugleich  auch  der  Durchschnitt  der 
obigen  Geraden  (p)  (§.  666)  mit  der  dritten  Ebene  ist.  Da 
man  aber  wieder  jede  dieser  Gleichungen  durch  eine  an- 
dere, aus  irgend  einer  Combination  aus  diesen  dreien  her- 
vorgehenden ersetzen  kann  (oder  da  man  diese  3  Gleichun- 
gen auf  unzählige  Arten  so  verändern  kann,  dass  die  Werthe 
von  X,  y,  z  dieselben  bleiben,  welches  der  Eigenschaft  ent- 
spricht, dass  durch  den  nämlichen  Punct  auf  unzählig  ver- 
schiedene Arten  3  Ebenen  möglich  sind);  so  wollen  wir 
zur  Vereinfachung  aus  diesen  3  Gleichungen  nach  und  nach 
je  2  eliminiren,  und  statt  den  vorigen  diese  einfacheren, 
nämlich;  [a?  =  a,  y  =  i,  z  =  c]  daf&r  beibehalten.  —  Man 
sieht,  dass  diess  zugleich  die  Gleichungen  dreier  Ebenen 
sind,  welche  (§.  560)  beziehungsweise  mit  den  coordinirten 
Ebenen  der  yz^xz  und  xy  parallel  laufen  und  von  diesen 
um  die  Grössen  a^  h^  c  abstehen;  anstatt  also  den  Punct 
als  Durchschnit t  dreier  ganz  willkürlicher  Ebenen  {q) 
anzusehen,  ist  es  weit  einfacher,  ihn  durch  diese  3  letztem 
Ebenen  zu  bestimmen.  —  Wir  sind  sonach  auf  die  näm- 
*^.hen  Gleichungen    zurückgekommen,    von   denen  wir  bei 

Untersuchungen  dieses  Capitels  (§.  549)  ausgegangen. 


Z  u  8  a  t  s.  In  diesem  Systeme  der  Oleichmigeii  des  Pnnctes  ist  (In 
Beiiehnng  auf  einen  bestimmten  Funct)  keine  der  3  Variablen  will- 
k&rlich. 

Anmerk.  Es  wird  gut  sein  sn  bemerken,  dass  der  Funct  durch  drei, 
die  gerade  Linie  durch  s  w  e  i  und  die  Ebene  durch  eine  Gleichung 
bestimmt  wird. 


Zweites  Capitel 

Verbindung  der  geraden  Linie  mit  der  Ebene,  durch 
Auflösung  mehrerer  Aufgaben  über  die  Gerade 

und  Ebene. 

Aufgaben  über  die  gerade  Linie  im  Räume. 

§.  572.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Geraden  zu 
finden,  welche  durch  zwei  bestimmte  Puncte  geht. 

A  u  f  1  ö  8  u  n  g.  Seien  a!^  y\  /  und  oT^  y'\  /'  die  (recht- 
winkeligen) Coordinaten  des  1.  und  2.  Punctes  und  (§.  566,  1.) 
«  =  ar+a,  y  =  bz-\-ß  die  Gleichungen  der  gesuchten 
Geraden.  Da  die  Gerade  durch  den  1.  Punct  gehen,  also 
x  =  x\  y^=^y\  z  =  z  ein  Punct  dieser  Geraden  sein  soll ; 
80  hat  man  auch  y=a/  +  a,  y'  =  i/-|-ß,  und  eben  so, 
der  2.  Bedingung  zufolge :  4?"  «=  a  j?"  -|-  a ,  y"  z=bz"  -\-  ß. 
Aus  diesen  3  Systemen  von  Gleichungen  erhält  man  aber 
^'  — ^"  =  a(^'-0»  i/'  —  !/"  =  b(z' --/'),  ferner  (w) 
yr  —  a  =a(z  —  /)  und  y — y'  =  b{z  —  /)]  (als  Gleichungen 
einer  durch  den  Punct  j?',  y',  /  gehenden  Geraden),  oder, 
wenn  man  die  aus  den  beiden  erstem  Gleichungen  für  a 
und  b  folgenden  Werthe  substituirt : 

^  — «  =7 -jiK^  —  ^)y     y—y  ='i — 7r(z  —  ^), 

als  die  gesuchten  Gleichungen  der  durch  die  beiden  Puncte 
«',  y',  /  und  «",  y",  /'  gehenden  Geraden. 


88* 

§.  678.  Aufgabe.  Die  Gleichiingen  einer  Geraden 
zu  finden  y  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und 
mit  einer  gegebenen  Geraden  parallel  lauft. 

Auflösung.  Seien  x\  y\  s!  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes  und  (1)  [«  =  az  +  *  >  y  ==  ^^  +  ß]  die 
Gleichungen  der  gegebenen  Geraden ;  so  sind  die  Gleichun- 
gen der  durch  den  Punct  x\  y\  z'  gehenden  Geraden  (vor.  §.) 
von  der  Form :  (2)  \x  —  ä'  =  d  {z  —  /),  y  —  y'  =  6'  (r  —  j')] 
und  die  unbestimmten  Grössen  a^  h  sofort  der  2.  Bedin- 
gung der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen.  Da  aber  die  bei- 
den Geraden  (1)  und  (2)  mit  einander  parallel  sein  sollen, 
so  müssen  auch  ihre  Projectionen  auf  eine  beliebige ,  also 
auch  auf  die  coordinirten  Ebenen  der  xz  und  yz^  d.  i.  (§.  566, 
Zusatz  1.)  4?  =  az  -j-  a  und  x  —  «'  =  a'  (^r  —  /) ,  so  wie 
y'=^hz-\-^  und  y — y' r=.  V {z  —  /)  unter  sich  parallel, 
folglich  muss  (§.  397,  1.)  a=^a  und  b' =  h  sein,  so,  dass 
man  also  für  die  gesuchten  Gleichungen  hat: 

[x  —  af  =  a{z  —  z),  y—y=b{z  —  z')\ 

§.  574.  Aufgabe.  Zu  finden,  ob  sich  zwei  durch  ihre 
Gleichungen  gegebene  Geraden  durchschneiden,  und  wenn 
dieses  der  Fall  ist,  ihren  Durchschnittspunct  anzugeben. 

Auflösung.  Sind  (1)  [^  =  02:  +  «,  y=ibz-\-^^^ 
und  (2)  [jB  =  az  +  «'>  y  =  ^'^  +  ßl  <Jie  gegebenen  Glei- 
chungen der  beiden  Geraden  (1)  und  (2),  so  müssen,  im 
Falle  sich  diese  Geraden  schneiden,  die  Coordinaten  a\  y\  : 
ihres  Durchschnittspunctes  (da  er  in  beiden  Geraden  zugleich 
liegt)  beide  Systeme  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  gleich- 
zeitig befriedigen.  Man  wird  also,  um  diese  Coordinaten 
zu  finden,  aus  diesen  4  Gleichungen  sofort  «,  y,  z  (welche 
die  Stelle  von  a\  y\  z'  vertreten)  bestimmen,  wobei  man, 
durch  Elimination  dieser  3  Grössen,  aus  den  4  Gleichungen 
auf  eine  Relation  zwischen  den  constanten  GrOssen  o,  6,  a  •  • 
kommt,  welches  sofort  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  1 
für  das  Durchschneiden  der  beiden  Geraden  (1),  (2)  »ein  | 
wird.  —  Man  erhält  aber  aus  diesen  4  Gleichungen,  durcb 
successives  Abziehen:  0  =  (a  —  a')xr  +  a  —  «S  0  =  (6  —  M* 
-f-  ß  —  j3',  und  daraus  : 
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»  =  (o^  — «) :  (a  -  d')  =  (ß'  — ß)  :  (6  — JO. 
mithin  für  die  genannte  Bedingungsgleichung: 

(3)    (a  -  a')  (ß  -  ß')  =  (6  -  b')  (a  -  «')• 

Findet  aber  diese   Gleichung  (3)  Statt,    so   schneiden 
sich  die  beiden  Geraden  (1)  und  (2)  in  einem  Puncte,  des- 

sen    (Joordinaten   z  = r=T — tt»     y  =  — i — rr-    und 

a— a  0  —  6  6  —  6 

«= 7—  [was  für  y  und  «  aus  (1)  oder  (2)  folgt]  sind. 

$.575.  Aufgabe.  Den  Neigungswinkel  zweier  (durch 
ihre  Gleichungen)  gegebenen  Geraden  zu  finden. 

Auflosung.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Punct,  am 
einfachsten  durch  den  Ursprung ,  zwei  gerade  Linien,  be- 
ziehungsweise mit  den  beiden  gegebenen  parallel;  so  ist  der 
in  diesem  Puncte  gebildete  Winkel  sofort  auch  der  gesuchte 
Neigungswinkel  der  beiden  Geraden,  diese  mOgen  sich  schnei- 
den oder  nicht  Um  aber  diesen  Winkel  NAN  (Fig.  76)  zu  ni.  rci 
finden,  seien  (1)  [4?  =  a;zr  +  a,  y=6^  +  ß]  und  (2)  [a:  = 
a*z  -j"  «'»  y  =  Vz  +  /3']  die  Gleichungen  der  gegebenen 
Geraden,  also  (§§.  567,573)  (l^  [x  =  az,  y  =  J^]  und 
(2')  [x  =  Jz^  y  =  Vzl  die  der  beiden  durch  den  Ursprung 
gezogenen  Parallelen  (1')  und  (2')  (AN^AN^,  Schneidet  man 
auf  diesen  letztem  die  Stücke  AM=  AM'  =  1  (d.  i.  gleich 
der  Linieneinheit)  ab,  bezeichnet  die  Coordinaten  der  Puncte 
3/,  M'  durch  a\  y\  /  und  af\  y'\  /',  ferner  ihre  Distanz 
MM  durch  d\  so  hat  man  für  die  Abstände  dieser  beiden 
Puncte  vom  Ursprünge  und  von  einander  (§.  555) :  (3)  1  = 
«'*  +  /*+-2'*,  (4)  l  =  ^'»+y"*  +  /'*  und  d«  =  (j?'-x")* 
+  (y'  —  y"Y  +  (/  —  J?")*>  <>der ,  wenn  man  entwickelt  und 
mit  Rtkcksicht  auf  die  beiden  erstem  Gleichungen  reducirr : 
(5)  d^  =  2  —  2  (4:V  +  yV  +  t!?!').  Da  aber  AM,  A  M\ 
MM\  d.  i.  1,  1,  {2,  ein  geradl.  Dreieck  bilden ;  so  hat  man 
daraus  f&r  den  gesuchten  Winkel  (r.2')  (§.48): 

co%  (1  .2')  = ^ =  — 5~' 

oder,  wenn  man  für  c?^  aus  (5)  substituirt,  auch  (a)  <?o«(r.2') 
=  ^'^" +y'y" -|-/^'.     Um  nun  noch    die  Grössen   «',  x" 
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y'y  *  *  *  darch  die  gegebenen  a,  6,  .  .  .  atiszndrQcken ,  be- 
rücksichtige man,  daee  die  Puncte  üf,  M'  beziehungsweise 
in  den  Geraden  (1') ,  (2')  liegen ,  mithin  auch  die  Gleich. 
gelten :  (6)  [/  =  az\  y'  =  hz'^  und  (7)  \_x"  =  cl z'\  y''=  ^'2"] ; 
diese  Werthe   für  a!  y   y'  in  (3)  substituirt,    geben   (1+a* 

+  J*)/*«ss*  1,  und  daraus  folgt,  l/l  +  a^  +  ^^  =  n  gesetzt: 
e'= — ,  80  wie  damit  aus  (6):  y  = — und«'=-^.  Ge- 
nau eben  so  erhält  man  aus  (4)  und  (7)  für  |/l4-ö'*+i'* 
=  n   sofort  z"  =^--r  y  y"  =  — r  und  a'  =  A-,       Setzt    man 

also  endlich  diese  Werthe  in  die  vorige  Gleichung  (a),  so 
erhält  man  wegen  W.  (1'.  2)  =  W.  (1.2)  für  den  gesuch- 
ten Neigungswinkel  der  beiden  Geraden  (1)  und  (2); 

Folgerungen. 

§.  576.  1)  Laufen  die  beiden  Geraden  mit  einander 
parallel,  so  ist  wegen  W.  (1.2)=^0  sofort  co« (1  *  2)  =  1. 
und  es  folgt  aus  der  vorigen  Formel  I.,  wenn  man  quadrirt 
und  den  Nenner  wegschafft:  (1  +  a^  -f  6*)  (1  +  a'^  +  P) 
=  (1  '\-  cl  a-\-  66')^  oder  wenn  man  entwickelt  und  reducirt: 
(a  — aO*  +  (Ä  — iO^  +  Cai'— a6)*  =  0  als  Bedingungsglci- 
chung.  Da  aber  diese  Gleichung  nicht  anders  bestehen 
kann,  als  indem  die  einzelnen  Quadrate  für  sich  Null  sind; 
so  hat  man  a  —  a  =  0,  b  —  6'  =  0  und  ab'  —  a' i  =  0,  Ton 
welchen  Relationen  jedoch  die  dritte  nur  eine  Folge  der 
beiden  erstem  ist ;  es  ist  also  d  =  ay  V  =-b  die  Bedingung, 
unter  welcher  die  beiden  Geraden  (1)  und  (2)  unter  einan- 
der parallel  sind.     (Vergl.  §.  573.) 

§.  571.  2)  Stehen  die  beiden  Geraden  auf  einander 
perpendiculär,  so  wird  wegen  W.  (1.2)=s90®  sofort 
co«(1.2)  =  0,  und  man  erhält  aus  L  als  Bedingungsglei- 
chung :  (n)  1  -|-  aa'  -f-  66'  =  0. 

§.  578.  3)  Berücksichtiget  man ,  dass  a^  =sco8  (1 .  'K 
y  =  C05  (1  .^),   z'  =  cos{l  .  z)    [ist  nämlich  Fig.  76  Mm  auf 


der  Ebene  der  «y,  und  in  dieser  mP  sxSAX  perpendicul'är, 
Bo  steht  auch  Jf P  BxiÄX  senkrecht,  und  es  folgt  aus  dem 
rechtwinkeligen  Dreieck  AMP  sofort  AP=AM€08 MAP, 
oder  wegen  AP=  x  und  A4f  =  1,  auch  «'  =  cm  (1 . «);  so 
luch  für  die  übrigen],  und  eben  so  x  =  cos  (2  .  x),y'^eo»  (2  .y) 
md  z"=s  CO«  (2  .  z)y  wobei  wieder  (1 .  x)  den  Winkel  der  Ge- 
-aden  (1)  mit  der  Axe  der  x^  (2  *  ^)  jenen  der  Geraden  (2) 
nit  dieser  Axe  u.  s.  w.  bezeichnet;  so  erhält  man  auch  aus 
1er  obigen  Relation  (a)  [§.  575] : 

(p)     CO«  (1 .  2)  =  009  (1 .  ^)  cos  (2  .  «)  4"  cos  (1 .  y)  cos  (2  .  y)    . 

-f-  cos  (1 .  z)  cos  (2 .  z)y 

iie  merkwürdige  Relation,  um  den  Winkel  der  beiden  Ge- 
rden (1)  und  (2)  zu  finden,  wenn  ihre  Neigungen  gegen  die 
^oordinatenazen  bekannt  sind.  —  Setzt  man  dagegen  diese 
lämlichen  Werthe  von  x,  j/y  t!  in  die  Gleichung  (3);  so  er- 
lält  man  (g)  \cos  (1 .  a?)]*  +  [<Jö«  (1  .  y)]*  +  \<^<^^  (1  •  ^)^  =  1- 
Vergl.  §.  564.) 

§.  &19.  4)  Aus  der  Gleichung  (6)  folgt  a  =  — r-,  J  =  ~, , 
Hier  wenn  man  f&r  x\  y',  /  die  vorhin  erwähnten  Werthe 
etzt,  auch  a=  ^^^\, '  ^  undfc  =  '^^^,  '^>  ,  so,  dass  man  also 

'  cos  {l  .  Z)  CO«  (1  .  z)  '  ' 

iuch  fCür  die  Gleichungen  einer  Geraden  im  Räume  die  merk- 
würdige Form  hat: 

^    ^    |_  cos  {I  .  Z)  '  *'  CO«  (1  .  «)  J 

§.  560.  5^  Aus  den  vorigen  Werthen  von  a  und  &  folgt : 
08  (1 .  «)  =  a  CO«  (1  .  z)  und  co5  (1  .  y)  =  ^  co«  (1  .  ^)  ;  die 
)umme  der  Quadrate  dieser  Gleichungen  noch  um  [^eos  (1  .  z)]^ 
foimehrt,  gibt: 

cos  (1  .x)Y  +  [cos  1 1 .  y)]*  +  Leos  (1 .  z)]* 

=  (14-a*  +  6*)[co«(l.^)]a, 

lod  daraus  folgt ,  mit  Rtkcksicht  auf  die  Relation  q  (§.  578) 
md  dann  aus  den  beiden  erstem  Gleich,  für  \^1  +  a*  +  h^^^n : 

(«)    CO«  (1  .-?)  =  — ,  CO«  (1 . y)  =  — ,  coH  (\  ,x)=  -^. 
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§.  661.  Aufgabe.  Eine  Gerade  und  ein  ausserhall] 
liegender  Punct  sind  gegeben,  man  soll  a)  die  Gleichung^ 
und  b)  die  Länge  des  aus  diesem  Puncto  auf  die  Gerade 
gefällten  Perpendikels  finden. 

Auflösung,  a)  Seien  (1)  [«  =  axr-|-*>  y=i^  +  ?] 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden  und  x\  y\  z  die  Co^ 
ordinaten  des  gegebenen  Punctes;  so  sind  die  Gleichungen 
des  durch  diesen  Punct  gehenden  Perpendikels  von  der  Form 
(§.  572):  (2)  \x^x=d(z  —  z),  y  ^y' =  h\z  —  z)'\,  wo. 
bei  a'^und  h  noch  unbestimmt  sind.  Da  aber  die  Gerade 
(2)  auf  der  vorigen  (1)  perpendikulär  sein  soll,  so  hat  man 
(§.  577)  (3)  1+««'  +  **  =ö>  ^»d  überdies  noch,  da  siclJ 
diese  beiden  Geraden  durchschneiden  [§.  574,  (3)] :  (a — d){^—^^\ 
=  (b  —  b){oL  —  a ),  oder,  wenn  man  für  ä ,  ß  die  au6  dm 
Gleichungen  j?'  =  aV  +  a'  und  y  =  Vz  +  ^  des  durch  den 
Punct  x\  y'y  /  gehenden  Perpendikels  folgenden  Wertbe 
substituirt,  auch  (4)  (a  —  a')  03  +  Vz  —  y)  —  (6—  i'Xa  +  dz 
—  ^')  =s  0 ;  aus  welchen  beiden  Gleichungen  (3)  und  (4) 
nunmehr  d  und  h  bestimmt  werden  können.  Wir  überlstf- 
sen  die  weitere  Ausführung,  so  wie  auch  die  Längenbe- 
Stimmung  des  Perpendikels  dem  Anfänger  selbst,  indem  wir 
ohnehin  weiter  unten  (§.  597)  von  dieser  Aufgabe  eine  ein- 
fachere Auflösung  geben  werden. 

Aufgaben   über   die  Ebene. 

§.  682.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Ebene  n 
finden,  welche  durch  drei  gegebene  Puncte  geht. 

Auflösung.  Seien  a\  y\  s!^  a!\  y\  s!'  und  «'",  y'"» 
J"  die  Coordinaten  der  drei  gegebenen  Puncte.  Die  gesuchte 
Gleichung  hat  (§.  557)  die  Form: 

welche  zufolge  den  Bedingungen  der  Aufgabe  auch  nodt 
gilt,  wenn  man  statt  ä,  y,  z  nach  und  nach  x\  y\  z\  *",  J?^ 
/'  und  «"',  y"\  z"  schreibt;  die  dadurch  entstehenden  drei 
Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  drei  unbestiminttfi 

Quotienten  jj-y  -jr-y  -jr-^   und  zwar  findet  man ,  am  einfach- 


sten  durch  die  bekannte  Eliminationsmethode,  wenn  man  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  fhr  sich  schreibt: 

A  =  {2f  z    —y   z)  +  {y  z  —yz  )  +  (y   z  —yz  ), 

Jj  =  (xz    X  z)-\-{x  z    — X  zj+ix  z — XZ   )• 

=  (j?y     — a?  yj  +  ix  y  —xy  )+{x  y   —xy  ), 
i?=^  (y  z  —y  z  )+«   (y  z—yz  ) -\- x    {yz  —y  z% 

welche  Werthe  (die  man  auch  noch  sämmtlich  mit  einem 
unbestimmten  Factor  P  multipliciren  könnte)  in  der  obigen 
Gleichung   (1)  substituirt,    sofort    die   verlangte   Gleichung 

geben. 

$.  S6S.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Ebene  cu 
finden,  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  und  eine  ge- 
gebene Gerade  geht. 

Auflösung.    Seien  x\  y\  z  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes  und  (1)  [«  =  a^r  +  »>  y  =  6;?  +  ß]  die  Glei- 
cKungen  der  gegebenen  Geraden.   Die  gesuchte  Gleichung  der 
Ebene  hat  die  Form  (2)  Ax  +  By  +  C«  +  2>  =  0,  und  man 
tat  daraus,  vermöge  der  ersten  Bedingung :  (2')  A  x'  -f-  By 
+  Cz' -|--^  =  0;    es   ist    also    such,     wenn    man    abzieht: 
(3)  i4(«— jr')+5(y— y')  +  C(z  — /)  =  0   die  Gleich. 
einer  durch  den  Punct  x\  y\  sf  gehenden  Ebene. 
—  Um  femer  die  noch  unbestimmten  CoefBcienten  Ay  By  C 
der  zweiten  Bedingung   gemäss  zu    bestimmen ,    wird  man 
bloss  ausdrücken   dürfen ,    dass  die  Gerade  (1)  gänzlich  in 
der  Ebene  (2)  oder  (3)  liege,   und   diess  geschieht ,   indem 
nian  bemerkt,  dass  die  Coordinaten  Xy  y^  z  aller  Puncte  der 
Geraden  die  Gleichung  der  Ebene  befriedigen  müssen.   Setzt 
man  daher  die  Werthe  von  x,  y  aus   den  Gleichungen  (1) 
m  (2);  so  erhält  man  {Aa.  +  Bß -\-I))  +  (Aa  + Bb +  C)z 
=  0,   und  da  diese  Gleichung  für  jeden    Werth  von  z  gel- 
ten soll,  so  hat  man  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coef- 
ficienten:  (4)  ^a -f  ^ß  +  ^  =  Ound  (5)  Aa'^Bb-\-  C=  0, 
welche  beiden  Gleichungen  sonach  die  Bedingung  ausdrücken, 
dass  die   Gerade    (1)    gänzlich  in    der  Ebene  (2)   liegt.  — 
Wird  die  Gleichung  (4)  von  jener  (2')  subtrahirt,  so  erhält 
nwn  (6)  A{x—a)  +  B(y'--ß)+  Cz  =  0,  eine  Gleichung, 
welche  die   GrOsse  D  nicht   mehr   enthält   und  die  vorige 


Gleichung   (4)   ersetzen    kann.     Um    endlich   noch  aus  den 
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heiclen  Gleichungen  (5)  und  (6)  die  Coefficienten  -^,  -jr  zu 

bestimmen,  hatman,  diese  indess  durch  v  und  u?  bezeichnet: 
UV  -\-bio  -\-l=:Of  (a'  —  a) t;  +  (y'  —  /3)  w  +  2:'=  0,  und  dar- 
aus durch  Elimination: 

B    ■— («  -|-  az' ^^  j) 

^  ~  "C"  "■  a(y'  — ^)--6(x'--3i)' 

SO,  dass  man  also  hat:  A=r  ß  '\-bz^ — y',  J5  =  —  (a  +  a/  —  x) 
und  C=a{y — /3)  —  6(d?'  —  a)  ,  wodurch  endlich  die  Glei- 
chung (3)  der  gesuchten  Ebene  völlig  bestimmt  ist» 

ZnsatB.  Liegt  der  gegebene  Fnnct  in  der  gegebenen  Geraden^ 
80  folgt  auch  aus  der  Gleichung  (1) :    x  =  az'  4-  a,  y  =  6«' 4~^ «  ^^ 

welchen  Werthen  aber  A^  B,  C'KnU,  also -77-==  %  nnd  -^^-^-J  werden, 

tum  Beweise,  dass  in  diesem  Falle  die  Aufgabe  unbestimmt  sei  oder 
nnzihlige  Ebenen  der  Au^be  Genflge  leisten. 

§.  58^  Aufgabe.  Den  Neigungswinkel  zweier 
gegebenen  Ebenen  zu  finden. 

Auflösung.  Seien  L  Ax  +  Bt/ +  Cz  + 1)  =  0 
und  II.  A'a  +  ^y  +  C'z  -f-  2/  =  0  die  Gleichungen  der  bei- 
den gegebenen  Ebenen  I.  und  IL  Fällt  man  vom  Ursprani^e 
der  Coordinaten  auf  diese  Ebenen  I,  11  die  Perpendikel 
(beziehungsweise)  py  p  \  so  hat  man  für  die  Winkel  dersel- 
ben mit  den  Coordinatenaxen  (§.  565): 

coB(p.x)  =  'jjr,  eoB{p.y)  =  '^,  eoB{p.z):=^^ 

und  N=yA^  +  B^+  C, 
dann 

A*  "ff  f* 

eo8(p.a)=-^,  co8{p.y)  =  -j^,  co8{p\z)  =  j^ 

und  N'=yA'^  +  B'^-\-C\ 
Für  den  Winkel  der  beiden  Perpendikel  jp,  p'  hat  man 
aber  [§.  578,  (/?)] :     . 

cos  (p ,  p)  =  C08 {p  .  a)  eo8  (p\  a)  +  co8  {p  .y)oo8 (p\y) 

4*  CO8  (p  .  z)  CO8  (p\  Z)y 
mithin ,   wenn  man  die  unmittelbar  vorhergehenden  Werthe 
substituirt  und  berücksichtiget,  dass  der  Winkel  der  beides 


Perpendikel  /> ,  />'  zugleich  auch  der  gesuchte  Winkel  (I*  II) 
der  beiden  Ebenen  I  und  II  ist: 

Folgerungen. 

§.  585.  1)  Laufen  die  beiden  Ebenen  mit  einander  pa- 
rallel, so  ist  €08 (1. 11)  =  cos 0=^1^  und  man  erhält  aus  der 
vorigen  Kelation  (1),  wenn  man  gleich  den  Nenner  weg- 
schaffi,  die  Gleichung  quadrirt  und  reducirt: 

(AB'  —  ABY  -^{AC  —  A'Cy  +  {BC  —  &C)^  =  0, 
eine  Gleichung,    welche  wieder  in  die  3  folgenden  zerfallt: 
AB  —  A'B  =  0,  AC'  —  A'C=Q  und  BC  —  BC=0,  so, 
daas  also  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Parallelis- 
mus der  beiden  Ebenen  I  und  II  sind: 

von  denen  übrigens  jede  eine  Folge  der  beiden  andern  ist. 

A  n  m  e  r  k.  Diese  Bedingun^gleichnngen  (2)  lassen  sich  auch  leicht 
finden,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Knotenlinien  der  beiden  paral- 
lelen Ebenen  (§.  562)  ebenfalls  unter  sich  parallel  sein  m&ssen. 

§.  580.  2)  Stehen  die  Ebenen  I  und  11  auf  einander  per- 
pendikulär,  so  hat  man  wegen  co«  (L 11)  =  co« 90^  =  0 
sofort  die  Bedin^ngsgleichung :  (3)  AA' +  BB  +  CC  =  0. 

§.  587.  3)  Läest  man  eine  der  beiden  Ebenen,  z.  B. 
jene  11 ,  nach  und  nach  mit  den  3  coordinirten  Ebenen  zu- 
sammen fallen;  so  erhält  man,  wenn  sie  zuerst  auf  die 
Ebene  der  xy  fallt,  da  die  obige  Gleichung  II.  in  dieseni 
Falle  in  if  =  0  (als  Gleichung  der  Ebene  der  4?y,  §.  561) 
übergehen  muss :  ^'  =  0,  J^'zsO,  i7=0y  und  daher  £Qr 
den  Winkel  (I.  xy)  der  Ebene  I  mit  der  coordinirten  Ebene 

der  xy,  wenn  man  wieder  ]/]4'  +  B'^  -|-  C'^  =  N  setzt : 

Q 

COS (L  Äy)  3=—  =  cos  (p  .  z)  [wegen  Gfeich.  (2),  §.  565]. 


(4) 


cos  (I.  xz)  ^=^  ~  ^=s:  COS  {p  ,  y)  detto^  detto^ 

A 


cos  (1. 7/z)  =  -^  :=  cos  {p ,  x)  detto.     detto« 


Da  also  zugleich  (in  Uebereinstimmang  mit  §.  563,  Anmerk.) 

(5)  (1. 4y)  =  (p . 2:),  {l.az)  =  (p.y)  und  (I. y^^)  =  (p . *) 

ist,  so  lässt  sich  die  Gleichung  der  Ebene  (1),  §•  563  auch 
so  darstellen: 

(6)  X  CO8  (I.  yz)  -)- y  eos  (L  az)  -f-  2:  co«  (L  «y)  =|). 

Auch  {^bt  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleichungen  (4): 

(7)  leos  (L  oiy)]«  +  [cos  (L  ^;2r)]»  +  [co*  (I.  yr)]«  =  1 

[welche  Gleichung  übrigens  auch  aus  den  vorigen  Belade- 
neu  (5)  und  der  Gleichung  (2),  §•  564,  folgt]. 

§.  588.  4)  Analog  mit  den  vorigen  Relationen  (5)  er- 
hält man  auch  fCLr  eine  2.  Ebene  11 ,  auf  welche  vom  Ur- 
sprung das  Perpendikel  />'  gefällt  wird : 

0>'.z)  =  (ILary),  (p'.y)  =  (n.«),  (/.*)=  (H-yz); 

es  ist  also  nach  der  Relation  (p),  §•  578,  auch: 

(8)  CO8  (!•  n)  =  €08  (I.  ^y)  C08  (n.  Äy)  +  co8  (I.  az)  eo8  (II.  xz) 

+  CO8  (L  yz)  CO8  (ü.  yr). 

§.  589.  Aufgabe.  Die  Gleichung  einer  Ebene  zu 
finden,  welche  durch  einen  bestimmten  Punct  geht  und  mit 
einer  gegebenen  Ebene  parallel  lauft. 

Auflösung.  Seien  ^,  y\  /  die  Coordinaten  des  ge- 
gebenen Punctes ,  und  (1)  Ax-\-  By  +  C';?  +  2>  =  0  die 
Gleichung  der  gegebenen  Ebene.  Die  Gleichung  der  ge- 
suchten Ebene  ist,  mit  Rücksicht  auf  die  1»  Bedingung 
(§.  583),  von  der  Form: 

(2)  A'(x^ar^  +  ff{y-ff)  +  C{z--:^  =  0. 

Zufolge  der  2.  Bedingung  hat  man  aber  [§.  585,  (2)]: 

^'  _Ä  B  _B 

Werden  diese  Werthe  in  der  vorigen  Gleichung  (2),  die 
man  früher  durch  C  dividirt,  substituirt,  und  wird  zuletzt 
die  ganze  Gleichung  wieder  mit  C  multiplicirt ;  so  erhalt 
man  für  die  gesuchte  Gleichung  der  Ebene: 

(3)  ^(ä?  — a?')+5(y-y')  +  C(0-/)  =  O. 


Aufgaben   über   die  gerade  Linie  in   Verbin- 
dung mit  der  Ebene* 

§.  5M.  Aufgabe*  Den  Neigungswinkel  einer  gege- 
benen Geraden  mit  einer  gegebenen  Ebene  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Seien  (1)  [Ä  =  az;-|-«>  y=ft^  +  ffl 
und  1.  Ax  '\-  By  -j-  C^  +  -ö  =  0  die  Gleichungen  der  ge- 
gebenen G^rliden  und  Ebene;  so  sind  (§.  573)  (2)  {x^=az, 
y=^bz]  die  Gleichungen  einer  durch  den  Ursprung  mit  der 
Geraden  (1)  gezogenen  Parallelen,  und  (3)  [jp  =  a'2;,  y=:iVz] 
jene  des  aus  demselben  Puncte  auf  die  Ebene  I  gefällten 

Perpendikel«  p,  wenn  (§.  679)  a'  =  f^l^,   b'  =  '"^!'A 

A.  JB 

und  [§.  587 ,  Gleich.  (4)]  cos (l> •  «)  =  -77 >    cos (p.y)=  --, 

C  A 

cos (p.z)z=z  — ,  folglich,  wenn  man  substituirt,  a'  =  —  und 

i'  =  -p7  gesetzt  wird.     Da  endlich  der  Winkel   der  beiden 

Geraden  (2)  und  (3)  den  gesuchten  W.  (l.I)  zu  90*  er- 
gänzt, also  CO8  (2 . 3)  =  «m  (1 . 1)  ist ;  so  hat  man  nach  For- 
mel L,  §.  575: 

(Q)    «„(l.D  =  _=.^4±^ä±^=. 

Besondere  Fälle. 

§.  901.  1)  Läuft  die  Gerade  mit  der  Ebene  parallel, 
so  ist  ein  (1 . 1)  =  0,  folglich  aA  +  bB+  C=  0. 

§.  502.  2)  Steht  die  Gerade  auf  der  Ebene  perpen- 
dikulär,  so  ist  «in(l  .1)  =  1,  und  man  erhält  aus  der 
Yorigen  Formel  (Q),  wenn  man  gleich  den  Nenner  weg- 
schafft, die  Gleichung  quadrirt  und  reducirt: 

(A—  Cay  +  {B—  Cb)*  +  {Ab  —  Ba)^  =  0, 

eine  Bedingungsgleichung,  welche  jedoch  wieder  in  die  3 
folgenden:  ^— Ca  =  0,  B  —  Cb  =  0  und  Ab  —  Ba  =  Q, 
oder,  da  die  letztere  eine  Folge  der  beiden  erstem  ist,  bloss 

in  die  beiden:  (4)a  =  —  und  i  =  -—  zerfällt;  Bedingungs- 
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gleichungen,  die  wir  im  Verlaufe  dieser  Entwickelung  (§.  590) 
bereits  gefunden  haben. 

§.  5M.  Aufgabe,  Ein  Punct  und  eine  Ebene  sind 
gegeben,  man  soll  a)  die  Gleichungen,  und  ß)  die  Länge 
des  aus  diesem  Puncte  auf  die  Ebene  gefällten  Perpendikels 
bestimmen. 

Auflösung,  a)  Sind  or',  y',  /  die  Coordinaten  des 
gegebenen  Punctes  und  I.  Ax  -\~  By  +  Cz  -\-  D  =  0  die 
Gleichung  der  gegebenen  Ebene;  so  hat  man  fbr  die  ge* 
suchten  Gleichungen  der  durch  den  Punct  x\  y\  /  gehen- 
den, auf  der  Ebene  I  perpendikulären  Geraden :  (1)  [x  —  x 
=  a{z  —  z%  y  —  y'  =  h{z  —  z')'\,  wobei  aber  [§.  592,  (4)] 

(2)  a  =  — -  und  6  =  -77  ist. 

§.  5M.  ß)  Um  die  Länge  dieses  Perpendikels  zu  fin- 
den, wird  man  dessen  Durchschnittspunct  4?,  y,  z  mit  der 
Ebene  I  aufsuchen  und  die  Entfernung  desselben  vom  Puncte 
x\  y\  z'  nach  Relation  (^1),  §.  555  bestimmen.  Da  es  sich 
aber,  wie  diese  Formel  zeigt,  weniger  um  die  Coordinaten 
Xy  y,  z  (die  statt  af\  y",  z"  stehen)  als  um  die  Differenzen 
X  —  ^,  y  —  y',  z  —  y  handelt ;  so  wird  man  bei  der  Ver- 
bindung der  beiden  Gleichungen  (1)  und  L  (um  den  genann- 
ten Durchschnittspunct  x^  y,  z  zu  erhalten)  am  einfachsten 
sogleich  die^e  erwähnten  Differenzen  selbst  bestimmen.  Da- 
zu gebe  man  der  Gleichung  L  durch  gleichzeitiges  Addiren 
und  Abziehen  der  Glieder  Ax\  Bx/^  Cz\  und  indem  man 
Kürze  halber  Ax'  -\- Bjf  +  Cz^  -{-^  =  17  setzt,  die  Form : 
A{x  —  x')'^-B(y  —  y')  +  C(z  —  /)  +  ir  =  0;  so  erhält 
man ,  wenn  in  dieser  Gleichung  flir  x  —  x'  und  y  —  y  die 
Werthe  aus  (1)  [mit  Zuziehung  von  (2)]  gesetzt  werden: 
A*  {z  —  gT)  +  B^  {z  '-'  z*)  +  C^  {z  —  z')  +  CI/  =  0,  und  dar- 

aus,  wenn  man  Kürze   halber  -4* -|--B* -j- C*  =  iV*    aetzt: 

—  CI/ 
z  —  /  =g  -  ,  so  wie  damit  aus  (1)  und  (2): 


Bezeichnet  man  daher  die  gesuchte  Länge  des  Peq)endikeU 
uilt  P,  ifO  folgt  nach  der  genannten  Formel  in  §.  555: 

^^r^fB'  +  c^    oder    P=^, 
und  wenn  man  substituirt,  endlich: 


(3)    P= 


Va^+b^  +  c* 


Zasats.    W&re  der  gegebene  Panct  der  Ursprung,  also  jr'  =  0, 
»  =0,   *'— 0;  so   wäre  P"^    ■  [yergleichc  f.  565,  (2)]. 

Lüge  dagegen  dieser  Panct  in  der  gegebenen  Ebene  selbst,  wodnrcb  so- 
naich  die  obige  Gleichung  I.  für  x  =  x\  y=y\  z  =  z  befriedigt  würde, 
ai>o  ^x'  -f-  By  -^-Cz  -\'D'^0  w&re ;  so  w&re  auch,  wie  es  seil  soll, 
P  =  0. 


§.  5M.  Aufgabe.  Ein  Punct  und  eine  Gerade  eind 
gegebeil,  man  soll  a)  die  Gleichung  der  durch  diesen  Punct 
auf  der  Geraden  perpendikulären  Ebene,  und  ß)  den  Ab- 
stand dieses  Punctes  von  dem  Durchschnittspunct  der  Ge- 
raden und  der  Ebene  bestimmen. 

Auflösung,  a)  Sind  wieder  af^  y\  z  die  Coordina- 
ten  des  gegebenen  Punctes  und  (1)  [«  =  az  -|-  a,  y  =  Ja:  -|-  ß] 
die  Gleichungen  der  gegebenen  Geraden ;  so  ist  die  Glei- 
chung der  durch  den  Punct  x\  y\  s^  gehenden  Ebene  von 
der  Form  I.  ^(dr  —  ^0  +  5(y  —  y')+C(;?  —  /)  =  O.  Da 
aber  die  Gerade  (1)  auf  dieser  Ebene  I.  perpendikulär  sein 
soll,  80  muss  [§.  592,  (4)]  A=^aC  und  B=:bC  sein,  so, 
da^s  wenn  man  diese  Werthe  in  I.  substituirt  und  die  Glei- 
chung durch  C  abkürzt,  man  für  die  gesuchte  Gleichung 
erhält : 

(2)    a{x-af)  +  b<j/^i/')  +  (z-z')  =  0. 

§.  a06.  ß)  Um  femer  den  Abstand  D  des  Punctes  a?*, 
y',  /  vom  Durchschnittspuncte  j?,  y,  z  der  Geraden  (1)  mit 
der  Ebene  (2)  zu  finden,  wird  man  zuerst  aus  der  (dazu 
nöthigen)  Verlnndung  der  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2) 
statt  dieser  Coordinaten  «,  y,  if  sogleich  wieder  die  Diffe- 
renzen «  —  «',  y  —  y',  z  —  /  bestimmen  und  in  die  Formel 


(1),  §.  555  Bubetituiren.    Zur  Vereinfachong  dieser  Verbin- 
dung aber  bringen  wir  die  Gleichungen  (1)  auf  die  Form: 

(3)    [«  — «'  =  o(«  — z'j  +  a/  — «'  +  «, 

und  substituiren  diese  Werthe  von  x  —  x'  und  y  —  y*  in  die 
Gleichung  (2);  so  erhalten  wir: 

(1 -f  a*+6*)  («—«')  +  «(««'  — *'  +  «)  +  *(*^—y'  +  ß)  =  ®» 

und    daraus:    z - ^  =  ''±^z4P^^=ß±i— z\   oder 

wenn  man  der  Kürze  wegen  a{x — Qt)  +  ft(y'  —  ß)4"*  ==-*^ 
setzt  auch: 

Z  —  Z= i-TTi  — ^^   ^^  ^*°"^   *^®   (^)* 

Setzt  man  also  diese  Werthe  in  die  genannte  Formel  (§.  555), 
so  erhält  man: 

oder  wenn  man  alles  auf  den  Nenner  \-\-a*-\-b*  bringt, 
für  P  wieder  den  Werth  herstellt  und  weglässt,  was  sich 
aufhebt : 

(1  _|_  a«  +  6»)  D*  =  [(«'  —  «)«  —  2a/(«  —  «)  +  «'«'"] 

+  [(y'  -  ß)*  -  2^^'  (y'  -  ß)  +  *"^'*] 

+  [6*  («'  -  «)«  —  2  aJ  («'  —  «)  (y'  —  P)  +  «•  (y'  —  ß)*]. 
und  daraus  folgt  endlich,   wenn  man  noch  berftcksichtiget, 
dass  im  2.  Theil  dieser  Gleichung  lauter  vollständige  Qua- 
drate vorkommen: 

(5) i?=  J/  [ 1  +  0.+   6» 1 

§.  691.     Zusatz. 

Da  diese  Verbindungslinie  D  des  Punctes  x\  y\  z  und 
des  Durchschnittspunctes  der  gegebenen  Greraden  mit  der 
gesuchten  Ebene,  dessen  CJoordinaten  wir  einen  Augenblick 
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durch  x\  y\  z*  bezeichnen  wollen»  zugleich  auf  dieser  Ge* 
raden  perpendikulär  steht;  so  sind  die  Gleichungen  dieser 
auf  (1)  normalen  Geraden  D  (§.  572) : 

x  —  m=  jr^-jT  {z-'z)y    y  —  y=  \._^,  (z  —  z), 

wobei  die  Differenzen  x"  —  x\  y"  —  y\  z"  —  z'  nichts  an- 
deres als  die  obigen  Werthe  (4)  von  x  —  x\  y  —  y\  z  —  z 
8md.  Diese  letztem  Werthe  wird  man  daher  nur  in  die 
beiden  vorigen  Gleichungen  substituiren  dürfen »  um  sofort 
die  Gleichungen  des  aus  einem  gegebenen  Puncte  x\  y\  z 
auf  eine  gegebene  Gerade  (1)  gefällten  Perpendikels  D  zu 
erhalten,  dessen  Länge  überdiess  in  der  Formel  (5)  ausge- 
drückt ist.     (Vergl.  §.  581.) 

[Das  Capitel  über  die   Transformation  der  Coordinaten 
m  Baume  s.  11.,  379  ff.] 


Drittes  Capitel. 

Von  den  krummen  Fliehen   und  den   Curven  von 

doppelter  Krümmung. 

Einleitung. 

§«  S96.  Ist  irgend  eine  regelmässige  krumme  Fläche 
gegeben  9  so  wird  auch  ein  diese  Fläche  charakterisirendes 
Gesetz  zwischen  den  Coordinaten  eines  jeden  Punctes  der- 
selben Statt  finden.  Sind  daher  x,  y,  z  die  auf  ein  System 
von  drei  (wieder  rechtwinkeligen)  coordinirte  Ebenen  sich 
beziehenden  Coordinaten  eines  beliebigen  Punctes  der  Fläche; 
80  wird  man,  wenn  dieses  Gesetz  oder  die  charakteristische 
Eigenschaft  der  Fläche  analytisch  ausgedi*fickt  wird,  auf 
eine  Gleichung  von  der  Form  Fix^y,  z)  =  0  kommen,  wel- 
che, da  sie  alle  Puncte  der  Fläche  charakterisirt  und  nur 
für  die  Puncte  dieser  Fläche  gilt,  also  diese  letztere  voll- 
kommen bestimmt,  sofort  di&Gleichung  dieser  krum- 


men  Fläche  ist.  Wird  daraus  eine  der  drei  Variablen, 
2.  B.  z  ausgedrAckt,  so  erhält  diese  Gleichung  auch  die 
Form  z^f(xjy)^  und  man, sieht,  dass  dann  die  beiden 
Coordinaten  «,  y  willkürlich,  oder  unabhängig  variabel  sind, 
während  die  dritte  z  von  ihnen  abhängig  ist.  Nimmt  man 
daher  in  der  coordinirten  Ebene  der  ay  willkürlich  JT  =  a, 
y  =  bf  und  findet  man  mit  diesen  Werthen  aus  der  vorigen 
Gleichung  z,  B.  z^=c;  so  gehört  das  System  der  Gleichun- 
gen ^  =  a,  y  =  hi  z=^c  sofort  einem  Puncto  der  in  Bede 
stehenden  Fläche  an. 

§.  509.  Eben  so  ist  wieder  umg^ehrt  der  Ort  einer 
jeden  Gleichung  zwischen  den  drei  veränderlichen  Grössoi, 
*>  !/f  ^  (ftls  Coordinaten)  von  der  Form  i^(a?,  y,  2;)  =  0  oder 
auch  z==/(a:yy)f  eine  Fläche,  deren  Natur  und  Beschaf- 
fenheit von  der  Natur  dieser  Gleichungen  abhängt.  —  Man 
kann  beliebig  viele  Puncto  dieser  Fläche  bestimmen,  wenn 
man  in  der  gegebenen  Gleichung  von  den  Variablen  zwei 
beliebig  annimmt,  z.  B.  a;  =  a,  y  =  b  setzt,  und  damit  die 
zugehörigen  Werthe  von  r  =^  c,  c  . . .  berechnet ;  nimmt  man 
dann  in  der  coordinirten  Ebene  der  ary,  ^  =  a,  y=.hj  er- 
richtet in  diesem  entsprechenden  Puncto  auf  diese  Ebene 
ein  Perpendikel  (d.  i.  die  Ordinate  z)  und  trägt  darauf  die 
gefundenen  Werthe  (je  nach  dem  Vorzeichen  auf-  oder  ab- 
wärts) c,  c , . . .  auf;  so  hat  man  sofort  einen  oder  mehrere 
Puncte  dieser  Fläche.  Auf  dieselbe  Art  findet  man,  indem 
man  für  x  und  y  nach  und  nach  andere  Werthe  nimmt, 
die  Qbrigen  zur  Bestimmung  der  Fläche  nOthigen  Puncte. 

§•  000.  Erklärung.  Je  nachdem  die  Gleichung 
iP(a?,  y,  5:)  =  0,  die  wir  hier  stets  als  algebraisch  vor- 
aussetzen, in  Bezug  auf  ^,  y,  z  vom  1**",  2*",  . .  n*~  Grade 
ist,  wird  auch  ihr  Qri,  oder  die  entsprechende  Fläche,  eine 
Fläche  der  1**~,  2**,  . .  n**"  Ordnung  genannt.  Es  Iftsst  sich 
wie  bei  den  krummen  Linien  (§.  485)  nachweisen,  daes  der 
Grad  der  irgend  einer  Fläche  entsprechenden  Gleichung 
durch  keinerlei  Umwandlung  der  Coordinaten  geändert  wer- 
den kann,  also  diese  Eintheilung  wieder  charakteristisch  ist. 


So  gehört  also  die  Ebene,  deren  Gleichung  (§.  557)  vom 
1.  Grade  ist,  sofort  zu  den  Flächen  der  ersten  Ordnung; 
zugleich  macht  sie  allein  schon  diese  ganze  Ordnung  aus. 
Die  Kugelfläche  gehört,  wie  wir  gleich  sehen  werden,  zu 
den  Flächen  der  zweiten  Ordnung,  u,  s.  w. 

§.  GOl.  Wir  wollen  endlich  noch  bemerken,  dass  das 
System  der  beiden  Gleichungen  [-F(.r,y,z)  =  0,  F'(Xyt/yz)  =  Qi] 
dem  Durchschnitt  zweier  krummen  Flächen,  also  einer  Curve 
(im  Allgemeinen)  von.  doppelter  Krümmung  angehört,  dass 
aber  diese  Gleichung  wieder  (wie  in  §.  566)  durch  die  bei- 
den einfachem  (wenn  man  nach  und  nach  y  und  x  elimi- 
nirt)  [/(jr,  z)  =0,  /'(y,  z)  =  0]  ersetzt  werden  können.  Die 
erste  dieser  beiden  Gleichungen  ist  die  Gleichung  einer 
durch  die  Curve  im  Räume  auf  der  Ebene  der  az  perpen- 
dikulären  Fläche,  Cylinder fläche  genannt,  die  also  ent- 
steht, wenn  man  in  allen  Puncten  der  in  der  Ebene  der  az 
Hegenden  Curve,  als  Projection  der  Curve  im  Kaume  auf 
diese  Ebene,  Perpendikel  errichtet.  Eben  so  ist  die  2.  Glei- 
chung die  einer  durch  dieselbe  Curve  im  Räume  auf  der 
Ebene  der  yz  perpendikulären  Cylinderfläche,  oder  die  Pro- 
jection dieser  Curve  auf  die  Ebene  der  yz.  Diese  Curve 
im  Räume,  welche  jm  Allgemeinen  von  doppelter  Krüm- 
mung ist,  wird  also  hier  als  Durchschnitt  dieser  beiden  Cy- 
linderflachen  angesehen  und  bestimmt,  genau  so,  wie  in 
§.  566,  Zusatz  1.  die  Gerade  im  Räume  durch  den  Durch- 
schnitt zweier  auf  den  ooordinirten  Ebenen  der  az  und  yz 
perpendikulären  Ebenen  i?  =  a;?  +  Gi  und  y^bz-^ß  be- 
stimmt wurde. 

Die  Kugelf  lache  oder  Sphäre. 

§.  002.  Eine  der  einfachsten  krummen  Flächen  ist  die 
Kugelftiche  (auch  schlechthin  Kugel)  oder  Sphäre,  und  be- 
kanntlich so  beschaffen,  dass  alle  ihre  Puncte  von  einem  be- 
stimmten Punct,  dem  Mittel  puncte  der  Fläche,  gleich 
weit  abstehen. 

Diese  die  Kugel  charakterisirende  Eigenschaft  kann  aber 
leicht  analytisch  ausgedrückt  werden,  um  dadurch  die  Glei- 
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chung  dieser  Fläche  zu  erhalten.  Denn  bezdchnet  man 
die  (rechtwinkeligen)  Coordinaten  des  Mittelponctes  der  Ku- 
gel durch  a,  ß,  y^  jene  eines  beliebigen  Punctes  der  Kugel- 
fläche durch  x^  y^  z^  und  die  constante  Entfernung  beider 
Puncte  y  d.  i.  den  Halbmesser,  durch  r;  so  hat  man,  da 
diese  Relation  für  alle  Puncte  der  Sphäre,  aber  auch  nur 
für  diese  Puncte  gilt,  alsGleichung  dieser  Fläche  (§.  555) : 

(1)    (*-«)*  +  (y-ß)*-h(^-y)^  =  r». 

Zusatz  1.  Fallt  der  Mittelpunct  mit  dem  Urapmnge  der  Coor- 
diaaten  zusammen,  so  redncirt  sich  diese  Gleichung  wegen  a  =  0,  ^  ^  0, 
7  —  0  auf  folgende:  (2)  jp*  +  y*  +  «»  =  r\ 

Zusatz  2.  Da  die  allgemeine  Gleichung  (1)  entwickelt,  die  Foim 
r*+y»-f-«"  — 2ax  —  2,^y  — 27z +  «*-[- /3>-f- 7*  — r«  =  0 
erhalt ,  so  ist  auch  umgekehrt  der  Ort  einer  jeden  Gleichung  Ton  der 
Form  X*  +  y*  +  «■  +  ^T  -f-  By  -|-  C«  +  Z>  — •  0,  wenn  r ,  y ,  r  rechtw. 
Coordinaten  hezeichnen,  eine  Kugelflache,  woflir  die  Coordinaten  des 
Mittelpunctes  und  der  Halbmesser  beziehungsweise  die  Werthe  haben: 
a  =  — i.4,  ß  =  — ^B,  7  — —  iC  und 

Berührungsebene  der  KugeL 

§•  OOS.  Wir  wollen  gleich  hier  die  Gleichung  einer 
Ebene  entwickeln,  welche  die  Kugel  in  einem  bestimmten 
Puncte  x\  y\  z  berühren  soll,  indem  wir  dabei  als  be- 
kannt voraussetzen,  dass  diese  Ebene  auf  dem  Endpunct  des 
an  den  Berührungspunct  gezogenen  Halbmessers  perpcodi- 
kulär  sein  muss. 

Die  Gleichung  der  Kugel,  des  an  den  Punct  a:\  y\  z 
gezogenen  Halbmessers  (als  einer  durch  die  beiden  Puncte 
ot»  P,  y^  x\  y\  z  gehenden  Geraden)  und  der  durch  den- 
selben Punct  x^  y  y  z  gehenden  Ebene  sind  [§§.  602,  572 
und  583,  (3)]  beziehungsweise: 

(1)  (x  -  «)« +  (y  -  P)'  +  («  -  y)*= r*, 

(2)   [^_*'=£;=f  (^_/),y_y'  =  ^(z_/)]   und 

(3)  A{m-x')^B{y-y')^C{z  —  ^)  =  Q, 

wobei  aber  noch,  da  diese  Ebene  auf  der  Geraden  ('S)  per- 

pendikulär  sein  soll  (§.592),  ^  =  |^  Cund5  =  i^f 

'8t.    Werden  diese  Werthe  in  der  Gleichung  (3)  subetituirt, 
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und  wird  diese  dann  durch  C  abgekürzt,  8o  erhält  man  für 
die  Gleichung  der  Ber&hrung8-£bene : 

Berüduidbtiget  man,  dass  «',  y\  z  ein  Punct  der  Kugel 
ist,  setzt  also  diese  Coordinaten  in  (1)  statt  Xy  y,  z  und  ad- 
dirt  die  entstehende  Gleichung  zu  der  vorigen  (m);  so  er- 
hält man  auch  alsGleichung  der  Tangential-Ebene: 

(n)  (*'_a)(^-  et)  +  (y'  -PXy-ß)  +  (/  -y)(^-y)  =  r^ 

welche  sich  von  jener  (1)  der  Kugel  nur  darin  unterschei- 
det ,  dass  statt  der  Quadrate  {x  —  a)  (^  —  a)  u.  s.  w.  die 
Rechtecke  {x  —  %){x  —  a)  etc*  stehen. 

Zusatz.  Liegt  der  Mittelpnnct  der  Kugel  im  Ursprung  der  Coor- 
dinaten, 80  geht  diese  letztere  Gleichung,  wegen  «  =  ^=.7  =  0  Aber 
in  jene: 

(p)    x'x  4-  y'y  +  *'«  -  r«  IVergl.  §.  482,  (7)]. 

Die    Cylinderf lächln, 

§.  004.  Erklärung.  Unter  Cylinderflächen  versteht 
man  alle  jene  Flächen,  welche  durch  die  Bewegung  einer 
Geraden,  der  erzeugenden  Linie,  die  dabei  beständig 
durch  eine  gegebene  Curve,  die  Leitlinie,  geht  und  mit 
einer  festen  Geraden,  gewöhnlich  die  Axe,  also  auch  mit 
sich  selbst  parallel  bleibt,  erzeugt  werden. 

§.  005.  Um  diesen  Charakter  der  Cylinderflächen  ana- 
lytisch auszudrücken,  seien  (1)  [x^az-^-a,  y='l>Z'\-ß] 
die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  in  irgend  einer  ih- 
rer Positionen,  und  C§.  601)  (2)  [F(x,  y,  z)  =  0,F'  («,  y,  z)  =  0] 
die  Gleichungen  der  Leitlinie,  die  im  Allgemeinen  eine  Curve 
von  doppelter  Krümmung  sein  wird.  —  Da  nun  die  erzeu- 
gende Gerade  fortwährend  mit  sich  selbst  parallel  bleibt, 
so  behalten  die  Grössen  a,  b  der  Gleichungen  (1)  stets  den- 
selben Werth  (§.  576),  dagegen  ändern  sich  die  Grössen 
Oy  ß  bIb  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  der  Geraden 
(1)  mit  der  Ebene  der  xt/  (es  folgt  nämlich  fOr  ^  =  0  so- 
fort jc  =  at,  y  =  |3)  von  einer  Lage  dieser  erzeugenden  Ge- 
raden zur  andern.  Geht  man  nämlich  in  der  Cylinderfläche 
von  einem  Punct  zu  einem  andern  in  der  nämlichen  er- 

Bur^*«  Comptndium  d.  bSb.  Math.  26 
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zeugenden  Oeraden  fort ,  8o  bleiben  dabei  « ,  jJ*^  zugleich 
eonstant;  geht  man  dagegen  dabei  von  einer  erzeugenden 
Geraden  zu  einer  andern  (d.  h.  zu  einer  andern  Position 
dieser  Geraden) ,  so  sind  beide  Grössen  a,  ß  zusammen 
veränderlich^  und  daraus  folgt,  dass  zwischen  a  und  ^ 
eine  gewisse  Kelation  bestehen,  oder  jede  eine  Function  der 
andern  sein  muss;  man  kann  also  setzen:  9(01,  ß)  =  Q  oder 
ß  =y(a).  Setzt  man  endlich  in  diese  Gleichung  für  a  und 
ß  die  aus  den  Gleichungen  (1)  folgenden  Werthe,  so  erhält 
man  als  allgemeine  Gleichung  der  Cylinderflächen: 

(3)    y  —  bz  =/(4?  —  az). 

Dabei  findet  man  die  Natur  der  Function  /  durch  Verbin- 
dung der  beiden  Systeme  der  Gleichungen  (1)  und  (2),  wo- 
durch man  nämlich  ausdrückt,  dass  die  erzeugende  Linie  (1) 
beständig  durch  die  Leitlinie  (2)  geht« 

§.  006.     Beispiele  hierQber. 

1.  Es  sei,  am  ein  einfaches  Beispiel  hierüber  so  geben,  die  Leitlinie 
ein  in  der  coord.  Ebene  der  xy  liegender  Kreis  und  dessen  Mittel- 
punct  im  Ursprang  der  Coordinatcn;  so  sind  (1)  [x* -f- y' ^ ''*•  -  —  0] 
die  Qleichungen  der  Leitlinie,  nnd  (2)  [x  =  a;r-f->i  jr  =  &'  +  iO^ 
der  erzeugenden  Geraden.  Verbindet  man  nun,  erwfthntermassen ,  dies« 
vier  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  einander;  so  erb&lt  man  für  sie  di« 
gedachte  Belation  9  (a,  /S)  =*  0  der  zusammen  constanten  und  Tariablen 
Grössen  a,  ß  sofort :  &>  -f-  i^*  *="'*'  i  Qi^d  wenn  man  für  a  und  /:  die  am 
(2)  folgenden  Werthe  setzt ,  für  die  Gleichang  des  schiefen 
Cylinders  mit  kreisförmiger  Basis  :  (Ä)  (x  —  a«)*  +  (y  —  bzY  -»>  r*. 

2.  Nimmt  man ,  als  noch  einfachem  Fall ,  die  Axe  der  x  zur  Axe 
des  Cylinders ,  d.  i.  als  jene  fbste  Gerade ,  mit  welcher  die  enengende 
fortwährend  paraUel  bleibt;  so  sind  die  Gleichnngen  der  enengendeii 
Goraden  in  irgend  einer  ihrer  Positionen  [statt  den  obigen  (2)]:  x=^^ 
y  =  ß  (§.  569),  und  man  erhält  sonadi  aus  den  vorigen  Gleichungen  (A), 
wegen  a  «»  0  nnd  6  =  0,  für  die  Gleichung  des  gemeinen,  aaf  der  EWne 
der  xy  senkrechten  Cjlinders:  (/)  x'+y*^'"**  —  ^'*** 
Gleichang  gehört,  wie  man  sieht,  zugleich  dem  in  der  Ebene  der  r| 
liegenden  Kreise,  als  Frojcction  der  Cjlinderfl&che  aaf  diese  Ebene, 
welche  Flüche  durch  diese  Projoction  eben  so  gegeben  und  bestimmt  isd 
wie  eine  auf  der  Ebene  der  x  y  perpendikul&re  Ebene  durch  ihre  Pro- 
jection  y  =  cx-(-Y,  d.  i.  der  Gleichang  einer  in  dieser  coord.  Ebene 
liegenden  Geraden. 

A  n  m  e  r  k.     Wäre  der  Kreis  ,  als  Leitlinie  ,  überhaupt  im  Raome  gf^    1 
ben ;    so  würde  man ,    da   er  immer  durch  den  Schnitt  einer  Kogel 


mit  einer  Ebene  entstehen  kann,  statt  den  rorigea  Gleicfanngen  (1) 

de  folgenden : 

[(x— *  )*  +  (y — n*  +  (*  —  7')*  =  r",    a  T  +  Pjr  +  Cz  +  Z)  -  0] 

setzen,  und  im  Übrigen  wie  rorhin  Terfahren. 

Coniscfae  oder  Kegelflächen. 

§.  007.  Erklärung.  Die  conischen  Fläc^pen  ent- 
stehen durch  die  Bewegung  einer  Geraden,  der  erzeugen- 
den Linie,  welche  dabei  beständig  durch  einen  festen 
Punct  im  Räume,  den  Mittelpunct  oder  Scheitel  der 
Fläche,  und  eine  gegebene  Curve,  die  Leitlinie,  geht 

§.  608.  Um  diesen  Charakter  analytisch  auszudrücken 
oder  die  Gleichung  dieser  Flächen  zu  finden,  seien  x\  y\ 
z  die  Coordinaten  des  festen  Punctes,    femer  [§•  572,  (wi)] 

(1)     \x—x^^a(z  —  z),  y  —  y==h(z  —  z)\ 
die  Gleichungen  der  durch  diesen  Punct  gehenden  erzeugen- 
den Geraden  in  ii^end  einer  ihrer  Positionen,  und  endlich 
(2)   lF{s,  y,  z)=0,  F'(a!,  y,  z)  =  0] 

wieder  jene  der  Leitlinie.  In  der  Gleichung  (1)  sind  die 
Grössen  a,  b  für  dieselbe  Lage  der  erzeugenden  Linie 
constant,  dagegen  fiir  verschiedene  Lagen  veränder- 
lich, d.  h.  geht  man  von  einem  Puncte  der  Kegelüäohe  zu 
einem  nächsten,  ohne  die  betreffende  erzeugende  Gerade  zu 
verlassen ,  so  sind  a  und  b  zusammen  constant ;  geht  man 
aber  dabei  von  einer  Position  der  erzeugenden  Linie  zu 
einer  andern  fort,  so  sind  a  und  b  zusammen  variabel:  es 
muss  also  wieder  (§.  605)  von  diesen  beiden  Grössen  jede 
eine  Function  der  andern  sein,  so  dass  man  ^  (o,  6)  =  0  oder 
auch  6=y(a)  setzen  kann.  Substituirt  man  daher  für  a 
und  b  die  aus  den  Gleichungen  (1)  folgenden  Werthe,  so 
erhält  man 

als  allgemeine  Gleichung  der  KegeU'lächen. 

Um  in  einem  gegebenen  Falle  die  Natur  und  Beschaf- 
fenheit der  Function  /  zu  finden,  muss  man  wieder  die  bei- 
den Systeme  von  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit  einander 
verbinden. 

26* 
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§.  W9.    Beispiele  hierQber. 

1.  Sei  die  Leitlinie  eine  in  einer  mit  der  ooordin.  Ebene  der  rr 
parallelen  Ebene  liegende  Ellipse,  deren  grosse  und  kleine  Axe  be. 
siebungsweise  in  den  Dnrchschnittslinien  dieser  Ebene  mit  den  coordin. 
Ebenen  der  xz  and  yz ,  ihr  Mittelpunct  also  in  der  Axe  der  z  liegt, 
und  sei  der  Ursprung  der  Coordinaten  zugleich  der  feste  Panct  oder 
Mittelpunct  der  Fl&che;  so  hat  man  (§.  567)  (1)  [x  =  az,  |r  =  6z]  alt 
Gleichungen  der  durch  diesen  Punct  gehenden  erzeugenden  Geraden,  und 
(§§.  460,  560)  (2)  [^V  +  ^'**  — ^*^*»  «  — c]  jene  der  I«itUnic- 
Diese  beiden  Systeme  (1)  und  (2)  mit  einander  yerbunden,  erh&It  man: 

Ä*B* 
A*b*-\-  B^a*=  — r—,    und  wenn  man  ftir  a  und  b  die  ans  den  Glei- 
ch 

chnngen  (1)  folgenden  Werthe  substituirt: 

als  Gleichung  des  elliptischen  Kegels. 

2.  Eben  so  findet  man ,  wenn  die  Leitlinie  ein  in  der  Ebene  der 
xy  liegender  Kreis  vom  Halbmesser  r  ist,  dessen  Mittelpunct  im  Ur- 
sprung liegt ,  fttr  die  Gleichung  des  schiefen  Kegels  tod 
kreisförmiger  Basis: 

[;r' (z_z')-,'(,_x')]' +  [/(.-«')-«' (>-y')]*  =  r*(«  —  r')'. 
Liegt  dabei  der  Scheitel  oder  Mittelpunct  x',  y',  z  zugleich  in  der  Axe 
der  z;  so  erhält  man  wegen  x' ■— 0 ,  y=0  fCU*  den  geraden  Kegel, 
dessen  Axe  mit  der  Axe  der«  zusammenfUlt,  die  Gleichung:  «''(x'4~J^') 

Windschiefe  und  conoidische  Flächen« 

§.  610.  Erklärung.  Bewegt  sich  die  erzeugende 
Gerade  dergestalt,  dass  sie  beständig  durch  zwei  gegebene 
Leitlinien  geht  und  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt;  so 
entsteht  eine  windschiefe  oder  windische  Fläche.  Ist 
als  besonderer  und  einfachster  Fall  die  eine  Leitlinie  eine 
Gerade,  so  wird  die  erzeugte  windische  Fläche,  wegen  ihrer 
Ähnlichkeit  mit  dem  Kegel  (Conus),  conoidische  Fläche 
genannt.  Ist  die  gerade  Leitlinie  perpendikulär  auf  der  ge- 
nannten festen  Ebene,  so  heisst  die  Fläche  insbesondere  ein 
gerades  Conoid. 

§.  011.  Um  nun  die  Gleichung  dieser  letztem  oder  co- 
neidischen  Flächen  zu  erhalten ,  nehmen  wir  zur  grossem 
Einfachheit  die  gerade  oder  erste  Leitlinie  zur  Axe  der  r, 
und  die  feste  Ebene,    mit    welcher  die   erzeugende  Gerade 
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bc8täncl]|r  parallel  bleibt,  znr  coordin.  Ebene  der  «y;  wo- 
durch wir  also  im  Allgemeinen  ein  ^chiefwinkeliges  Coordi- 
natensy Stern  erhalten.    Diese  vorausgesetzt ,  seien 

die  Gleichungen  der  zweiten  Leitlinie  und  (2)  [y  ==  m«,  r = n] 
die  der  erzeugenden  Geraden  in  einer  ihrer  Lagen  (indem, 
das  Coordinatensystem  mag  recht-  oder  schiefwinkelig  sein, 
die  Projection  dieser  Geraden  in  der  Ebene  der  xt/  durch 
den  Ursprung  geht  und  mit  der  Ebene  der  xt/  parallel 
bleibt).  —  Die  Grössen  m  und  n  bleiben  aber  wieder  flftr 
alle  Puncto  der  Fläche ,  welche  in  der  nämlichen  erzeugen- 
den Geraden  (d.  i.  der  erzeugenden  Linie  in  ein  und  der- 
selben Position)  liegen,  constant,  dagegen  für  in  verschie* 
denen  erzeugenden  Linien  liegenden  Puncte  zusammen  ver- 
änderlich, so  dass  wieder  nothwendig  eine  eine  Function 
der  andern  ist,  und  man  also,  wenn  man  m  und  n  gleich 
aas  (2)  ausdrtickt,  setzen  kann: 

f  (-f ,  xr)  =  0  Oder  (3;  z  =/(^), 

welches  sofort  die  allgemeine  Gleichung  der  conoidi- 
echen  Flächen  ist.  —  Um  ftr  gegebene  bestimmte  Fälle 
die  Natur  der  Function  /  zu  finden ,  wird  man  wieder  die 
vier  Gleichungen  (1)  und  (2)  als  coexistirend  ansehen,  dar- 
aus x^  y^  z  eliminiren,  und  dadurch  zur  gesuchten  Relation 
zwischen  m  und  n  gelangen. 

§.  612.    Beispiele  Ober  diese  Flächen. 

1.  Es  sei  die  zweite  Leitlinie  ebenfalls  eine  Gerade,  welche  die 
Gleichungen  besitzt:  (1)  [x  «»  az  -f-  <>»  y  ""  ^2  -f-^].  Diese  Gleichungen  mit 
jenen  (2)  Cy^mx»  2  » n]  der  erzeugenden  Geraden  verbunden,  geben 
zuerst  X  =  an  -|-  flc,  y  ^  &n  -|-  ß,  und  dann  wegen  y  «—  mx  sofort ;  bn-\-  ß 
^^amn-^-  ftm  (als  die  erwähnte  Relation  zwischen  m  und  n).  Setzt 
man  endlich  fftr  m  nnd  n  die  aus  (2)  folgenden  Werlhe,  so  erhält  man 
nach  einer  einfitchen  Beduction:  (8)  hxz-\-ßx  —  ayx — oty  — 0  als 
Gleichung  der  conoidischen  Fl&che ,  welche  durch  die  Bewegung  einer 
Geraden  erzengt  wird,  die  sich  dabei  beständig  auf  zwei  andere  Geraden 
stützt  und  einer  bestimmten  Ebene  parallel  bleibt. 

2.  Sei  für  rechtwinkelige  Axen  die  zweite  Leitlinie  chie  Ellipse, 
deren  Ebene  im  Abstände  d  m\i  der  coordinirten  Ebene  der  yc  parallel 
liuft,  grosse  Axe  in  der  Ebene  der  xy  und  Mittelpunct  in  der  Axe  der  x 
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liegt;  10  nnd  die  Gleichangen  dieser  zweiten  Leitlinie:  (1)  [r«»<f, 
a*z^  +  b*jf*  =  a*b^'}.  Diese  wieder  mit  den  Torigen  Gleichangen  (8) 
der  erzeugenden  Geraden  (die  für  jedes  Azensystem  die  n&mliche  Fona 
behalten)  Terbandeu,  geben  zuerst: 

und  wenn  man  ftr  m  und  n  die  Werthe  in  x  und  z  herstellt: 

als  Gleichung  der  conoidischen  Fläche ,  nach  welcher  manchmal  gewisse 
Gewölbe  geformt  werden. 

Für  6  «« a  geht    die  Ellipse   in   einen  Kreis    vom  Halbmesser  a, 
und  die  Gleichung  der  Fläche  in  (2*  —  a*)x*4-rf*y'  =  0  über. 

Die    Mo  t  ations'   oder  durch    Umdrehung 

erzeugten    Flächen. 

§.  6IS.  Erklärung.  Die  Rotationsflächen  entstehen 
durch  Umdrehung  einer  geraden  oder  (einfach  oder  doppelt 
gekrümmten)  krummen  Linie ,  der  erzeugenden  Linie, 
um  eine  Gerade  als  Axe;  dabei  beschreibt  jeder  Puuct  der 
erzeugenden  Linie  einen  Kreis ,  dessen  Ebene  auf  der  Axe 
perpendikulär  stellt  und  Mittelpunct  in  dieser  Axe  liegt. 
Aus  dieser  Entstehungsart  der  Kotationsflächen  folgt ,  dasd 
jeder  Schnitt  derselben  mit  einer  auf  der  Axe  perpendiku- 
lären  Ebene  ein  Kreis  sei ;  und  diesen  Charakter  wollen 
wir  sofort  zur  analytischen  Darstellung  dieser  Flächen  be- 
nützen y  wobei  wir  noch  bemerken  ,  dass  ein  jeder  solcher 
Kreis,  durch  ein  System  von  zwei  Gleichungen,  davon  die 
eine  einer  Kugel,  deren  Mittelpunct  in  der  Umdi-ehungt^«ixe 
liegt,  und  die  andere  einer  auf  dieser  Axe  perpendikulären 
Ebene  angehört,  ausgedrückt  werden  kann. 

§.  61-4.  Diess  vorausgeschickt,  seien  (1)  [/^(a?,  y,  j2:)=0, 
F*  (ä,  y,  z)  =  0]  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Linie,  uod 
[a  —  tt  =  a  (2?  —  y),  y  —  ß  =  b(z  —  y)]  die  Gleichungen  der 
Axe,  wobei  a,  j3,  y  die  Coordinaten  eines  Punctes  derselben 
(der  dann  zum  Mittelpuncte  der  gedachten  Kugel  genommen 
wird)  bezeichnen;  so  hat  man  für  die  auf  dieser  Geraden 
perpendikulären  Ebene  (§.  592)  die  Gleichung  (2)  ax-\-ht/ 
■^z=^di  und  fiir  die  Kugel,  deren  Mittelpunct  im  Punete 
a,  13,  y  liegt:  (3)  (^  -  a)»  +  (y  -  ß)«  +  (^  -  y)*  =  t"*.  Da 
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nun  dns  System  der  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  eine 
auf  der  Botationsfläche  liegende  Kreisperipherie  darstellt,  so 
sind,  je  nachdem  einPunct  auf  dieser  Fläche  auf  dem  näm- 
lichen Kreise,  od^r  von  einem  Kreis  zum  nächsten  fort- 
rückt, die  Grössen  d  und  r  zusammen  beständig  oder  zu- 
sammen veränderlich;  folglich  ist  wieder  jede  von  der 
andern  abhängig.  Setzt  man  dem  zufolge  d=:f  (r*)  oder 
auch  r*  =f(d)y  so  folgt,  wenn  man  für  d  und  r*  die  Werthe 
aus  (2)  und  (3)  substituirt :  ax  -\-  by  -\-  z  =  ^  [(x  —  a)* 
+  (y~ß)*+(^-y)"]  oder  auch  (or-a)«  +  (y  -  j3)« 
+  (z  —  y)*=/(ö^  +  iy-f-^)  fftr  die  allgemeine  Gleich, 
der  Kotationsflächen. 

Um  die  Natur  und  Beschaffenheit  der  Function  y  oder 
/  zu  finden,  wird  man ,  da  die  erzeugende  Linie  (1)  bestän- 
dig durch  den  Kreis  geht,  welcher  durch  das  System  der 
Gleichungen  (2),  (3)  dai^estellt  wird,  diese  vier  genannten 
Gleichungen  miteinander  verbinden,  daraus  4?,  y,  z  eliml- 
niren,  und  so  zur  Kelation  zwischen  d  und  r*,  wodurch  f 
oder  /  bestimmt  ist,  gelangen. 

§.  615.  Lässt  man  zur  grossem  Einfachheit  die  Rota^ 
tionsaxe  mit  einer  der  drei  Coordinatenaxen,  z.  B.  mit  jener 
der  r,  zusammenfallen;  so  liegt  jede  der  vorhin  erwähnten 
Kreisperipherien  der  Fläche  in  einer  mit  der  coordin.  Ebene 
der  ay  parallelen  Ebene  und  ihr  Mittelpunct  in  der  Axe 
der  z;  man  hat  also  für  irgend  einen  dieser  Kreise  das  Sy- 
stem der  beiden  Gleichungen  (2')  [a?^ +y*  ==*'*>  ^  =  c]>  von 
welchen  die  erste  (§.  606,  2.)  einem  auf  der  Ebene  der  ay 
senkrechten  Cylinder,  dessen  Axe  mit  der  Axe  der  z 
zusammenfällt,  und  die  zweite  einer  mit  der  coordin.  Ebene 
der  xy  parallelen  Ebene  angehört.  In  diesem  Falle 
hat  man  also  für  die  Gleichung  der  Rotationsfläche: 

z=(f(x^  +y*)  oder  x^  -\-  y^  —f{z\ 

Anmerk.     W&re  die  Botationsaxe  nicht  die  Axe  der  z  selbst,  sondern 
mit  dieser  bloss  parallel,    und  wären  x  =  a,  y  =  6  die  Coordin. 
ihres  Durchschnittspunctes  mit  der  Ebene  der  xy;  so  hätte  man  ftür' 
die  Gleichung  der  Rotationsfläche: 
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§.  616.     Beispiele  hierüber. 

1.  Rs  sei  die  eneog^de  Linie  eine  in  der  Bbene  der  vz  liegende  Ge- 
rade und  die  Axe  der  x  die  Rotationsaxe ;  so  sind  die  Gleichangcn 
der  eraengenden  Linie  (§§.  566,  661)  (1)  [x  =- a« -|- m,  y  —  o]-  Di«« 
mit  den  beiden  obigen  Gleichungen  (2')  (vorig.  §.)  Terbnnden,  erbfiJt 
man  snerst  [wenn  man  in  (1)  z  >=  e  aus  (2')  setzt]  x  mmae-^-m  oder 
(da  wegen  y  =  0  ,  x*  —  r*  ist)  anch :  {ae-^-  m)*  =  r*,  folglich ,  wenn 
man  für  c  und  r'  dieWerthe  ans  (2^)  substitnirt:  (ax +  "*)'  =  '* +J% 
als  Gleichung  unserer  FlAche,  die  eine  conische  oder  cylindri- 
8  c  h  e  ist ,  je  nachdem  die  erzeugende  Gerade  die  Axe  der  z  sdmeidet 
oder  mit  ihr  parallel  läuft 

2.  LjUst  man  die  erzeugende  Gerade  durch  den  Ursprung  gehen,  so  erhält 
man  ftr  den  geraden  Kegel  von  kreisförmiger  Basis,  dessen  Schei- 
tel oder  Mittelpnnct  im  Ursprung  der  Coordinaten  liegt  (wegen  m  »  0), 
die  Gleichung  a*z*  =  *■  -|-  y*. 

8.  Sei  die  erzeugende  Linie  eine  in  der  coordin.  Ebene  der  xx  liegende 
Ellipse,  deren  grosse  Axe  mit  der  Botationsaxe  (Axe  der  z)  und 
Mittelpnnct  mit  dem  Ursprung  znsammenfUlt;  so  sind  die  Gleichungen 
dieser  erzeugenden  Linie  (§§.  460,  561)  (1)  [a*  r»  -f  6*«*  =  a*6%  y  =  O]. 
Diese  Gleichungen  wieder  mit  den  beiden  obigen  (2*)  verbunden,  geben 
a^r*  +  h*c^*>^  d*b\  oder,  wenn  man  fftr  r*  und  c  die  aus  (X)  folgen- 
den Worthe  seUt:  a'(a:*+y') +  6*«*  — a»6*,  als  Gleichung  der 
durch  Rotation  einer  Ellipse  um  ihregrosse  Axe 
erzeugte  Fl&che  (elliptisches  Conoid,  auch  Ellipsoid 
genannt). 

4.  Um  die  Gleichung  der  durch  Botation  derselben  Ellipse  um  die  kleine 
Axe  erzeugten  Fläche  zu  finden,  darf  man  in  der  vorigen  Gleichuog 
nur  a  und  6  mit  einander  vertauschen.  Fflr  6  »  a  erhält  man  aber 
daraus,  als  Gleichung  der  K  u  g  e  1 :  ar*  4"^*+  **  =  «*  [vergl.  §.  602,  (2)]. 

5.  Sei  die  erzeugende  Linie  eine  in  der  coordin.  Ebene  der  xz  liegende 
Hyperbel,  deren  Mittelpnnct  im  Ursprung  und  Quer  -  oder  Haiipt- 
axe  in  der  Umdrehungsaxe  z  liegt;  so  sind  ihre  Gleichungen  (§§.  469, 
561)  (1)  [a*ar'— 6*«'  =  — a*6*,  y=0],  welche  mit  den  beiden  mehr 
genannten  (2*)  verbunden,  sofort  a^r*  —  6«c*  —  —  a*6*,  oder,  wenn 
man  ftlr  c  und  r*  wieder  substitnirt:  a*(x*  +  y*)  —  6*z*  «— — a*6',  all 
Gleichung  des  durch  Umdrehung  erzengten  Hype r- 
boloids  mit  zwei  Flächen-Asten  (hyperbolischef 
Conoid). 

6.  Nimmt  man  die  zweite  oder  conjngfirte  Axe  zur  Umdrehungsaxe,  so  er- 
hält man  6*(x*+y*)  — a*«*  =  a*6*fllrdie  Gleichung  des  durch 
Umdrehung  erzeugten  Hyperboloides  mit  einem 
Flächen-Ast. 

7.  Sei  endlich  noch  die  erzeugende  Linie  eine  in  der  Ebene  der  xz  lie- 
gende Parabel,  deren  Axe  mit  der  Umdrehungsaxe  z  und  Scheitel 
mit  dem  Ursprung  zusamnienfUlt;    so    sind    die  Gleichungen   dieser  er- 


lengendea  Lnii«  (H*  478,  561)  (1)  [x*=ps,  5  — 0],  welche  mit  den 
obigen  (O  TerbandeB,  lofoit  r^=:pe;  md,  wenn  man  wieder  tOr  r* 
und  e  dieWertbe  uu  (S')  tetsi:  x*-|'J^'*'P'>  *^  Gleichung  des 
durch  Umdrehung  eraengtea  Parnboloides  (parabo- 
lischen Conoids^ 

Flächen  der  zweiten  Ordnung. 

§.611.  Die  allgemeinste  Oleichung  des  2.  Grades  zwi- 
schen 3  yariabeln  Grössen  jr,  y,  z,  nämlich  die  aUgemeine 
Gleichung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  ist 

(1)  Ax^  +  By^  +  Cz^  +  Dxy  +  Exz 

+  Fyz+Gx  +  Hy  +  Iz  +  K=0. 

A  n  m  e  r  k.  Legt  man  einer  dieser  S  Yariabeln,  z.  B.  jener  x  bestimmte 
Wertfae  bei,  setit  also  etwa  s  =  db7»  *o  gehört  die  aus  (1)  ent- 
stehende Oleichung  Ax*  +  By*  +  Dxy  -^  Lx  •}'  My  +  N  ='  0  dem 
Schnitte  einer  mit  der  ooordinirten  Ebene  der  ry  im  Abstände  7 
pardlelen  Ebene  mit  der  kmnmien  Fl&che  an,  weicher  sofort  eine 
Ellipse,  Hjperbel  oder  Parabel  sein  wird,  je  nachdem  (§.499) 
D^  —  AAB  negativ,  positiv  oder  Null  ist. 

Da  sich  femer  ftr  die  Schnitte  dieser  Flüche  mit  Ebenen,  wel- 
che den  beiden  flbrigen  coordinirten  Ebenen  parallel  sind ,  gans 
Ahnliches  sagen  lässt,  so  folg^,  dass  alle  mit  irgend  einer  der  drei 
coordinirten  Ebenen  parallel  gefthrten  Schnitte  lauter  gleichnamige 
Linien  der  2.  Ordnung,  nftmlich  entweder  lauter  Ellipsen,  oder  Hy- 
perbeln oder  Parabeln  enengen. 

§.  618.  Die  vorige  Gleichung  (1)  kann  auf  eine  ganz 
ähnliche  Weise,  wie  diess  im  §•  490  mit  der  allgemeinen 
Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  der  Fall  war,  durch 
passende  Transformationen  des  Coordinatensystemes,  wobei 
man  von  rechtwinkeligen  Achsen  wieder  auf  rechtwinkelige 
Achsen  übergeht,  dabei  aber  sowohl  den  Ursprung  als  die 
Lage  derselben  ändert,  vereinfacht  werden.  Man  erhält 
nämlich ,  wenn  man  die  Coordinaten  des  neuen  Ursprunges . 
diych  a,  b,  e  und  die  3  Winkel,  wodurch  die  neue  Lage 
oder  Richtung  der  Coordinatenachsen  gegen  die  ursprüng- 
liche durch  9,  f^,  S  bezeichnet  werden,  eine  Gleichung  ge- 
nau von  derselben  Form,  nämlich: 

( 2)  ^ V* + ^/"  +  c'/* + ^^y + ^^v 
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wobei  jedoch  die  Coeffizienten  die  6  willkürlichen  oder  un- 
bestimmten Grossen  Oy  b,  c,  ^ »  f ,  0  enthalten  *). 

§.  619.  Da  man  nun  über  die  erwähnten  6  Stfleke  frei 
disponiren  kann,  so  kann  man  auch  eben  so  viele  Coeffi- 
zienten der  vorigen  Gleichung  (2)  Null  setzen  und  dadurch 
im  Allgemeinen  6  Glieder  aus  der  genannten  transformirten 
Gleichung  eliminiren.  Schafft  man  fürs  Erste  jene  Glieder 
weg,  welche  die  Pr{>ducte  a^y%  at z\  yV  enthalten  (was 
immer  möglich  ist,  II,  §•  195),  so  erhält  man  für  die  Flä- 
chen der  zweiten  Ordnung  die  einfachere  Gleichung: 

(3)  Mx^  +  JTy*  -f  M"z^  +  iVj?  +  iV'y  +  iV"z  +  2>  =  0. 


*)  Bezeichnet  nAmlich  unter  der  obigen  Voraussetzung  9  den  NeigungB- 
Winkel,  welchen  die  neue  Achse  der  z  mit  der  ursprünglichen  bilnet, 
und  sind  9  und  «f  die  Winkel,  welche  beziehungsweise  die  alte  und 
neue  Achse  der  x  mit  der  DnrchschnittslinJe  der  beiden  (der  alten 
und  neuen)  coordinirten  Ebenen  der  xy  einschliessen ;  so  findet  man 
(II.  §.  172  ff.),  wenn  die  neuen  Coordinaten  zum  Unterschiede  mit 
Accenten  bezeichnet  werden ,  erstlich  bei  der  A ender img  des  Vr- 
Sprunges  der  Coordinaten  ohne  ihre  Lage  zu  verändern : 
(1)  . .  X  =  a  +  x,  y  =  6  +y,  z  =  c  +  «' 
und  dann,  wenn  nur  die  Bichtung  ge&ndert  wird  und  der  Ursprung 
derselbe  bleibt: 

X  =  A^x  +  JB,y'  +  C^z 

z  =  ^x  +  B^'  +  C./ 
wobei  ^1  =  CO«  y  CM  «j/  —  sin  tf  sin  ^  cos  & 
ÄjS=:sin(fcos^i^'\~cöS(fsin^cos& 
^  =  —  stfi  «f  sin  0 

B^*^  —  coB  ff  stn  ^ —^  nn  fp  eoB  dt  cos  0 
jB,  e»  —  sin  (f  sin  dt -i- cos  \f  oas  ^  cos  0 
B^=  —  cos^  sin  0 
und  C^  ««  »^  «in  9  «in  0,     C^'^  cos  9  «tn  O ,    C3  «■  cos  0  ist. 

Es  können  noch  zwischen  den  in  (2)  Torkoramenden  Coefficienten  die 
nachstehenden  interessanten  Relationen  nachgewiesen  werden : 


} 


(8) 


^?+B?  +  q  = 

^\  +  Bl-\-  tl  = 
A\+Ä\+Äl  = 


i}.c,  +  r,c,  +  B.c.-o. 


411 

§.  6S0.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  (genau  po  wie  in 
§.  617  Anmerk.),  dass  die  betreffende  krumme  Fläche  von 
Ebenen ,  die  mit  der  coordinirten  Ebene  der  xy  parallel 
sind,  entweder  nach  lauter  Ellipsen,  oder  Hyperbeln 
oder  Parabeln  geschnitten  wird,  je  nachdem  das  Product 
MM  positiv,  negativ  oder  Null  ist;  dasselbe  gilt 
auch  von  den  Schnitten  parallel  mit  der  coordinirten  Ebene 
der  xz  und  yz^  wenn  man  statt  dem  vorigen  Producte  MM* 
beziehungsweise  jene  MM"  und  M'M"  setzt.  ^ 

Hieraus  folgt  femer,  dass  wenn  von  diesen  drei  Reihen 
Schnitten  zwei  Beihen  durchgehends  Ellipsen  oder  Hjpcr- 
behi  sind,  sofort  die  dritte  Beihe  nur  Ellipsen  soiu  können. 
Denn  ist  z.  B.  MM'  und  auch  M'M"  positiv,  so  sind 
die  Coeffizienten  Jf,  M\  M"  entweder  alle  zugleich  positiv 
oder  zugleich  negativ,  folglich  ist  dann  auch  das  Product 
MM"   positiv.     Sind   dagegen    die    Producte    MM'  und 

M'M"  negativ,   so  ist  ==  --— -   positiv   und    daher 

das  Product  MM"  ebenfalls  positiv,  wodurch  die  be- 
hauptete Eigenschaft  sofort  erwiesen  ist. 

Man  nennt  aber,  wenn  alle  drei  Reihen  dieser  Schnitte 
Ellipsen  sind^  die  betreffende  krumme  Fläche  oder  auch 
den  von  derselben  begrenzten  Körper  ein  E 1 1  i  p  s  o  i  d ;  sind 
dagegen  zwei  Beihen  dieser  Schnitte  Hyperbeln  (also  die 
dritte  Beihe  EUipsen),  so  heisst  die  Fläche  oder  der  Kör- 
per Hyperbel  oid. 

Ist  endlich  einer  der  drei  Coeffizienten  M^  M'^  M" 
z.  B.  ifer'ssO,  so  sind  zwei  Beihen  dieser  Schnitte  (näm- 
lich jene,  welche  durch  mit  den  coordinirten  Ebenen  der 
xz  und  yz  parallele  Ebenen  entstehen)  durchaus  Parabeln, 
während  die  Schnitte  der  dritten  Reihe  ebenfalls  Parabeln 
oder  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind,  je  nachdem  noch  ein 
zweiter  dieser  Coef&cienten  z.  B.  M'  =  0  oder  (bei  dieser 
Annahme)  MM'  positiv  oder  negativ  ist ;  eine  solche  Fläche 
oder  ein  solcher  Körper  wird  gewöhnlich  ein  Paraboloid 
genannt. 

§.  621.  Da  sich  unter  gewissen  Bedingungen  aus  der 
obigen   Gleichung  (2)   nicht  bloss   die    Glieder  in  ay,  xz 
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und  yz,  sondern  in  der  That  auch  noch  jene  3  in  «,  y,  2 
eliniiniren  lassen;  so  erhält  man  dann  die  noch  einfachere 
Gleichung : 

(4)    Ma:*-\-Äfy  +  M"z*  +  P=Oy 

welche  immer  noch  dem  vorhin .  erwähnten  Ellipsoide  und 
Hyperboloide,  keinesweges  aber  mehr  dem  Paraboloide  an- 
gehört, weil  wenn  einer  der  drei  CoeflScienten  (wie  es  für 
das  Paraboloid  erfordert  wird)  Jf ,  M\  M"  Null  werden 
sollte  9  sofort  die  ursprüngliche  Transformation  nicht  mög- 
lich wäre  (indem  wegen  P=  Jfa*  +  Jl/'i»  +  JtT'c*  +  A^a + 
iV'6 -|- iV"(?  +  jD  ,  wenn  z.  B.  Jlf=0  sein  sollte,  sofort  die 
Ordinate  Unendlich  würde). 

§.  022.  Sind  in  der  vorigen  Gleichung  (3)  die  Coeffi- 
cienten  M^  M\  M"  alle  drei  positiv,  so  entspricht  dieselbe 
(nach  den  vorigen  Untersuchungen)  dem  Ellipsoide; 
sind  nur  2  davon  positiv  und  ist  der  3.  negativ,  dem  Hj- 
perboloide*  In  beiden  Fällen  wird  die  Fläche  (oder 
auch  der  Körper)  durch  die  drei  wechselseitig  auf  einander 
senkrecht  stehenden  coordinirten  Ebenen  in  acht  concruente 
Theile  getheilt,  indem  je  zwei  Puncte,  deren  Coordinaten 
+  «1,  +yi,  +^1  ^'id  — Ä?i,  — y^,  — z^  sind,  in  einer  Ge- 
raden liegen,  die  durch  den  Ursprung  der  Coordinaten  geht 
und  in  diesem  Puncte  halbirt  wird ;  dieser  Punct  heisst  zu- 
gleich der  Mittelpunct  dieser  betreffenden  Flächen  oder 
Körper.  Es  besitzen  sonach  alle  Flächen  zweiter  Ordnung, 
welche  durch  diese  Gleichung  (4)  repräsentirt  werden,  näm- 
lich die  Ellipsoide  und  Hyperboloide  einen  Mit- 
telpunct. 

An  merk.  Sind,  wie  yorhin  erwfthnt,  die  Coeffidenten  M^  JT,  IT* 
positiv,  so  dafls  also  die  rorige  Gleichung  (4)  alle  Ellipsoide 
enthält,  bei  welchen  der  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coordinaten 
im  Mittelpunct  derselben  liegt,  so  sind,  wie  leicht  sn  sehen 

beziehungsweise  die  Entfernungen  der  sechs  Dnrchschnittspuncte  der 
Coordinatenachsen  mit  der  krummen  Oberfl&che,  von  diesem  Mit- 
telpunct. Man  nennt  dabei  diese  Durchschnittspuncte  Scheiteln 
des    Ellipsoides ,     während    diese    Entfernungen    selbst    die    halben 
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Hauptachsen  bilden.  Bezeichnet  man  dieee  in  der  angeflUirten 
Ordnung  durch  o,  6,  c,  so  geht,  wegen  — -—  — a",  ^-jrp  —6"  und 

— P 

-— ^  M^  c*  die  vorige  Gleichung  (4)  ftber  in  die  folgende : 

Auf  ganz  gleiche  Weise  lassen  sich  die  Hyperboloide  durch  die 
Gleichung 

darstellen,  wobei,  je  nachdem  tou  den  doppelten  Zeichen  das  obere 
oder  untere  genommen  wird,  das  Hyperboloid  mit  einem  Mantel 
oder  mit  zwei  Mänteln  reprisentirt  wird;  im  erstem  Falle  sind 
2  a  und  26  zwei  reelle  und  2  c  eine  imagin&re,  im  letztem  ist  nur 
2  c  eine  reelle  Hauptachse. 

8ind  in  der  erstem  Gleichung  (a)  zwei  tou  den  8  GrOssen  a, 
6,  e  einander  gleich,  so  geht  das  Ellipsoid  in  eine  liotations- 
fl&che  über ;  ist  z.  B.  6  -«  a,  so  verwandelt  sich  die  genannte  Glei- 

X  W  4 

chnng  in  jene  — r-  +  -^  -I — r-  •-•  1    und  wenn   man  der   Ordinate 

a'        a*        c' 

z  constante  Werthe  beilegt,   welche  kleiner  als  c  sind}   so  entsteht 

zwischen  x  und  y  eine  Gleichung  des  Kreises ,    d.  h.  alle  Schnitte 

mit  Ebenen,  welche  jener  der  xy  parallel  sind,  sind  Kreise. 

Werden  dagegen  alle  drei  dieser  genannten  GrOssen  einander 
gleich,  z.  B.  c  =  b^»a^  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (sc)  in 
die  folgende: 

''  +  y'-{'''""^'»  d*'^-  i^  J^®  ^^  KugeL 
Auf  ähnliche   Weise   entspricht  die  Gleichung  (ß),  wenn  a«-*6 
wird,   dem   durch  Umdrehung  erzeugten  Hyperboloide  und  zwar 
dem  ein-  oder  zweimanteligen,  je  nachdem  man  von  den  dop- 
pelten Zeichen  das  obere  oder  untere  gelten  Ifisst 

§.  623.  Da  nach  der  obigen  Bemerkung  die  Parabo- 
loide  nicht  durch  die  vorige  Gleichung  (4)  dargestellt  wer- 
den können  9  so  kann  man  auch  in  diesem  Falle  (in  wel- 
chem nämlich  einer  der  drei  Coefficienten  M^  M\  M"  Null 
wird)  aus  der  obigen  Gleichung  (2)  nicht  die  Glieder  in 
»y  y,  z  wegschaffen,  dagegen  ist  es  aber  möglich ,  wenn 
z.  B.  bei  der  ersten  Elimination  der  Glieder  in  ay^  xz  und 
yz  der  CJoefficient  M  Null  geworden  ist,  diese  Gleichung 
auf  die  Form 

(5)    ify  +  if"^»  +  iVa?  =  0 
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zu  bringen,  welcher  den  sogenannten  elliptischen  und 
hyperbolischen  Paraboloide  angehört,  je  nachdem 
das  Product  M'M*^  positiv  oder  negativ  ist,  und  wel- 
che Flächen  sofort  keinen  Mittelpunct  besitzen. 

Ist  im  erstem  Falle  AT  =  M'\  so  wird  das  Paraboloid 
durch  Umdrehung  und  zwar  durch  Rotation  einer  Pa- 
i-abel  um  ihre  Hauptaxe  erzeugt. 

Anmerk.  Aasser  den  hier  genannten  Flächen,  n&mKch  dem  £1 1  ip- 
so id  (mit  dem  durch  Botation  erzeugten  and  der  Kngel),  dem 
Hyperboloide  mit  einem  Mantel  oder  Flächenaste  (mit  dem 
durch  Botation  erzengten),  dem  Hyperboloide  mit  zwei 
M  ante  In  oder  getrennten  Flachenaaten  (and  dem  durch  Botz- 
tion  erzeugten),  dem  elliptischen  Paraboloid  (mit  dem  dnrch 
Botation  erzeugten)  nnd  dem  hyperbolischen  Paraboloid 
entspricht  die  allgemeine  Gleichung  (1)  (f.  617)  des  S.  Grades  zwi« 
sehen  drei  rariabeln  Grossen  noch  als  besondere  fUle  (II.  §.  207) 
drei  Arten  von  Cylindern  (dem  elliptischen,  hyperboli- 
schen und  parabolischen),  einem  Kegel  (too  elliptischer 
oder  kreisförmiger  Basis),  zwei  sich  schneidenden  Ebenen, 
zwei  parallelen  Ebenen,  einer  Ebene,  einer  Geraden  und 
einem  Pnncte. 

Folgerungen   für    Curven   von   doppelter 

Krümmung. 

§.  624.  Nach  §.  601  ist  eine  Curve  im  Räume  durch 
ein  System  zweier  krummen  Flächen ,  deren  Gleichungen 
jP(a?,  y,  ^)  =  0 ,  JP*  («,  y,  jzr)  =  0  sind ,  oder  noch  einfacher, 
durch  das  System  zweier  Cylinderflächen :  (r)\/{jtfz)=0, 
f  (y,  xr)  =  0]  ,  von  denen  die  eine  auf  der  coordin.  Ebene 
der  xzy  die  andere  auf  jener  der  yz  perpendikulär  steht, 
und  aus  deren  Durchschnitt  sofort  diese  Curve  im  Baume 
erscheint,  bestimmt  Denkt  man  sich  die  krumme  Linie 
im  Räume  auf  die  beiden  coordinirten  Ebenen  xy  und  xz 
projicirty  so  ist  diese  Curve  auch  durch  die  beiden  Glei- 
chungen y=if{a)  und  z^=^f{x)  gegeben ,  und  es  versteht 
sich  von  selbst,  dass  wenn  man  aus  diesen  beiden  Gleich. 
a  eliminirt,  sofort  eine  Gleichung  in  yir  als  Projection  dieser 
Curve  auf  die  Ebene  der  yz  entsteht. 

Es  lassen  sich  indess  solche  Curven  von  doppelter 
Krümmung  oft   auch   durch  eine  einzige  Gleichung  zwi- 
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sehen  zwei  Coordinaten  darstellen,  nur  muss  dann  wenig- 
stens eine  dieser  Coordinaten  selbst  eine  krumme  Linie  sein, 
wie  wir  in  dem  nachstehenden  Beispiele  sehen  werden. 

Die    Schraubenlinie. 

§.  625.  Erklärung.  Die  Schraubenlinie  entsteht,  \^enn 
auf  einem  Cylinder  von  kreisförmiger  Basis  ein  Faden  AMmm 
(Flg.  77)  so  aufgewunden  wird ,  dass  die  senkrechte  Entfer-  «»•  ""- 
nung  MP  eines  jeden  Punctes  M  desselben    von  der  Basis, 
fortwährend  dem  entsprechenden  Kreisbogen  AP  des  Um- 
fanges  der  Basis  proportional  bleibt. 

§.  626.  Setzt  man  nun  den  Halbmesser  der  Basis 
CA=  CP  =  ry  die  Ordinate  PM^z^  den  veränderlichen 
Winkel  ACP=v;  so  hat  man  der  angeführten  Erzeugung 
gemäss,  wenn  a  eine  constante  Grösse  bezeichnet,  für  die 
Windung  des  Fadens  oder  die  Schraubenlinie  die  Gleichung : 

—  =a  oder  (1)  z  =  rav, 

Z  a  8  s  t  s.    Soll  hingegen  der  Panet  P  selbst  erst  dnrch  die  rechtw. 
Coordinaten  CQ^^x  und  QP  =  y  ausgedrückt   oder  festgesetzt  worden; 

so  hat  nuin  x  =  r8%nv^  v  =  rca8Vf  also  v  =  arc  sin -«»  arc  cos  -=^  ; 

r  r 

daher  nach  der  Gleichung  (1) : 

X 

M  i^ra  arc  sin , 

r 

als  Gleichung  der  Projection  unserer  Curre  in  der  coordin.  Ebene  derxir, 

und  auch  z  '^  ra  arc  cos  -^—^   als  Gleichung  der  Projection  derselben  in 

r 

der  coordin.  Ebene   der  yz,    Eliminirt  man    endlich   aus    diesen    beiden 
Gleichungen  z,  so  erhält  man  noch 


X 

arc  sin =  arc  cos 

r 


—  =  arc  sin  I Kr'  — y"  1 

(§.  19),  daher—  — V  r-^y^  oder  ar"  +  y*  =  r»,     als    Gleichung 

r  r 

der  Projection  der  Schraubenlinie  in  der  Ebene  der  xy, 

A  n  m  e  r  k.  Lftsst  man  die  Achse  des  senkrechten  Cylinders  mit  der 
Achse  der  z  zusammenfallen ,  bezeichnet  die  trigon.  Tangente  des 
constanien  Winkels,  welchen  jedes  Element  der  Curve  mit  der  Ebene 
der  xy  bildet,  durch  a,  so  wie  den  Winkel,  welchen  jener  Halb- 
messer des  Cylinders ,    der  durch  den  Punct  x,  y,  z  der  Schrauben« 
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Unie  geht,  mit  der  Ebene  der  jrx  Mosdiliesst,  dnrdi  9;  so  hat  mui 
ebenfalls  infolge  der  EntstehnngMut  dieser  Cnrve ,  wenn  sie  in  der 
Achse  der  jr  ihren  Anfang  nimmt,  die  drei  Gleichungen: 

ans  welchen  sofort  unmittelbar  die  drei  obigen: 

*"H-if'  =  r*,   M  =  raarcsin und  «  =s r a orc co» — 

r  r 

folgen. 


I 


Sechster  Abschnitt 


Die     Differentialrechnung. 


Bwrt*t  Gompendlimi  d.  Mh.  Math.  27 


Erstes  Capitel. 


Vom   Diflerentiircn   der  Functionen   einer  Variablen. 


Einleitung. 

§.  «27.  Aus  dem  6*^ ,  9*-  und  10^  Capitel  des  zwei- 
ten Abschnittes  erhellet ,  dass  alle  bisher  bekannten  Func- 
tionen in  Reihen  von  der  Form  A-\-Bx  -\-  Cx^-\-  .*.  auf- 
gelöst werden  können.  Setzen  wir  jedoch  noch  allgemeiner 
für  jede  algebraische  oder  transcendente  Function /(dr)=^d?* 
-{-Bxß  -\-  Cx^  -}*••••  so  folgt  daraus ,  wenn  jäx  eine  be- 
liebige Zunahme  oder  Oberhaupt  Änderung  von  x  bedeutet : 
t\x  +  jäx)=A  {x  +jdxy+B  (x  +  jdx)ß  +  C(x  +  jdx)'t'i-... 

=  ^'  -f  ir  z/o?  +  C"  ^^ »  + . . . , 
wenn  man  nämlich  entwickelt  und  die  Coefficienten  von  ^o?®, 
dx\  ^.r*,  .  ♦  .    durch  A'y  JS',  C  u.  s.  w.   bezeichnet.     Da 
aber,  wie  aus  dieser  Entwickelung  hervorgeht, 

A'  =  Ax^  +  Bxß  +  Cx'f  +  .  ..=f{x) 
ist ;  so  hat  man  auch :  {fn)f{x  +  ^^)  =/(^)  +p^^  +  q^x^ 
+ . . . ,  wobei  Pf  qy  ,  .  ,  gewisse  Functionen  von  x  sind. 

An  merk.  8et2t  man,  dass,  wenn  x  in  x-f-'  flbergeht, /(f)  in  Ä'-\^pi 
"l-^t*-^...  aufjg^elöst  werden  könne,  wobei  die  Möglichkeit  einer 
solchen  Entwickelsng  noch  gar  nicht  im  Voraus  erwiesen  zn  wer« 
den  braacht;  so  hat  man  sogleich  (wenn  man  t  =  0  setzt)  ^=/(x), 
also  (l)/(*  +  0  =/('')  +;>»  +  9*^+  .  .  . ,  wo  />,  y,  .  .  .  kein  i 
mehr  enthalten  sollen,  also  nur  noch  gewisse  Functionen  yon  x  sind. 
L&sst  man  die  ganz  willkOrliche  Grösse  t  in  t  -f-  ^  ttbergehen ,  so 
erhalt  man  ans  (1) : 

oder,    wenn  man  nach  dem  Binomialtheorem  überall  die  beiden  er- 
sten Glieder,  die  hier  hinreichen,  entwickelt: 

27» 


«0 

LiiBt  man  dagegen  in  (1)  x  in  x  •{-  k  abergehen ,  and  bemerkt, 
dac8,  so  wie,  wenn  x  in  x  +  t  Übergeht,  /(x)  [wenn  man  p  — /  (r) 
setzt]  iny(r)-(-/' (x).  i^-  •..  übergeht,  aach  eben  so  bei  dem 
Übergange  ron  x  in  x  -+-  Ä: ,  sofort  /(x)  in  /(x)  +/'  (r) .  i  +  . . ., 
p  als  Function  von  x,  in  p  -{-pk  + .  • .,  q  in  q-^q'k  n.  s,  C  über- 
gehen;  so  hat  man  auch : 

/(x4-fc4-0=/(r)+/(x).fc+    .    .    .    +(pi+p'{k+    .    .    .) 

+  (^»'+y'«"*+. ..)  +  ... 

Da  aber  diese  Kntwickelung  der  vorigen  (2)  Dir  alle  Werthe  von  i 
nnd  k  gleich  sein  muss ,  so  erhält  man  dnrch  Vergleichnng  der  n 
einerlei  Verbindung  von  t  und  k  gehörenden  Coefficienten:  p  »Z*  (  \ 
%q^^p\  Sr  ^»  q'  u.  s.  w.  Heisst  nun ,  nach  Lagrange,  f  {r) 
die  erste  abgeleitete  oder  derivirte  Function  yon/(x),  so 
folgt  ans  dem  Grange  dieser  Entwickelnng ,  dass  auch  p  die  erste 
abgeleitete  Function  von  p,  q'  jene  ron  9  u.  s.  w.  ist  Bezeichnet 
man  dann  noch  mit  ihm ,  die  erste  abgeleitete  Function  ron  f  (x) 
dnrch  /"  (x),  jene  ron  /"  (x)  durch  /"'  (x)  u.  s.  w.;  so  hat  man  aas 
den  letzten  Relationen  ganz  einfach: 

7»  -/(«).  ?  — r  ^' = T^  ^'^' •■  -  4" »  "  iTs-^'^*^  ■■••''•• 

SO,  dass  man  durch  Substituimng  dieser  Werthe  in  der  angenommenea 
Reihe  (1^ ,  wodurch  nun  auch  (a  posteriori)  ihre  Zulftssigkeit  coo- 
statirt  ist,  erh&lt: 

(«)    /(x  +  O- 

eher  Reihe  man  nun  auch,  am  die  obige  (m)  su  erhalten,  Jx  tutt 
t  setzen  kann. 

Erklärungen. 

§.  «28.  1)  Die  Differenz  f{a-\-  Jx)  — /  (x) ,  wobei  Ji 
eine  ganz  willkürliche  Änderung  oder  Differenz  von  ^  dar- 
stellt, heisst  Differenz  der  Function /(a?)  und  wird  durch 
Jf{pc)  bezeichnet.  Es  folgt  also  aus  (m)  des  vorigen  f : 
(r)  /if{x)  =^f{ic  4*  ^«)  — /(^)  =pJx  -\-  qJx^  +  . .  • ,  vo- 
bei,  so  lange  x  seine  allgemeine  Bedeutung  behält,  |>,  j,.*- 
gewisse  endliche  Functionen  von  x  sind. 

§.  629.  2)  Lässt  man  Jx  unendlich  abnehmen,  was 
kurz  dadurch  angedeutet  wird,   dass   man  statt  dem  Diffe- 
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renzzeichen  ^  das  Differenzialzeiclien  d^  also  statt  ^x  (Dif- 
ferenz x)  sofort  dx  (Differentiale  sc)  setzt;  so  nimmt  auch, 
wie  aus  der  Torigen  Gleichung  (v)  erhellet,  ^f{p)  unend- 
lich ab,  und  man  schreibt  auch  hier  df{x)  statt  ^f{x)  und 
nennt  es  dann  Differential  der  Function /(^).  Man  hat 
demnach  aus  (v) : 

(1)   df  (x)  =^f  (x  -\-  dx)  — f{x)=pdx-\-qdx*-\'.,  •, 

and  daraus  folgt,   dass  sich  bei  der  unendlichen  Abnahme 

von  dx  der  Quotient  -^^~=p-\' dx(q  -^-rdx-^  »  .  .)  ohne 

Ende  der  Grösse  p  [=/'  (x)  oder  ersten  abgeleiteten  Func- 
tion von  fix),   §.  627]  als  Grenze  nähert,  oder 

ist.   Geht  man  auf  diese  Grenze  selbst  über  und  nimmt  dx 

als  unendlich  klein,   so  wird  (§.  142):  (2)    •^    ■  =p    oder 

auch  (3)  df(x)  =pdx,  wobei  p  =f  {x)  im  Allgemeinen  wie- 
der eine  Function  von  x  ist* 

§.  830.  3)  Aus  den  Relationen  (1)  und  (3)  folgt,  dass 
man  das  Differentiale  einer  Function  /  (4?),  d.  i.  dfix),  er- 
hält, indem  man  in  fix),  X'\'dx  statt  x  schreibt,  fix  -j-  dx) 
bis  zum  zweiten  Gliede,  nämlich  bis  zur  ersten  Potenz  von 
dx  entwickelt,  und  dieses  zweite  Glied  nimmt  [oder  von 
beiden  Gliedern  fix)  abzieht].  —  Der  Quotient  (2)  wird 
Differential- Quotient,  oder,  da  er  den  Coefficienten 
Pi  welcher  in  (3)  mit  dx  multiplicirt  ist,  darstellt,  auch 
Differential- Co  efficient  der  Function /(o;)  genannt. 

§.  631.  Zusatz.  Eine  Function  j/=fix)  differen- 
tiir^n  heisst  also  nichts  anderes,  als  die  unendlich  kleine 
Änderung  dy  zu  bestinunen,  welche  sie  erleidet,  wenn  die 
absolute  oder  unabhängige  Variable  x  um  ihr  Differentiale  dx 
zuninunt.  Nach  dem  eben  Gesagten  besteht  diess  sofort  in  der 

AufsteUung  des  Verhältnisses  ^  =  /('  +  ^J^)  -/(')  ^^ 
der  Bestimmung  seiner  Grenze  j^=^Kfn.^  fOr  verschwin- 
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dende  Werthe  von  ^a;   denn  man  hat  sodann  für  da«  ge- 

dr 


du 

suchte  Differentiale :    (4)  dy=^-^  dx 


An  merk.  Um  die  Bedentang  dieses  Differential-Qnotientea     j     oder 

ux 

dy 

-/-  auch  in  geometriscUer  Besiehung  kennen  zu  lernen,  nehme 

ax 

Flg.  7&  nan  iigend   eine  ebene   Curve  EMF  (Fig.  78)    und  bezeichne  die 

rechtwinke] igen  Coordinaten  eines  beliebigen  Fanctes  M  derselben 
durch  ÄP=:x  und  PM*^y,  so,  dass  also  die  Natur  dieser  Cnrre 
durch  die  Gleichung  jf=/(x),  wobei /(x)  als  eine  gegebene  Func- 
tion von  X  betrachtet  wird,  gegeben  oder  bestimmt  ist. 

I«isst  man  nun  die  absolut  yariitble  Abscisse  x  um  eine  beliebige 
Grösse  PP'  =:  ^x  zunehmen  ,  sieht  durch  P'  die  Ordinate  PM\ 
und  durch  M  mit  der  Abscissenaxe  AX  die  Parallele  MN\  so  be- 
zeichnet  M'^  die  der  Zunahme  ^x  der  Abscisse  entsprechende 
Zunahme  der  Ordinate  y,  oder  es  ist 

MN-^J^^^Jfix)    und   /^i/'=/{x+^r)=/(x)  +  ^/(x)  = 
y  +  Jy,  also  auch  ^y  «=/(x  -h  ^^)  — fi^)- 

Jy      M*S 
Femer  bezeichnet  der  Quotient  oder  das  Verh&ltniss  -p  =■  -rr%~ 

/jx      JiA 

sofort  die  trigon.  Tangente  des  Neigungswinkels  {ArMX) ,  welchen 

die    durch    die   beiden  Puncte  M  und  M*  der  Curve  gezogene  Se- 

cante  mit  der  Achse  der  x  bildet. 

Lftsst  man  nun  /Jx  continuirlich  bis  Null  abnehmen,    so  nimmt 

auch  Jy  ohne  Ende  und  bis  Null  ab,    und  es  nähert  sich  dabei  die 

ßecante  if  Jf '  ohne  Ende  der  im  Pnncte  If  an  die  Onnre  gesogenea 

Tangente  MT  tls  ihre  Grenze,   so,  dass  also,  wenn  man  den  W. 

TMN,  welchen  diese  Tangente  mit  der  Abscissenaxe  bildet,  durch 

OL  bezeichnet,  sofort: 

dy  dy 

dx  Jx  ^ 

dy 
Dieser  Differential-Quotient  -r-  charakterisirtdie  betreffende  Carre 

dx 

zugleich  auf  eine  solche  Weise,  dass  man  aus  dem  gegebenen  Werthe 
desselben,  welcher  im  Allgemeinen  irgend  eine  Ftmction  von  x,  n&ni* 
lieh  J*  (x)  ist  (wie  in  der  Integralrechnung  gezeigt  wird)  ,  die  Glei- 
chung der  Curve  und  damit  auch  im  Allgemeinen  ihre  Haupteigen- 
schaften  ableiten  und  bestimmen  kann.  Analytisch  genommen,  bil- 
det dieser  Differential-Quotient,  welchen  Newton  die  Fluxion  der 
Ordinaten  nannte,  das  Mass  für  die  8cJmelligkeit,  mit  welcher  sich 
die  Function  /(r)  bei  irgend  einem  Werthe  von  x  ändert,  wenn  man 
X  zu-  oder  abnehmen  lässt. 

Endlich  folgt  aus  der  angezogenen  Figur: 


m 

oder  wegen 

NR  =  MNtang  x^Ax-^, 

nnd   wenn   man  RM'  '^väx  tetit,   wobei    der  Factor  v    logleich 
nfther  bestimmt  werden  wird,  auch : 


oder 


^^  =  (^  +  rJ^*..  .  («) 


zJx        (Ix 


Ans  dieser  letztem  Gleichung  folgt  unmittelbar ,  daM ,  so  lange 
die  Zunahmen  ^x  und  ^y  von  Null  verschieden ,  ftbrigens  aber 
noch  so  klefn  sind,  anch  v  ein^n  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt,  dass  aber,  sobald  ^x  verschwindet,   anch  9->-0  sein  muss, 

wol   zolölge   der  Relation  -^^lim.^  der  Qnotlent  -J!  dalftrin 

ax  ^x  4JX 

-4-  übergeht. 
dx 

Unter  dieser  Voraassetsung  folgt  aber  ans  der  vorigen  Olcichnng 
(n) ,  in  welcher  man  bloss  dx  nnd  d}/  Ar  jäx  und  Ay  schreiben 
darf: 

nach  welcher  Ausdmcksweise ,    die   sofort   mit  der   obigen  Relation 
(4)  übereinstimmt,  das  Differentiale  einer  Function  y  gleich  ist,  dem 

Frodncte  ans  dier  Grenze  —   des  Verhftltnisses  ~  in  das  l>ifferen- 

dx  dx 

tiale  dx  der  unabhängig  Variablen  x. 

Differentiale  der  vorzüglichsten  einfachen  und 
zusammengesetzten    Functionen   einer 

Variablen. 

§.  632.  Für  die  zunächst  folgenden  Entwickclungcn 
wollen  wir  flir  beliebige  Fuijctiouen  /(a:),  F(x)^  9  (or)  .  .  . 
Kürze  halber,  f(x)=y  und  /(j?  +  dx)  =y',  /^(jr)  =y„ 
und  F{x-ydx)=y,\  (f(^)  =  y,,  und  9(«4-rf^)  =  y'f.  u-  8. 
w.  setzen ,  wodurch  zufolge  der  obigen  Gleichung  (1) 
(§.  629)  dy  =  y'~y,  dy,  =y',  —  y,  u.  s.  w. ,  oder  auch 
y  ^=y']r^y^  y'^=='yi']rdyt  ^'  s.  w.  wird.  Dieps  vorausge- 
setzt, sei  zuerst  dAy^  wo  A  ein  constanter  Factor  ist, 
zu  bestimmen.  Nach  der  Regel  des  vorigen  §.  ist  aber 
dAy  =  Ay  -^  Ay  =  A{y'  -  y)  =  A dy,  d.  i. : 
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dAy  =  Adi/f 
welche  Regel  leicht  in  Worten  gegeben  werden  kann. 

§.  6SS.     Es  ist  femer  d{A-\-  y  -{-y,  —  yr,  +  •  •  •) 

=  (-^+y +y'— yV  +  •  •  •)  — (^+y+yr— y##+  •  •  •) 

d{A'\-y+y,—y„+  .  .  *)  =  dy -{-dy^^dy,, -{-..., 
was  wieder  eine  besondere  Regel  begrOndet. 

§.  0S4.    Eben  so  ist 

^!/!/t  =  yy'f  —  yyf  =  (y  +  ^y)  (y^  +  ^y#) — yy*  > 

d.  i.  (da  dydyf  als  unendlich  klein  der  zweiten  Ordnung 
wegzulassen  ist):  dyy,'=^ydyf-]^y,dy,  —  Setzt  man,  um 
die  Regel  fdr  drei  Factoren  zu  finden,  in  dieser  letztem 
Gleichung  y,y,f  statt  y,;  so  erhält  man  die  in  dieser  Glei- 
chung enthaltene  Regel  gleich  angewendet:  dyy,y„=^yd{y^yfl) 
'    +yf!/ndy=y{y,dy„-\-y„dy,)'{-y,y„dy,   d.i. 

dyy^yn  =}/!/idy,t'{-yy„dy,+y,y„dy; 

und   so   lässt  sich  diese  Regel  leicht  auf  jede  Anzahl  von 
veränderlichen  Factoren  ausdehnen. 

Zusatz.    Nach   der   Bcgel   dieses  Paragraphen   ist   dAy  =  Ady 
-j-jfdAi   oder  wegen  (§.  633)  dA-^O,  wieder  wie  oben  (f.  638): 

dAjf  f^Adjf, 

§.  635.    Weiter  ist 

Zusatz.    Wegen  dA «—  0  hat  man  daraas  d  -^  =  -  ./  =  -r 

(abereinstimmend    mit     §.  633,    da   -^=  — ^*)  nndrf -•— — i. 

A  A^'  y  y 

§•  6S6.    Man  hat  femer  d(y^)  oder  einfacher  geschrie- 
ben d.y^  =  y'^  —  y^=(y  +  dyy  —  y\  d.  i.  (§.  631): 

d,y^=^  n^^^dy. 

JL  J 1 

Zusatz.     Ftkr  n  =  —    folgt  daraus  d.y^  mmm  — y **       (f jr,  d.  i 


d,yy^—^ ,   und  daraofl  wietfar,   ab  aoch  ipMiellcni  FaD,  Ar 

§.  6S7.    Femer  ist 

rf.^=ar'_ar=ar+^— £^=£^(a^  — l)  =  £^/arfy  (§§.  631, 
292):  alao  d.df=dflady. 

Zvtats.     Wegen  /e=l  ({.  S85)  ist  d.^^^dy. 

* 

$.618.  Man  hat  weiten  d,logy  =  hgy  —  logy^sslog  JL 
=  lo9^-^)  =  loff(i+^)=M^  (§.  290):  übo 

d,  logy=^M-^. 

ZuBats.    Für  natürliche  Logarithmen,   die  in  der  Differential- 
nchmuig,  wenn  nichts  weiter  bemerkt  wird,  immer  rerstanden  werden, 

foJgt,  wegen  (§.  291)  Jf—  1,  sofort  J./y  —  ii. 

§.  6S9.  Es  ist  d.siny  =  8iny'  —  «tn  y  =  m  (y  -f~  dy) 
—  my  ■=  9in y  €08  dy -\-  eosysin  dy  — siny  (§.  20),  oder  wenn 
man  nach  §.  306  för  nn  dy  und  cos  dy  die  Reihen  bis  (§.  680) 
zum  zweiten  Gliede  setzt: 

rfao,  wenn  man  reducirt:  d.siny  =  co8ydy. 

i  640,  Setzt  man  in  der  yorigen  Formel  ^  ir  —  y  statt 
jff  80  erhält  man,  wegen  «m(iir — y)=sco8y;  ferner  wegen 

cos {iif  —  y)  =  8in y und  d{^it—y)  =  ^dy, 
»ofort:  d.eosy=z  —  rinydy. 

{.  6U.    Es  ist  femer 

^^y=^^=  --^'^-^^j-^r^-^-y  (j.635) 

=  ^^^^f^^  dy  (§§.  639,  640),  also  cnd- 

lieh  (§.  15)  s 
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§.  642.     Aus  dieser  Gleichung  folgt,  wenn  man  wieder 
i  w  —  y   statt  y  setzt :  dcotj/=  "T    ,. 

§.  6«.    Es  ist 


8eev=d         = — ^^  = .  "     dy 

^  cosy  cosy*  cosy      «wjr     •* 

(§.  635)9  d«  1*  dsec  y  =  8ecy  lang  y  dy, 

§.  644.     Daraus  folgt  wieder ,  i«  —  y  statt  y  gesetzt: 
d  eosee  y  =  —  caaec  y  cot  y  dy, 

§•  645.    Man  hat  femer 

d  smv  y  =  d  (1  —  cos  y)  =  —  dcosy 
(§.  633),  also  (§.  640)  d  sinv  y:=siny  dy. 

§.  616.     Aus   dieser  Formel   folgt   wieder   unmittelbar, 
wenn  man  ^n  —  y  statt  y  schreibt : 

d  cosinv  y  =  —  cos  y  dy. 

§.  647.     Es  sei  ferner  y=^sinuy  also  (§.  19) 

u  =  arc  sin  y ; 
so  folgt,    wenn  man   die  erste  Gleichung  differenziirt  (sind 
nämlich  zwei  Functionen  einander  gleich,    so  sind  es  auch 
ihre  Differentiale),  dy  =  cos  u  du,  und  daraus 

dy  ^tf         ,  .    ,       .  ^y 

au=—^-  =  77T=T=f,  d.  1.  darcstny  =  •  ; r* 

{.  648.    Für  y  =  tang  u  folgt  u  =  arc  tangy  und  (§.  041) 
du  = ,  also  daraus : 

**  CO»  M** 

du  =  dt/  cos  tt*  =2  — ; — ~ rt.  18),  mithin : 


d  arc  lang  y  = 


y* 


§.  649.     Eben  so  ist  för  y=^secu,  sofort 
u  =  arc  secy  und  (§.  643)  dy  =  «ec  w  iang  u  du, 

woraus  also  du=- oder  .(§.  15) 

sec  u  tuny  u 

du=z — ,  d.  i.  daro8€cy= r^  Mp- 

*€'c  u  ]/„^c  u*^\  9  Vy^  —  1 
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§.  HSO.     Setzt  man  femer  y  =  sinv  v ,  ao  folgt 
und  aus  der   ersten  Gleichung  (§.  645)  dy=^wiu  du  oder 

smu         V2sitwu^»invu* 


d  are  sinv  y  = 


k  2jr  -  y^ 


§.  651.     Da  femer  allgemein 

€arc  co,f{y)  =  ^  «  —  arc  f{y) , 

also  dareco./{f/)  =  —  darcj{i/)  ist;    so  folgt  ganz  einfach 
aus  den  4  letzten  Paragraphen : 

d  are  cosec  y  =  —  ,     a  orc  ca^nnv  y  =  — 


§.  052.     Aus  der  Formel  im  Zusätze  von  §.  638  folgt; 
^y^=ydly\   eine  für  die  DiflFerenziining  aller  jener  Func- 
tionen y  sehr  brauchbare  Regel  ^   welche  sich  logarithmisch 
auflösen  oder  behandeln  lassen.     [So  ist  z.  B.  darnach 
*^yy^=yy,dlyy,  =  yy,d(ly  +  ly,) 

=yy*  (—  +  -7^)  =yf ^y + y^yr»  wie  in  §.  634]. 

Nach  dieser  Kegel  erhält  man  noch: 

(m)     d.y",  =  /,  d  ly%  =  /,  (Zy  Zy,  =  y',  (y  "^  +  ^y^  ^y) 

(§§.  634,  638),  eine  Formel,  weiche  in  jene  von  §.  Ö30 
oder  637  übergeht,  je  nachdem  man  y  oder  y,  als  constant 
annimmt. 

§.  653.     Uebungsbeispiele  für  das   DifTerentiircn 
der  Functionen  einer  Variablen. 

1.     Niwh    §.686    ist    rf.la -f  3x» -f- -^  —  2x~  *  j   —  3i*'f/i\    wenn 
da5   Pulyuuni ,    Kürze    halber ,    dtti'ch    P   be/.eichnet    wird  (    Um  bei 


488 


i._.v  .-»_ 


tot    (§.    63S)    dP—ad.x*+*d.—  —  id.x    '  =  S.8x<lx- 

X* 

-^-j— ifjf— .2.  — §x    'rfx  (Jf.  636,  685),  oder  endücli 


*' 


ifP=(6x^^  +  Jx''*)ifx. 


8  x' 

2.     Um  rf.yjr   fÄr  y  =  3a* ; —  m  entwickdii,   hat  man  inex« 

«IM  X 

(§.  686,  Zusats)  if .  V>  =  -^  und  (§§.  633,  637 . . .) 

dy^Sd.aß — <«-: —  —  |3ar/a ; — = \ix. 

«fix       \  smx*  f 


3.      Für   y* 2F=n (-«mx,    §•    »06)    folgt   »J.  637, 


Zusat.,  640,  Zn^)  d,  -  ^V^^^  K- 1  ^x-^^^V^-L-^K-U. 


= ^ (-«wx,  §.  806). 

4.  Nach  ff.  638,  Znsati  nnd  639  ist 

...    -       dsinx      cosxdx 

dlnn  X  —  — ; —  — : =  ool  X  rfx. 

#iA  X  sin  X 

5.  Eben  so  ist  (f.  641): 

j.  dtangx  dx  dx  2</jr 

tangx        tang  x  cot  x*       sinxeoax      «mSx 

6.  Nach  ff.  636  nnd  639  erhAlt  man 

d .  sin  (x«)«  —  3«tii  (xy  </  «n  (x") , 
oder  weg:en   J  «la  (x")  =  cm  (x")  (/.  x'  —  2  x  om  (x*)  rfx  auch 

=  6x«n(x»)*cw(x»)rfx. 

7.  Nach  ff.  640  nnd  638,  Zusats,  ist: 

</  CO»  /x  =  — *  sin  Ix  dlx  ■«  — «in  /x. 

X 

8.  Nach  ff.  641  nnd  687  hat  man: 

dtan    (  ^r\  —     ^'^^    _  «** /o  dlx  _  pte  la  dx 

9.  Nach  der  Regel  (m),  f.  662,  folgt 

d .  [arc  sin  (x*)]'*  —  [arc  sin  (x«)]<«  <f  /  [orc  sin  (x«)]'», 
dabei  ist 

if  /  [arc  sin  (x*)]'*  ^  rf/x/  arc  sin  (x")  =  /x  dl  arc  sin  (c*) 

+  Zcirc«n(x«)d/x=  (f.  647)  Ix    fJllL,  +  —  / ort; w (r*). 

V  1  —  X*        * 


10. 


Nach    i.    648    ist    rfort:fai.y (/^kl£""^) ---j^,,    wenn 

man    nämlich   Kürze   halher   den  Brach    nnterm    Logartihmensei. 
chen   durch   a   bezeichnet.    Non  iat  ferner   dU  =:  —   and   dabei 

M 

(§.  635) 

il;r-[(VTI=?  +  x)rf(VT3^  — x) 

oder  w^en  (f§.  63S  nnd  636,  Zoa.) 

rf(ynr?^x)=  ZlfL'-^dx    nnd 

Kl— x" 

r  1  — x' 
nach  einer  einfachen  Bednction: 

rf, [(x  +  VT^TT«)«  4-  (ar-^  VT=?)t]  rf^ 

(x+l/l— xVl/l— X* 

—  arfx 


(x  +  Vi  — xyi/Tup' 


also   €f/x   oder  —  =  '^^^^ 


z       (vT~rp+x)(]/i— x"— x)i/r:rp 
—  arfx 


(1— ax*)yi  — X* 

n.     Nach    f.  638,   ZoBatz,    iat    dllx^^^^-^.    Eben    lo   ist 

Ix  xlx 

,..  dllx  dx 

a«Ux=-YT — « — — — —  n.  8,  w. 
fix  xlxllx 

12.     Nach  §f .  636  nnd  638  erh&lt  man  endlich : 

d.af^*  —  a^^lad.d^*  =  a^*  laeß^*  co»xdx. 

§.  Ä54.   Ist  z  =  F(i/)  eine  Function  von  y  und  y  =/(ar) 
eine  Function  von  j;,  so  hat  man 

dz  =  dF(},)  =  ^-^di,, 
nnd  wegen  rfy  =  <f/(«) ,    auch:    dz  =  —^df{x). 

8o  iat  z.  B.  för  «  =  /jr  nnd  y  =»  #in  x ,   sofort 

rf/y  j.  rfy  -  CMX,  coMX   . 

a«  —'  -i  -  a«n  x  =  — j-  co9xdx  ^' dx  «—  — : —  dx 

dy  ydy  y  nnx 

sscotxdx  (vergl.  Torig.  §.,  Beisp.  4.) 


s=ii(»  — 1)(«  — 2)x*-»ifx",  .  .  • 

<^.4p*s««(n  —  1)  .  .  .  8.2.1</jc«y 
dabei  ist,  wenn  n  eine  ganze,  poritiTe  Zahl  bezeichnet,   diese«  letztere 
Differential  eine  constante  Grösse ,  so ,  dass  alle  folgenden  Differentiale 
von  X»  Null  sind.     Hier  ist  p  =  n  f»^^ ,   q»^n{n  —  1)  «•— *  n.  ».  w., 
also  In  der  That,  jeder  dieser  Quotienten,  wieder  eine  Function  von  r. 

8.   Für  II  ^Ax^+Bt^  4~  ^'T+  ...  hat  man  eben  so: 

dw^iAx  r«— 1  +Bßxß'-^  + . . .)  rfx, 

n.  B.  w.  — Ist  «  =  0,  /B  — 1,  -y  — 2...  alsoa  =  -4  +  Bx  +  Cx"  +  ...; 
so  fiült  nach  einer  jeden  folgenden  Differentiation  eine  der  constanten 
Grossen  il,  jB,  C,  •  .  .  in  derselben  Ordnung  heraus. 

8.   Für  /(x)  —  o*  erhAlt  man: 

d.aß^aßladx,  d*.aß=:ladxd,a»=:t^la*dx*, 

d'.a'^a^la^dx* 
n.  s.  w. ;  hier  ist  also  p^^aß  la^  q'^a^la*  etc. 

4.   Flu /W  =  ix  folgt  d/x-^,rf"/x  =  ifx«f-i-=c.Ilif^ 


_,,  1 .  2  rfr»  _   —1.2.8 ifx* 


X  X 

n.  s.  w.;  hier  sind  also  die  Differential-Quotienten: 

1  1  1.2 

5.  Ist /(x)  =» «in X,  so  findet  man  if Wn x  =  om x ef x,  d^sinx^^dxdeoax 
=  —  sin  xdx\  d* sin  x»'  —  eo9  x  d X*  u,  9,  f.,  also/i  s=  om  x,  9 sc —  «w x, 
r  =r  — *  eos  X  n*  s.  w. 

6.  Eben  so  erhält  man  dcosx^^^^sinxdxj 

d*eo8X= — .rfxd«iiix  — — cosxrfx*,  (f* cot x «■  «tn x cf x' 
.  u.  s.  w. ;  hier  ist  also  p  *»  —  sinx,  g  —  —  cm  x,  r  »-  «t»  x  a.  s.  t 

dx 


7.  JE^  sei  «ndlich  /(x)  ^^aresinXj  so  folgt  datcsinx 


vnrp' 


rf'  orc  »w  X  «s  77===,  «r  arc «n  X  3"  \  tt.  s.  w. ; 


1  X 


hier  ist  also  p  — •  •,  o  ■-  —  etc. 

Vi— X«    *      ]/(i^xr 

$.  657.  Ist  4;  nicht  die  unabhängige  Variable,  sondern 
von  einer  andern  Grösse  cj  abhängig,  also  y=/(dr)  und 
a=^F((a);  so  ist  auch  da  noch  veränderlich,  und  man  hat, 
mit  Beibehaltung  der  Bezeichnung  in  §.  655,  womach  dy  =s:pdx, 
dp^=^qdXf  dq  =  rdx  u.  s.  f  gesetzt  ¥rird,  sofort: 


dy  =  df{x)  =p  d  Xf 

d*j/  =  dxdp  -{-pd^x  =  dxqdx  -\-pd*x=qdx*  -{-pd^Xf 

d^t/  =  dx*dq  '\-q.2dxd*x-\-d^xdp-\-pd^x=sirdx* 

-\-3qdxd*x -{-pd^x  u.  fl.  w. 

Zotats.    Ana  diesen  Belationen  folgen  der  Reihe  nadi: 

dy      d*tf  —  pd*x dxd*y-*dyd*x 

^"Ti^'^""         ifx«         ~  dx^  » 

d^w  —  Zqdx  «f"r  —  pd^x 

ax* 

§.  flS8.  Wäre  in  den  vorigen  Ausdrücken  oder  Quo« 
rienten  x  die  unabhängige  Variable,  also  dx  constant, 
so  erhielte  man  daraus  für  die  auf  einander  folgenden  Dif- 
ferential-Quotienten, wie  in  §•  655: 

dy  d}y  d*y 

Hat  man  daher  bei  irgend  einer  analytischen  Entwicke- 
Inng  in  ys=sy(i-),  x  als  die  unabhängig  veränderliche 
Grösse,  also  dx  als  constant  angenommen  und  behandelt, 
md  soll  hierauf  (wie  z.  B.  in  §§.  733,  736  und  743,  Anm.), 
roB  einem  andern  Gesichtspuncte  ausgehend,  x  als  von  ir- 
gend einer  beliebigen  variablen  Grösse,  z.  B,  von  0  ab- 
längig,  also  dx  selbst  als  veränderlich  angesehen wer- 
len;  so  muss  man  (um  die  ganze  Entwickelung  nicht  von 
'ome  machen  zu  dürfen)  in  die  im  erstem  Sinne  gefunde- 
len  Difierentialausdrücke  ,  statt  der  einfachen  Differential- 
Quotienten  p=  ^^,  9=^  u.  s.  w.  der  Reihe  nach  die 
•bigen  (vorig.  §.,  Zusatz): 

dy    ^_dxd'y-dyd'x 
P—d7*9 dp 

i.  s.  w.  setzen;  dabei  sind  dann  sowohl  dj/,  c2*y,  «  •  •  so 
de  auch  dx,  d^x,  .  .  ,  Functionen  dieser  unabhängig  Va- 
iablen  m. 

Ffir  y^^lx  I.  B.  ist,  dx  als  constant  angenommen: 

dy         \         .d^y  1 

dx         X  dx'  x" 

B«rf*s  Comptadiim  d.  hOh.  Math.  28 
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Dagegen  erfa&It  man,   wenn   z  alf  ron  einer  andern  Variablen  ab« 
bängig  gedacht  oder  angenommen  wird,   also  dx  selbst  noch  rariabel 

ist:    djr=— ,  rf»y  — rf-— — -5 ,  also 

X  XX 

rf«jr      JL£l£ L 

ifx«  "*    X    rfx«         x"* 

Dasselbe  Resultat   entsteht  aber  aneh  in  der  That  ans  dem  im  arstem 

d*y                    1 
Sinne  geAmdenen  Quotienten  j-^  ■-  ^  ■- ;- ,   wenn  man    flir  9  den 

genannten  Werth 

ifx» 

setit;  denn  dadurch  wird T^m     ■■ r»  «»d  daraiia  folgt 

d  x'  x" 

wieder  ^  -  ii  ^  -  Jl L££ L  fwe««  il^ L>     _ 

Eben  so  findet  man  auch  ans  dem  im  ersten  Sinne  geUldeten  Qnoiies- 

d*y  2 

ten   -T-^  "»  r  ^  — r-  durch  die  erwähnte  Substitution  (ron  r  ans  Tor.  €„ 
ax  x" 

Znsatz)  Ar  diesen  Quotienten  im  letstem  Sinnt : 

£y         a  d^xid^y        dyd^x\        dy  d^x 

rfx«"   x"  "*■      rfx»\«fx"        ifxrfx»;'*'  rfx  <fx«' 

Anmerk.    Diese  im  letatem  Sinne  genommenen  Differential -QaocieB- 

ten  -=-4-«    ^-T-i  -  •  •  Bind  natOrlich  so  lange  unbestimmt,  bis 
a  x'       a  x* 

die  Abhängigkeit  der  Grösse  x  Yon  der  unabhängigen  Variablen  «« 

oder  in  x^F(ja)   die  Natur   der  Function  F  bekannt  ist,    indem 

if*x      <l*x 
nnr  dadurch  erst  die  dabai  Torkommenden  Quotienten  -7— ii   t~i**- 

d  X  MX 

bestimmt  werden  kOnnen. 
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Zweites  CapiteL 

Das   Taylor^scYie  und  Maclaurin* schtö  Theorem. 

Das    Taylor' sehe  Theorem. 

§.  esa.  Setzt  man  m  d/{x)  =f(x)  dx  [§.  629,  (3.)] 
a+y  »tatt  a*;  so  erhält  man  rf/(x +y)=/'(a-f-y)  X 
^U'4~y)-  Sieht  man  nun  dabei  y  als  constant  an,  so  wird 

wegen  d(x4-y)  =  dar,  sofort  ^:^l5±22===:/(a+y>.Lässt 
man  aber  y  als  variabel  und  a*  als  constant  gelten,  so  er- 
hält man,  wegen  d (a -|-y )  ==  dy^  eben  so  ^J     ^  =/'  (a-  +y)  > 

also  ist  (m)  ii^!fe±i^  =  ^^^'  +  y> ,   dabei  die  DiflFerenÜation 

^f{x'\-y)  einmal  nach  «,  das  andere  Mal  nach  y  ausge- 
führt, d.  h.  man  gelangt  zu  demselben  Resultate,  man  mag 
die  Function  /  (4? -f-y)  nach  x  oder  nach  y  differentiiren« 

Annerk«  Anf  gleiefae Wom  wfkrde  mra  anch  ^ '/(j^+y) ^ ^ '/ (j^+y) 

dx'  ajf' 

nnd  AUgemetn      -^ )  ^^^^     »^J   ^  ^^  erhallen. 

§.600.  Diess  vorausgesdiickt,  wollen  wir/(a'-|^y)  ganz 
tdlgemein  in  eine  nach  Potenzen  yon  y  fortlaufende  Reihe 
entwickeln.  Dazu  setze  man,  da  das  erste  Glied  der  Reihe 
=/(a-)  sein  muss  [indem  /(o^+y)  ^  y  =  0  in  dieses 
erste  Glied  übergeht]: 

fix  +  y)  =/(*)  4-  ^y*  +  Byß  +  C7yT  +•  .  .  . ,  wobei  die 
von  y  unabhängigen  Coefficienten  Ay  JB,  C,  ...  offenbar 
gewisse  Functionen  von  x  sind,  welche  wir  sofort,  sammt 
den  unbestimmt  angenommenen  Ejcponenten  » ,  /3 ,  }^ ,  .  .  • 
zu  bestimmen  haben.  —  Differentürt  man  beide  Theile  die- 
ser Gleichung  nach  x,  d«  h,  sieht  man  dabei  y  als  constant 
an;  so  erh&lt  man,  wenn  gleich  durchaus  mit  dx  dividirt 
wird: 

28» 


•     «     ■ 
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Sieht  man  hingegen  x  als  constant  an,    ao  erhält  man, 
wenn{]gleich  mit  dy  diyidirt  wird: 

Zufolge  der  Relation  (m)  im    yorigen  Paragraphe  be- 
steht aber  die  Gleichung: 

und  damit  die  beiden  Functionsreihen  in  Bezog  auf  die 
ganz  nnabhängige  Variable  y  Ton  einerlei  Form  erscheinen, 
darf  man  nur  setzen:  «  —  1=0,  ß  —  1=«,  y  —  1=P 
u.  s.  w.,  woraus  a  =  l,  P  =  2,  y^=^3  u.  s.  w.  folgt.  Sub- 
stituirt  man  alao  diese  Werthe  in  der  vorigen  Gleichung, 
so  hat  man  nach  dem  Satze  der  unbestimmten  Coefficienten: 

-^;r~  =  -4, -^  =  2Ä,  ^  =  3C,    ^=42>etc.9  unddaraufl: 

Werden   daher  endlich   diese  fbr  die  Coefficienten  und 
Exponenten  gefundenen  Werthe  in  der  oben  angenommenen 
.ieihe  substituirt,    so  erhält  man  nachstehende,   nach  ihrem 
Erfinder  Taylor  benannte  fieihe: 

a)/(a+y)  = 

welche  in  der  ganzen  hohem  Analysis  von  der  grÜMten 
Wichtigkeit  ist ,  und  überhaupt  die  in  der  Function  /(i) 
entstehende  Änderung  angibt ,  wenn  die  Variable  x  um  die 
willktüriiche  Grösse  y  vermehrt  oder  (in  welchem  Falle  in 
dieser  Beihe  nur  —  y  statt  y  zu  setzen  ist)  vermindert 
wird. 

An  merk.  Diese,  ftach  anter  dem  Kamen  des  Tsylor'scben  Lebr- 
s  a  I  s  e  8  bekannte  Beihe  wird  h&nfig  such  (nach  Lag  ränge,  §.  6S7) 
in  der  Form  geschrieben : 

/(x  +  *)  -/M  +  »/  (x)  +  ^r  (x)  +  ily-  (r)  + . . . 

Da  diese  Reihe  im  Allgemeinen  eine  nnendliche  ist ,  so  gilt  tm 
derselben  Alles  das,  was  Ton  solchen  Reihen  ({.  S74  if.)  abeihsopt 
bemerkt  worden,  d.  h.  sie  kann  nnr  dann  den  wahren  WcrA  r» 
/(r-f-A),  und  swar  so  genaa  als  man  wiU,  geben,  wenn  de  cos* 
Tergent  ist. 
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Übrigens  lUkt  «ich  der  Bett  dieser  Reilie»  wenn  man  diese  bei 
was  immer  ftlr  einem  Gliede  abbricht,  jederseit  bestimmen,  nnd  da 
man  daAlr,  oder  Ar  das  letzte  Glied  der  Reihe  nach  Lagrange 
den  Ansdmck 


findet,  wobei  B  eine  unbestimmte,  jedoch  swischen  0  nnd  1  liegende 
Zahl  bezeichnet ;  so  folgt,  dass  die  Taylor*  sehe  Reihe  couTergent  ist, 
oder/(^X'^h)  zur  Summe  hat,  wenn  der  Werth  dieses  ergftnzenden 
Gliedes  kleiner,  als  jede  gegebene  GrOsse  wird,  sobald  man  /x  ohne 
Ende  wachsen  Ulsst. 

Einen  andern,  bestimmteren  Ansdmck  Ar  <Uesen  Rest  erhAlt  man 
mit  Hilfe  der  bestimmten  Integrale  (f.  872,  Anmerk«  S)« 

§.  Ml.    Zusatz.    Setzt  man 

fix)  =  u,  /(x  -\-  dx)  =  u   und  y  =  dx; 
80  hat  man  nach  dieser  Beihe: 

/  d  u     .    d*  u     .         d*  u        I 

„_„=_  +  _+___  ^_ .. . 

Anmerk.  Die  Ableitung  dieser  Reihe  (I)  zeigt,  dass  die  (Ca  die  Coef- 
ficienten  ^1,  7?,  C,  .  .  .  gefundenen  Werthe  wesentlich  von  der  Vor- 
aussetzung abh&ngen,  dass  sc»»  1,  /^  -«2  u.  s.  w.  sei;  in  allen  jenen 
Fftllen  also,  in  welchen  es  nicht  möglich  i8t/(T-|-y)  nach  steigen- 
den, ganzen,  positiven  Potenzen  von  y  zu  entwickeln  (was übri- 
gens niemals  für  allgemeine,  sondern  nur  für  besondere  Werthe 
von  X  eintreten  kann) ,  werden  sich  auch  diese  Cocflicienten  nicht 
so  darstellen  oder  bestimmen  lassen;  sie  erscheinen  in  diesem  Falle 
immer  als  unendliche  Grössen ,  und  weisen  eben  dadurch  auf  die 
Unmöglichkeit  einer  solchen  Entwickelung  (mit  ganzen ,  positiven 
Exponenten  Ton  y)  hin.  [Fernere  Ableit  dieser  Reihe,  so  wie  Be- 
merkungen in  jenen  F&llen,  in  welchen  sie  nicht  abbricht,  III.,  27,  ff,]. 

§.  602.     Beispiele  über  diese  Reihe. 

1.    Um  zu  finden,  was  au8/(x)=2x*  —  3x  wird,    wenn  man  darjn  x  in 
X  4*«»  übergehen  lässt,    hat   man   nach    der  *  obigen  Reihe  (I),    wegen 

•\^     —  4  X  —  3   und    ^  Y  =  *  (*U«  folgenden  Differential-Quotienten 

sind  Null),  sofort: 

/(x  -f.  a)  —  (2x«  —  8x)  4-(4x  —  8)  a  4"  2«'. 
Daraus  erh&lt  man  auch  als  Änderung  der  Function,  d.  i. 
/(T  +  a)-./(x)-(4x— 3)«  +  2a«; 
was  man  auch  Alles  auf  gewöhnliche  Art  bestätigt  findet 
S*   Um  femer  auch  wenigstens  an  einem  Beispiele  zu  zeigen ,  wie  man  die 
Taylor 'sehe  Reihe  zur  Entwickelang  der  Functionen  einer  Variablen 


in   Reihen  benfltien  kann  ,   id  f(x)  «  o* ,   also  /(r  -f-  y)  =  «^-Kr ;  to 
folgt  aoB  (I),  wegen 

ciar  dx'  dx* 

0.  ••  w.,  tofort: 

vnd  daimas  fllr  r  —  O  (oder  andi  anmittelbar,  wenn  man  durch  t^  ab- 
kflnt)  die  (f.  S92)  bckannle  Reihe: 

«'-»-t-  ,  y+  1  2^  ^  1.2.3  y  ^  ••• 

[Weitere  Beiipiele,  III.,  29  —  32.] 

§.  Mt.  Obschon  meh,  go  lange  x- seine  allgemeine  Be- 
deutung behält, /(x -f-y)»  oder  wenn  man,  wie  es  üblicher 
ist,  h  statt  y  schreibt,  fix'\-h)  immer  in  eine  Reihe  nach 
ganzen,  positiyen  Potenzen  Ton  h  entwickeln  laest 
(§§•627,  Anmerk. ,  661);  so  ist  dieses  gleichwohl  nicht  im- 
mer der  Fall,    wenn    der  Variablen  x  bestimmte  Werthe 

beigelegt  werden.  Wäre  z.  B./(.r)  =  J/x^  —  a*  und  /(x  +  h) 
für  X  =  a  (wofür  die  ursprüngliche  Wurzelgrosse  yerschwin- 
det)  zu  entwickeln,  so  hätte  man 

/(a  +  Ä)  =  l/(«  +  A)^  — a*  =  |/2aA  +  A» 

=  A*(2a+A)4=(2a)4A*  +  i(2a)""*A*  +  •  •  • 
also  eine £nt Wickelung,  die  nur  nach  gebrochenen  £x- 

ponenten  von  h  möglich  ist.     Wäre  femer /(x)=-^  _  ^, 

und  wieder /(x  +  Ä)  für  x  =  a  (wofür  der  Nenner  der  ge- 
gebenen Bruchfunction  Terschwindet)  zu  entwickeln;  so  hätte 
man,  wenn  X{yf\e  man  immer  voraussetzen  kann)  den  Fac- 
tor X  —  a  nicht  weiter  mehr  enthält ,  und  für  x  =  a  -|-  A  in 
eine  Reihe  von  der  Form  Ä-^-Bh-^-  Ch^-^-  ..•  entwickelt 
werden  kaim: 

=  ^A— +  J5A-*+i  +  rA-H-«  -h  .  .  ., 

also  eine  Reihe,  welche  für  positive  Werthe  von  n,  wenig- 
stens in  den  ersten  Gliedern,  negative  Potenzen  von  A 
besitzt.  Wäre  endlich /(x)  =  Z(x  — a)  und  ebenfalls  /(x-f*) 
für  den  bestimmten  Werth  von  x  =  a  (wofür  die  Grösse  un* 


term  Liogarithmenzeichen  verschwindeO  zu  entwickeln;  so 
hätte  msn  f(a'\-h)  =  lhy  eine  Function,  die  sich  bekannt- 
lich (§.  290)  in  keine  Reihe  nach  Potenzen  von  h  (sondern 
nach  h — 1)  auflösen  lässt. 

LiMt  man  x  noch  stehen,  bo  hat  man: 

/(X  +  Ä)  =  /(*  +  *  — «)-/[('-«)+  Ä]-^(x-0) 

\        tf^aj  '      X  — o       2(x  — ä)' 

eine  Beflie,  deren  lAmmtliche  Glieder  fllr  x  —  a  Unendlich  werden. 

§.  WL  In  allen  diesen  hier  angefahrten  Fällen  nun, 
werden  in  Folge  der  Regeln  (§§.  636 ,  635 ,  638)  für  das 
Differentüren  einer  Wurzelgrösse ,  eines  Bruches  und  einer 
logarithmischen  Function  die  Coefficienten  der  Tay Z er- 
sehen Reihe  (welche  eben  ganze,  positive  Exponenten 
von  h  voraussetzt),  wenigstens  von  einem  gewissen  Gliede 
an.  Unendlich*);  man  muss  also  dabei  auf  die  Bequem- 
lichkeit dieser  Reihe  oder  dieses  Satzes  verzichten,  und 
/(x-|-A),  wie  es  in  den  drei  angeführten  Beispielen  gesche- 
hen, auf  gewohnliche  Art  entwickeln.    [DI.,  34  —  37.] 

Die  ifacZaurtn'sche   Reihe. 

§.  485.  Setzt  man  in  der  Tay/orschen  Formel  (I) 
({.  660)  X  =  0,  und  bezeichnet  das ,  was  aus  der  Function 
/(x)  und  ihren  auf  einander  folgenden  Di£ferential-Quotien- 
ten  bei  diesem  Werthe  von  x  wird,  kurz  durch 

/(•)'        dx ^V-»-»-^- 

80  erhält  man,    wenn  man  auch  gleich  statt  der  ganz  will- 
kürlichen GrrCsse  y,  jene  x  schreibt: 

*)   LftMt  8ich/l  ^  I  nnr  bis  in  A*»  nach  gansen,  positiven  Potenaen 

Ton  A  entwickeln,  nnd  werden  ron  da  an  die  Exponenten  ron  A  ge- 
brochen I  M  +  -—  »•••)>  *o  werden  die  n  ersten  Coefficienten  der 
Tajlo raschen  K  fftr  x  ^a  endliche,  die  folgenden  aber  unendliche 
Grössen;  man  kann  also  in  diesem  Falle /l  ^"^  I  mittelst  der  Tay- 
lor* sehen  B.  nur  bis  (einschliesslicfa)    zum  n  +  1*^  Glied  entwickeln. 
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OD  f(x)  = 

eine  Formel  (welche ,  obschon  sie  Ton  Stirling  herrühren 
soll,  gewöhnlich  dem  Schottländer  Colin  Maclaurin  zu- 
geschrieben wird),  um  eine  jede  Function  f(x\  welche  dazu 
geeignet  ist,  in  eine  nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  x 
fortlaufende  Reihe  zu  entwickeln. 

An  merk.  Ans  dem  für  die  Tay /o  rasche  Reihe  (§.  660,  Amnerk.) 
anfges teilten  Beste,  folgt  nun  Ton  selbst  Ar  die  rorli^^de  Beihe 
sls  letztes  Glied  der  Ausdruck: 

§.  666.     Beispiele  über  diese  Formel. 

1.  Um  /(r)  SB  o*  in  eine  Beihe  eu  entwickeln,  hat  man  mit  Bücksicbi 
auf  die  in  {•  656,  3.  entwickelten  Differentialquotienten  Ton  a',  wenn 
man  tiberall  x  =  0  setzt : 

,/.^-,.-,  f4!l_ii  £4l)_-i 

dx»  1.2.3 

folglich  nach  der  Torigen  Formel  (II): 

o*  =  1  -I X  H x"  4- x*  +  ... 

CVergl.  f.  292.) 


2.   Für  /(x)  =  /ar,    wäre  /(•) 


dx 


n.  s.  w. ;   Bum   Beweis,    dass   /x   in  keine  solche  Beihe  nadi  x  e&t> 
Tfickelt  werden   kann.   —   Nimmt   man   dagegen   /  (1  +  x)  ftr  /(r), 

1 
so  erhält  man  fOr  den  1.,  2.,  3.,  .  .  .  Differentialqnotienten :       ,     » 

j^.  (TT1Ö-"  ^-  "•"'•'  '"*"^*  '^  "^  '=" 

gesetzt  wird,  wodurch 
wird ,  nach  (II) : 


441 


T«  .   *•       r* 


(Vcrg^  i.  J91.) 

S.  £•  lei  endlich  nodi  /(x) '^ aresin  x,   so  ist  mit    Rftckricht  auf  di« 
maf  emaader  folgeodeii  IMfferentialqaotieiiteD  Ton  are  sim  x  (§.  656,  7.) 


t.  Qaotieat  ssO,    8.  Quo« 


1  9 

tient  =-— -,  4.  Quotient  =0,  6.  Qnotient  ^- — — — — - — -  n.  8.  w.; 
S.3  1.2.9.4.5 

mithtii  nach  (II) : 

,    1.x"   .    1.3x»   .    1  .S.Sx*   , 

^"•*'-'+TT  + 27475  + 27r6T7  +  --- 

(Vergl.  f.  808,  *y,    [Mehrere  Beispiele  hierttber,  IIL,  89  —  40.] 

$.  MIT.  Hat  man  es  bei  den  auf  einander  folgenden 
Differentialquotienten  9  wie  im  letztem  Beiepiele,  mit  gebro- 
chenen oder  irrationalen  Functionen  zu  thun ;  so  werden 
die  spätem  Quotienten  immer  verwickelter,  und  man  kann 
sich  in  solchen  Fällen  zur  Auflösung  der  Function  f{a) 
in  eine  Reihe,  bequemer  der  folgenden,  durch  einige  Bei- 
spiele erläuterten  Methode  bedienen. 

§.  M8.    Beispiele. 

1.  Um  eine  nach  einfachen  Potensen  Ton  x  fortachreitende  Reihe  Ar 
are  sin  x  zu  finden,  setse  man,  da  kein  Glied  ohne  x  Torkommen  kann, 
(indem  Ar  x  «*  0  anch  are  «tn  x  **  0  ist) : 

are  #ifi  x  —  il,x  +  il,x*  +  -^*'  +  •  •  • 

H-  -dj»xft»+  AiH-1  *«H-1  +  . . . 

*}  Eine  allgemeinere  Form  erh&lt  die  Reihe  (II),  wenn  man  in  jener 
(I)  ($.  660)  x=sa  nnd  y  =  x  —  a  setzt ;  denn  dadurch  erh&lt  man 
(wegen  x  +  y  —  x) : 

W&hlt  man  nnn  in  dieser  Reihe  [welche  in  die  ohige  (II)  Aber- 
geht,  wenn  man  a  =  0  setzt]  die  willkftrliche  GrOsse  a  jedesmal  so, 
dass  r  —  a  sehr  klein  ansfiült ;  so  kann  man  ihr  in  manchen  F&llen 
eine  bessere  CouTergena  Terschaffen,  als  jene  (II)  besitzt 


Beide  Tbeile  dieser  Oleiehang  differentiirt  und  durch  dx  abgekfknt, 
erhält  num: 

+  Siiilft.xSii-1  -H  (a«  +  i)iii«+i**»  +.  •• 

oder,  wegen 

+  8.4.6...    .2»        '*•  +  ••• 

wenn  man  diese  Reihe  subetitairt,   nach  dem  Satse  der  unbestimmten 

CoefiBcienten :  il^  =  1 ,   9^  —  0,  dJ,— ^,  iA^^O,  5^  =  -^... 

uAu=o  und  (to+i)^iH-i-^;^;g;;;^'"^'\  «iw  a-«. 

1  13 

iii»+i  —  n  V.  *   '  1   .o — TTx »   ^^^  damit  endlich  ans  der  hier  ange- 
S  .  4  • .  •  Sa  ^2m  «p  1/ 

nommenen,  die  vorige  Reihe  (§«  666,  3.). 

2.  Setzt  man  eben  so,  da  anch  arctangO^O  ist  (also  kein  Glied  ohae 
X  vorkommen  kann), 

arc  tang  x  ^  il,x  +  ^l,''  +  -^t'*  +  •  •  • » 
differentiirt  beiderseits  und   kllnt  die  Gleichung  durch  cfx  ab;   so  er- 
hält man :       ^^    ,  ^A^^  %A^x  +  3J,x'  4-  4-4^x'  +  . . .,   oder  wegen 

y-l-j  =  (l4-x0-*  —  l  — **  +  **  — •...   w^fort  1— x»  +  x«  — *• 

+  ...  — -44  +  2^,x4-3J,x*+4A4x«  +  ,..,  und  au  dieser  GW- 
chung :  ^1^1,  ^3  — i  0,  .ig  ■•  —  J,  JL^  «—  0,  ^  -"  i  u«  s.  w.,  » 
wie  endlich  mit  diesen  Werthen :  are  tang  x  ^  x  — «  |  x'  4~  i'*  " 
+x'4-...    (VergL  f.  308). 

3.  Um  endlich   noch  (t,  + 1,  x  -f*  la ''  +  •  *  •)*  "^  ^6  Reihe  nach  Po- 
tenzen von  X  in  entwickeln,  setze  man 

(t,  H-t,x-f.t,x"+...)»=2;,+3;,x+2:,x\..; 

so  ist  auch,  wenü  man  beiderseits  natürliche  LogArithmea  nimmt  und 
hierauf  differentiirt: 

n(t,-f2t,g-f  3t^T«-t-.,.)        a;,  +  2X,x+33:4x'H-... 

ti  +  t,x  +  t,T»  +  ...     -  t.+2;,x+i,x"  +  ... 

oder  nach  Hinwegschaffnng  der  Brüche: 
iiX.t,  +  (2n%,i.  +  nX,t,)  X  +  (3itX,t,  +  2iiX,t,  +  vX^U)  x>  +  . . . 

-i.t,-f  (2i,t.  +  a:A)x+(83:,t,+2j,t,+t,t.)x>+..., 

aus   welcher  Gleichung  man  nadi  dem  oft  genannten  Satze  der  nnbe- 
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itimmteii   Coefflcienten,   wena  man   firflber  ans    der    angenommenen 

Reihe  (indem  man  wieder  ar  —  0  selxt)  X^  *—  t?  bestimmt   bat ,    sofort 
iit,t,  =  X,t, ,   S»i2:,tj-f-i»t,t,  —  si,t4-|-t,t,  u.  s.  w.,  also 

J,  =  „tr\.  t,-«t--»<i+i^^f=iitr'tj  n.  s.  w. 

vnd  damit  endlich   die  gesuchte,   schon  in  |.  liO  entwickelte  Reihe, 
d.  i.  den  polynomischen  Lehrsatz  erhält. 


Drittes  CapiteL 

Das  Taylor  sehe  Theorem  auf  Functionen  zweier  Va- 
riablen ausgedehnt    Die  Differentiation  der  Functio- 
nen viehrerer  Variablen.    Die  partiellen   Differentiale. 
Etders  Lehrsatz  der  homogenen  Functionen. 

Das  erweiterte   TayZo/sche  Theorem. 

§.  600.  Es  sei  u^=^f(Xff/)  eine  Function  der  beiden 
von  einander  unabhängigen  Variablen  a  und  y,  und  es  gehe 
u  in  u'  über,  wenn  man  darin  y  als  constant  ansieht  und 
or  in  X  '\-h  yerändert ;  femer  gehe  u'  in  u"  über,  wenn  man 
in  tt'  4ß  als  constant  ansieht  und  y  in  y  -f~  ^  fibergehen  l'asst, 
80 ,  dass  also  u  ==/  (ä?  +  A,  y)  und  u"  =/(^  -1-  A,  y  +  A) 
htf  wobei  h  und  Jb  zwei  ganz  beliebige  Incremente  be- 
zeichnen.    Schliesst  man  femer  die  Differential -Quotienten 

■j-y  -—-..,,  um  anzudeuten,  dass  in  u  nur  a  als  variabel 

genommen,  oder  bloss  nach  a  differentiirt  worden,  in  Pa- 
renthesen ein,  und  thut  dasselbe  hinsichtlich  der  Quotien- 

ten  -— .    -- — , ...,   in  welchen  u   bloss   nach  y  differentiirt 

ist;  so  erhält  man  nach  der  Formel  I.,  §.  660: 

«'=»+ef)'+(S)?+(S)Ä+-- 
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Kun  18t  aber  nach  dem  angedeuteten  Sinne,  wenn  man  ffar 
u   den  Werth  aus  der  yorigen  Beihe  setzt: 

wobei  das  1.  Glied  y^\  den  Quotienten  bezeichnet ,  wel- 
cher entsteht,  indem  man  u  bloss  in  Bezug  auf  y  differen- 
tiirt  und  durch  dy  dividirt;  das  2.  Glied  den  Quotienten 
bedeutet,  welcher  entsteht,  wenn  man  die  bereits  einmal 
nach  X  differentiirte  und  durch  dx  dividirte  Function  u 
noch   einmal,    und  zwar  nach  y  differentiirt  und  durch  dti 

dividirt,    welche  zweimalige   Operation  kurz  durch  (j— t") 

angedeutet  wird ;  das  3.  Glied  jene  dreifache  Differentiation 

bezeichnet,  die  analog  durch  I  .  ,"  j  angezeigt  und  ziifolge 

des  eben  Gesagten  leicht  yerstanden  ¥drd,  u.  s.  w.  Man 
hat  also  jetzt,  mit  Anwendung  dieser  einfachem  Bezeich- 
nung: 

\di)  ^  \d^)  +  XdTdy)  *  +  \7Pli)  T  +  •  •  • ' 

Werden  sowohl  diese,  so  wie  auch  der  Werth  von  u  in 
der  yorigen  Gleichung  von  u"  substituirt;  so  erhält  man: 

w)  •"=»+[{s)*+(^)*] 

+H(S)**+(^)"*+(0)*-] 
+i!il{S)*'+(3Äj)"-* 

+{w)ä"'+(^)'']+- 

Anmerk.  Hier  ist  da«  Oeseti  des  Fortganges  Ar  sich  klar,  and  ksao 
auch  leicht  Ar  Functionen  Ton  3  nnd  mehreren  yariablen  erweiieri 
werden.  [Anwend.  dieser  Formel,  um  Functionen  von  8  Varial>len 
in  unendliche  Beihen  su  verwandeln,  III.,  67.] 
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§.  mo.  Zusatz.  Kehrt  man  die  Ordnung  um ,  und 
läflst  zuerst  x  ungeändert  und  y  um  h  zunehmen ,  dann  y 
ungehindert  und  x  um  h  zunehmen;  so  erhält  man  genau 
eben  so: 

und  da  diese  Entwickelung  mit  der  vorigen  (^)  identisch 
sein  muss,  femer  h  und  h  ganz  willkürliche  unabhängige 
Grossen  sind;  so  hat  man  durch  Vergleichung  der  gleich- 
namigen CoefBcienten : 

und  allgemein; 

d.  h.  man  erhält  immer  dasselbe  Resultat,  man  mag  die 
Function  u=^f{x^y)  zuerst  m  Mal  nach  a  und  hierauf 
n  Mal  nach  y,  oder  umgekehrt ,  zuerst  n  Mal  nach  y  und 
dann  erst  m  Mal  nach  4?  di£ferentiiren. 

Ffir  u  =  x*»iny  1.  B.  ist 

Kehrt    man    die    Ordnang    um ,     so    erhält    man :    I  --7-  \  ^  x^coa  y, 

^""  (rfyTr)  =  ^''«^y»   "»^   *"^^^^  (rfy/^.)  -  6«  CMjf,   wie 
▼orhin. 

Total-  und  Partial-Differentiale. 

§.  6V1.  Analog  mit  der  in  §.  630  gegebenen  Erklä- 
rung ist,  immer  in  der  Voraussetzung,  dass  in  u  =:/(«,  y) 
die  beiden  Variablen  x  und  y  von  einander  unabhängig 
sind,  sofort  du=^f{x'^dx^y-\-dy) — /(^,y)  das  DiflFeren- 
tial  von  u.  Setzt  man  daher  in  der  Formel  (A)  des  zweit 
vorhergehenden  Paragraphes  h=^dx  und  k^=dy^  so  erhält 
man,  da  wieder  die  Glieder  der  hohem  Ordnungen  wegge- 
lassen werden  mOssen :  (1)  du  =  1-^  I  d j:  +  ("J")  ^y* 
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In  diesem  Ausdrucke  heissen  zvan  Unterschiede  Tom 
Total-  oder  vollständigen  Differential  du,  die  beiden 
Glieder 


(^)daund(4^)dy 


beziehungsweise  die  partiellen  Differentiale  von  u  nach  x 
und  nach  jf,  so,  dass  also  das  Total -Differential  aus  der 
Summe  der  partiellen  Differentiale  besteht;  welcher  Satz 
sich  überhaupt  auf  Functionen  von  jeder  beliebigen  Anzski 
von  Variablen  ausdehnen  und  erweisen  lässt,  so»  dass  z.  B. 
für  u^=/(Xt  jft  z)  sofort  du^=^du")--du'\-du  oder  nach  der 

gewöhnlichen  Bezeichnungsart  (wobei  jedoch  auch  öfter  die 
Klammem  ausgelassen  werden) : 

(l')d«=(^).a+(^)dy+(4f)d. 

ist,  u.  s.  w.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  die  Differentiation 
der  Functionen  mehrerer  von  einander  unabhängiger  Va- 
riablen (indem  nach  und  nach  nur  immer  Eine  als  variabel 
angesehen  wird)  auf  jener  der  Functionen  Einer  Variablen 
beruht,  oder  auf  diese  zurückgeführt  werden  kann. 

§.  672.    Beispiele   hierüber. 

1)     FQr  «  «  xy  ist  j^l  <fx  —  y  <fxiuid  l^l  <fjf— xiijf,alioiurb 
(1)  des  Torigen  |.  rfn  —  y</x-(-x<£jf. 

dx        xdy       ydx'^xdy 
nach  an—" —  — /-  -■ = ^, 

y        y  y* 

3)  Ftlr  «— xy'«m<  folgt 
|^l<lx  — y'«tRx</x,  ^-^|rfy  — Sxywnxrfy 

und  l-r— I  (^2  ■- xy'cMxc/s, 

mithin  ist  nach  Relation  (1')  des  Torigen  Paragraphen: 

rf  11  ■—  y*  8in  *rfx+Sxy«iiixrfy-J"3cy*  co*  zd*. 

A  n  m  e  r  k.  Man  sieht,  dass  die  im  ersten  Capitel  f&r  das  I>iffiBrentiii«n 
der  Functionen  Biner  Variablen  abgeleiteten  Regeln  aoch  Ar 
Functionen  s  w  e  i  e  r  und  mehrerer  Variablen  gelten ;  denn  mtf 
hat  s.  B.,  ohne  auf  partielle  Differentiale  übenugehen,  nach  der  Ar 
(§.  634)  d  XX*  abgeleiteten  Regel  unmittelbar:  cf  x  y  «-  x  << y + jr  'x* 
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wj«  Toriun  im  enten  Bdipiele.     Daatelbe  gilt  ameh  roo  allen  fibri- 
gen  Beispielen. 

§.  67S.  Die  hohem  Differentiale  yon  ti=/(jr,  y)  fin- 
det man  wieder  durch  wiederholtes  Differentüren  der  obigen 

Gleichung  (1)  (§.  671),  in  welcher  (-jj)  und  l-^j  im  All- 
gemeinen wieder  neue  Functionen  yon  «  und  y,  hingegen 
dx  und  dy  constant  sind.    Man  hat  nämlich  aus   der  ge- 

mumten    Gleichung   ( 1) :     d^u=dxd  l-j^)  +  dy  d  l-j^ ), 

oder  [indem  man  wieder  nach  der  nämlichen  in  der  Glei- 
chung i  1)  ausgesprochenen  Regel  differentiirt,  und  dabei  das 
in  §•  669  über  die  einfache  Bezeichnung  der  Differential« 
Quotienten  Gesagte  berQcksichtiget]  wegen 

femer  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Relation  (m)  in  §.  670, 
wenn  man  sogleich  die  gleichen  Glieder  zusammennimmt: 

(2)  ^u  =  (^)ä.'+2{^)ä.äy  +  (^)ä,K 

§.  0T4«  Genau  auf  dieselbe  Weise  findet  man  auch,  da 
die  Quotienten  (-t-i-)»  (777")  ®^^*  ^  Allgemeinen  wieder 
Functionen  yon  x  und  y  sind: 

u.  8.  w.  Auch  würde  man  auf  ähnliche  Art  durch  wieder- 
holtes Differentüren  der  obigen  Gleichung  (1')  (§.  671)  die 
hohem  Differentiale  yon /(«,  y,  z)  finden, 'u.  s.  w. 

An  merk.  Diese  AnMlrtteke  (1)  (|.  671),  (8),  (3),  .  .  (des  gegenw&r. 
tigen  SO  ▼srglichen  mit  den  Gliedern  der  Beilie  (Ä),'  |.  669,  geben, 
wenn  man  dort 

h^dx^  k^dy  ttnd/(x  +  rf*,  Jf  +  rfy)  — »' 
•etst,  wieder  die  bereits  in  |.  661   (Zasats)   AU*  Functionen  einer 
Variablen  gefundene  Reihe: 

*du    .   d^u  .       rf» u       . 

"'-«  =  -r"*"T:a+T:iTT+  •• 
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§.  «TS.  £8  ist  für  « =/(«,  y)  [§.  671,  Gleichung  (1)] 
du  =  Pdx-\-  Qdy,  und  dabei  P=  {~\ ,  Q  =  (^ ;  mit- 
hin, wenn  man  abermals  partiell  differentiirt: 

also  [§.  670,  Relation  (m)]  (1)  (^  =  (^);  eine  Bedin- 

gungsgleichung,  welche  immer  besteht,  wenn  Pdx-\-  Qdy 
das  wahre  und  vollständige  Differential  einer  Function 
zweier  Variablen  x,  und  y  ist. 

§.  OT6.  Für  u=f{af  y,  z)^  wof&r  also  du  =  Pdx 
~h  Q^y  -|~i2dr  ist,  findet  man  eben  so,  oder  kürzer,  indem 
man  in  dieser  Gleichung  nach  und  nach  ;?,  y,  dr  als  con- 
stant  ansieht  (wofür  beziehungsweise  die  Glieder  mit  dz,  dy, 
da  herausfallen)  und  auf  die  jedes  Mal  stehen  bleibenden 
beiden  Glieder  die  vorige  Bedingungsgleichung  (1)  anwen- 
det, die  drei  nachstehenden  Bedingungsgleichungen: 

(« (g) = Q.  (^f)  -  (H)  -^  m  -ßy 

welche  sofort  bestehen  müssen,  wenn  das  vorige  Differentiale 
du  ein  wahres  und  vollständiges  Differential  einer  Function 
tt  von  drei  veränderlichen  Grössen  sein  soll.  —  Zugleich 
ist  hier  der  Weg  angegeben,  um  die  ähnlichen  Bedingungs- 
glcichungen  für  Functionen  von  noch  mehreren  Variablen 
aufzufinden. 

Euler's  Lehrsatz  über  die  homogenen  Functionen. 

§.  Vn.  Nach  §.  106  geht  die  gleichartige  oder  homo- 
gene Function  w=/(j:,  y,  z,  •  *)  der  m*"  Ordnung,  wenn 
man  statt  x,  y^  z^  .  .  beziehungsweise  ix,  ty,  ,  .  schreibt, 
wo  t  eine  neue,  von  x^  y,  z,  •  •  ganz  unabhängige  Grosse 
ist,  in  uf^ ,  also  auch,  wenn  man  t=l  -\-a  setzt,  wodurch 
sich  X  in  X -\-  uXf  y  in  y  +  ay  u.  s.  w.  verwandelt,  in 
ti  (1  +  «>)"*  über.  Nach  der  erweiterten  Toy/or'schen  Formel 
(§•  669,  Anmerk.)  findet  man  aber,  wenn  in  der  ursprüng- 
lichen Function  tt,  a?  in  a?  -}-  a^,  y  -in  y-f-  »y  u.  s.  w.  über- 
geht, für  die  neue  Function  den  Ausdruck: 
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Da  aber  auch  von  der  andern  Seite 

w(l +  «)"•  =  !*+  (7)"*  +  (r)"**+  •  • 

ist,  80  hat  man  durch  Gleichsetzung  der  gleichnamigen  Coef- 
fieienten  der  unabhängigen  Grösse  a: 

u  =  u,  ♦»«  =  (77)^  +  (77)y  +  (-^)^+  .  .  u.  8.  w., 

indem  diese  zweite  Gleichung  fbr  unsern  Zweck  schon  hin- 
reicht.    Setzt  man  daher  Kürze  halber 

(f)=^.(^)=«.(£)=*.-- 

80  ist  das  Differential  unserer  homogenen  Function  u  des 
TO^  Grades  C§.  671):  (p)  du=Fdx  +  Qdy  +  Edz  +  .  ., 
und  zufolge  der  vorigen  zweiten  Gleichung: 

(q)    Fx-^- Q}/-\'Ez+  .  .  =  muf 
welche  ßelation    sofort   den  EtUerschen   Satz  bildet;    dabei 
sind,  wie  man  sieht ,   die  Coefficicnten  P,  Q,  .  .  homogene 
Functionen  von   o?,  y ,    .  •    der  (w — 1)**°  Ordnung.     [Bei- 
spiele HI.»  85.] 


Baxv*i  Compendlnm  d.  hSh.  Math.  ^9 


4M 


Viertes  Capitel. 

Von   der   Diflferentiation   der  unentwickelten  Functio- 
nen  oder  Gleichungen   mit  zwei  und  mehreren  ver- 
änderlichen Grössen. 

§.  OT8.  Bisher  haben  wir  immer  entwickelte  Func- 
tionen von  der  Form  y=/(a?),  « t=/(a:,  y)  ii.  s.  w.  be- 
trachtet; nun  soll  gezeigt  werden,  wie  in  unentwickelten 
Functionen,  wie  z.  B.  in/(^,  y)  =  0,  die  Differentiation 
ausgeführt ,  und  wenn  y  die  Function  von  x  sein  soll,  dar- 
aus die  Quotienten  "j^  >  ^  ^*'  »•  w.  bestimmt  werden. 

§.  WD»  Es  sei  ti=/(^,  t^)=rO  die  gegebene  Gleichung, 
X  die  unabhängige  Variable  und  y  die  davon  abhängige  oder 
y  3=  y  (a).  Da  also  y  in  y  +  dy  übergeht,  >venn  sich  x  in 
X  -f-  ^^'  verändert  (§.  629) ,  so  besteht  auch  die  Gleichung: 
f{x  +  dx^  y  -}-  dy)  =  0,  und  wenn  man  davon  die  gegebene 
abzieht,  auch  jene:  /(^  +  dx^  y  -^-dy)  — f{x,  y)  ==  0,  oder 
nach  der  Formel  (-4),  §.  669 ,    wenn   man  dort  h  =  dx  und 

jfc  =  rfy  setzt:    (0  (-g-) dar  +  (-^)  rfy  =  0 ,    d.    i.    [§.671, 

GL  (1)]  df(x,y)=^0,  so  angesehen,  als  ob  y  von  x  unab- 
hängig wäre.  Um  also  aus  der  Gleichung /(a-,y)  =0,  wo 
yz=;f{x)  ist ,  den  ersten  Differential  -  Quotienten  zu  finden, 
wird  man/(ar,  y)  nach  §.671  so  differentiiren,  als  ob  x  und 
y  von  einander  unabhängig  wären ,  dieses  Differential 
gleich  Null  setzen,    und    aus    der  so   gebildeten  Gleichung 

•^  bestimmen ;  es  folgt  nämlich  auf  diese  Weise : 

i—\ 

Ist  c.  B.  fi  a*ajry* -|- 6  «»  0  und  y  eine  Function  ron  r,    eo   bii 
man  nach  dieser  Begel:  d{axy*-]^h)^^0^  d.  i.  a  y^  d x  -^  2a  xy  dy  ^  (S. 

dy  y 

und  darans    -r^.  ^m» »—  -^^    [Oder  wenn  man  partiell  differcDtürt  r 


«1 

dif  tf 

anch  DAch  Bektion  (r) :  -3=-  =  —  -^.    Und   in  der  That ,   entwickelt 

^  '^     dx  2x  ' 

nun  (wM  hier  mAglich  ist)  die  Function  y  aus  der  gegebenen  Gleichung, 
so  erhilt  man :    y  —  |y^  ^^  und  daraus  nach  §.  636 : 


cftf  6  6«  tf  <  & 


$.  dBO.  Wiederholt  man  die  Schlüsse  des  vorigen  Pa- 
ragraphes ,  nach  welchen  wir  gefunden  haben ,  dass  fOr 
w=/(x,y)  =  0  [obgleich  dabei  j/  =  ^ix)  ist]  auch  du  =  0 
ist;   80  findet  man  eben  so:  d*ti  =  0,   rf'i*  =  0  u,  s.  w.  — 

Nun  war.  Gl.  (0>  ^"^^(■^l  ^^  "I"  ("5~")^^5     differentiirt 

man  daher  abermals  und  bemerkt,  dass  dx  constant,  da- 
gegen wegen  y  =  ^  (a:),  dj/  variabi  ist ;  so  erhält  man  nach 
derselben  Regel  (l)  des  yorigen  Paragraphen: 

und  aus  dieser  Gleichung,  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Re- 
lation (m),  §.  670,  wodurch  sich  die  beiden  Glieder  in  dx  dy 
zusammenziehen  lassen: 

dx^  ""         LI  rf'7  ^      Xdxdyjdx^  \dy^}  dx' \\  dy  f 

Ist  1.  B.  11— /(x,y)—ar»+y«  — r*  —  0,  so  folgt 

du  2y  ¥ 

folglich  wegen  (§,  679  ,  Belation  r)  -i  «  —  —  =  -^ nach  dieser 

rfr  2y  y  ' 

letaten  Belation: 


jr» 


24-3 

rfar«  2y  "  y»  y" 

Es  ist  in  der  That,  wenn  man  die  gegebene  Gleich,  zwei  Mal  differentiirt : 

2xdx  +  2ydy^0, 
and  (weil  x  die  nnabhingig  Variable,  also  dx  constant  sein  soll) 

»rfx*+  2(/y*+  2yrf«y  =  0, 
woran«  sofort  folgt: 

29  • 
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rfx>     ""*       y        ""  y       ""        y'    * 

wie  snror. 

Auf  dieselbe  Art  lassen  sich  aach,  durch  wiederholtes  Differentiimi 
der  vorigen  Gleichung  (n),  die  folgenden  DiffcrentiaUQuoiicnten  bcstim. 
men.    [Weitere  Ausführung  sammt  Beisp.  IIL,  75  —  77.] 

§•  681.  Ist  tt=/(x,  y,  ;?)  =  0  und  z  eine  Function  der 
beiden  unabhängigen  Variablen  x,  y\  so  kann  z  verändert 
werden,  indem  sich  bloss  x  oder  y^  oder  auch,  indem  sich 
beide  diese  Grössen  gleichzeitig  ändern.  Sieht  man  nun  y 
als  constant  an,   so  hat  man  zufolge  der  obigen  Gleichung 

(0  (§.  679)  die  Relation:  (-^)rfa.-f  (-^)rfz  =  0   (nämlich 

dz   bloss   nach   x   genommen).      Sieht  man   dagegen  x  ak 
constant  an,  so  hat  man  eben  so: 


(^)''»  +  (^f)f=o. 


also  durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  und  der  Be- 
rücksichtigung, dass  (§.  671)  dz'\-dz^=^dz  (das  Totaldiffe- 

rential)  ist :  yj^  da?  +  ^ -^  dy  +  (-^)  ^^  =  0,  d.  L  wie- 

der  [als  ob  j;,  y^  z  von  einander  unabhängig  wären,  §.  671, 
(r)]  £2ti  =  0.  —  Eben  so  könnte  man  auch  wieder  die  ho- 
hem Differentiale  von  u  ableiten,  und  diese  Ent Wickelungen 
überhaupt  auf  Functionen  von  jeder  beliebigen  Anzahl  von 
Variablen  ausdehnen. 

Anmerk.  Hinsichtlich  der  in  solchen  Gleichungen  rorkonunenden  eon- 
stauten  QrOssen  gilt  wieder ,  dass  sie  durchs  Differentiiren  hinaus- 
fallen; so  ist  c.  B.  die  aus  der  Gleichung  y*»-  ax-|-  6  ahgeleitete 
Differentialgleichung  2y  dy»  adx  you  der  Constanten  6  unab- 
hängig und  entspricht  sonach  allen  besondern  Gleichungen, 
welche  aus  der  gegebenen  entstehen,  indem  man  der  Grösse  6  nadi 
und  nach  alle  möglichen  Werthe  beilegt.  —  Die  constante  Grösse 
a  betreffend,  so  kann  diese  zwar  nicht  durch  unmittelbares  Differen- 
tiiren herausfallen ,  inmier  aber  lAsst  sich  auch  eine  von  a  unab- 
hJlngige  Gleichung  aufstellen  ,  indem  man  diese  Grösse  aus  der  ge- 
gebenen und  ihrer  Differentialgleichung  eliminirt;  es  ist  nämlich  aus 
der  Torigcn  Differentialgleichung  aB»2ydy:dx,  und  wenn  mta 
diesen  Werth  f&r  a  in  der  ursprflnglich   gegebenen   substitulrt,  die 
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erwähnte  Gleichang :  y^dx  ^%xj/dy-\-bdx,  eine  Gleichong,  welche 
xwischen  y,  x  and  dem  Differential-Qnotienten  -r^  flkr  jeden  Wertii 
Ton  a  besteht.  [III.,  79.] 


Fünftes  CapiteL 

Anwendung  und  Gebrauch  der  Differentialrechnung 

in  der  Analysis. 


I. 

Bestimmung  der  unter  der  Form  ^  erscheinen- 
den Bruchfunctionen. 

§•  682.  Einleitung.  Ee  gibt  gebrochene  Functionen, 
welche  für  gewisse  Werthe  der  veränderlichen  Grösse  die 
unbestimmte  Form  f  annehmen ,  und  nichts  desto  weniger 
einen    bestimmten,    angebbaren  Werth   besitzen.     Ist  z.  B. 

y  =  — 5-3— ii  flo  wird  für  x  ^  a,  y  =  %.  Berücksichtiget  man 

aber,  dass  x^  —  a^={as  —  a)(x* +  a«-}- a*)  und  x^  —  a' 
=  [x  —  a)(a-|-a)  ist,  und  kürzt  diesen  Bruch  durch  den 
gemeinschaftlichen    (Nullmachenden)    Factor  x — a   ab;    so 

wird  noch  immer  ganz  allgemein  y  =  —  .  — ,  und  so- 
nach   für  x  =  a  sofort  y  =  -^ —  =  f  a.     Eben    so  geht  die 

Bruchfunction  y  = ,__y     für  x  =  1  in  %  über.    Macht 

man  iedoch  den  Zähler  rational,  wodurch  y  = ^ / 

^  ^  /  ^         (x«-.l)(3+K;+i) 

wird ;  so  entdeckt  sich  sogleich  der  gemeinschaftliche  (Null- 
machende)  Factor  x  —  1  im  Zähler  und  Nenner,  so ,  dass 
wenn  man  mit  diesem  früher  abkürzt^  npch  inuner  allgemein 
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V  = ""  ,,       =-,  und  daher  flir  a;  =  1  sofort  v = —  i'i 

wird.  —   Ist  daher  allgemein  y  ==    }.  ^ ,  und  entlialten  beide 

Functionen ,  d.  i.  Zähler  und  Nenner  von  y,  den  gemein- 
schaftlichen Factor  x  —  a^  eo,  dass  der  Form  nach 

F(x)  =  (x  —  a)«  P  und  /(x)  =  {x  —  a)rQ 

ist ;  80  wird  oifenbar  für  x  =  a,  bevor  man  mit  diesem  Null- 
machenden  Factor  x  —  a  abgekürzt  hat ,  y  =  J  ,  während 
doch ,  je  nachdem  n  =  w,  n<Zm  oder  n>m  ^    beziehung»- 


P 

weise  der  wahre  Werth   von  y  für  a==a  sofort -g-,  0,  oder 

cx>  ist. 

§.  Ö83.     Es  sei  nun  a  jener  Werth  von  x,  für  welchen 

sowohl  F{t)  =  0,  als  auch  f(i)  =  0,   folglich  in  y  =    >..^  , 

y  =  g  wird.  Lässt  man  j*  um  die  willkürliche  Grösse  h  zu- 
nehmen, und  entwickelt  i^(.r  4~ '0  und/(a-|-*)  nach  der 
Tay  forschen  Formel  (§.  660);  so  erhält  man: 

FM4.  rfF(x)         d^Fjx)  A' 

und  wenn  man  jetzt  x  =  a  setzt,  wodurch  nach  der  Voraus- 
setzung f^(^\  und//*\  verschwinden,    und   auch    gleich 

mit  h  abkürzt: 


(0 


'(• 

dx         "^ 

"(0 . 

dx*        2 

+  ... 

'{■ 

dx         "^ 

dx*         i 

+  ... 

Setzt   man   endlich    in    diesem   Ausdrucke   die   Hilfsgrosse 
A  =  0,  so  findet  man,  wenn  auch  noch  durch  da  abgekürzt 

^^^'  77T\  ^  df/xV  ^^^^^  Differentialquotienten  so  ver- 
s tanden ,   dass  nach   der  Differentiation  a=  a  gesetzt  wird. 
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§.  684.  Würden  aber  bei  diesem  Werthe  von  ^  =  a 
auch  noch  dF(x)  und  df{x)  =  0,  so  hätte  man  aus  (t), 
wenn  man  durch  ^  h  abkürzt  und  dann  wieder  h  =  0  setzt 
(auch  da^  im  Zähler  und  Nenner  wegläset).: 

§.  685.  \'erschwinden  überhaupt  bei  diesem  Werthe 
Fon  dr=a  hinter  einander  /"(j*),  dF{a'),...  dP^^F(jc)  und 
f{x\   d/{x)f...  d^^/(ai);   so  ist  der  gesuchte  Werth  von 

t: — \  =  -TTT^ — T »  nämlich   nach  vollendeter  Differentiation 

(•)       («) 

vrieder  x  =  a  gesetzt. 

§.  686.     Beispiele  hierüber. 

1)  Fftr  das  oben  gewftlilte   Beispiel  (§.  682)  y «- ,_^     ,   in 

welchem  Abr  r—  1,  y  =  g  wird,  hat  man  nach  dieser  eben  entwickelten 
Regel : 

dFix")        </(3— -l/.r-f  8)  —1 

"S/W  -        rf(x»-l)  4^  1/7+1' 

also  wenn  x  =  1  gesetzt  wird ,  =*  •—  iV  *^«  wahren  Werth  filr  y.    (Ver- 
gleiche §.  682.) 

sin  X 

2)  Um  die  Function  y  = für  x  =  0 ,  wofar  y  die  Form  %  er- 
hält,   zu  bestimmen,    hat   man  — ; — =:co8x,    also  für   x=:0   sofort 

dx 

y  =  co<0="  1.     Hieraus  folgt  also,  dasa  sich  der  Quotient  bei  der 

unendlichen  Abnalmie  von  x  ohne  Ende  der  Einheit  nähert  [diess  folgt 
auch  ans  der  Beihc  (3),  §.  306]. 

3)  Es  sei  noch  y  = ' : . .—  ttir  x  —  o, 

X»  ~  3ox  +  a« -f  a /2ax  —  a" 

wof&r  y  =  8  wird,  zu  bestimmen.    Hier  ist 

dF(x)       3x*->-a'^(6a*x  — 4ox»)(2ox  — x»)""^ 

^'/W  2x  —  3a  +  a»  (2ax  —  a*)^* 

welcher  Quotient  fftr  x  =  a  abermals  in  J  Übergeht    Differentiirt  man 
demnach  noch  ein  Mal,  so  erhält  man : 


«6 

d'fix)  ^ 
6x-^(6fl«»-^8oT)(go3;  — x*)'~^-Ka  — j)(6o»y-~4ar')(2ar  — T*)~"^ 

woraiu  fttr   ar  — a,    ala  gesnchter  Werth  von  jr  sofort  — — —  =8a 
hcrrorgcht,     [Weitere  Beispiele  III.,  85 — 86]. 

§.  (187.  Da  wir  zur  Ableitung  der  hier  angewendeten 
Regel  (§.  685)  von  der  Toyfor'schen  Reihe  Gebrauch  ge- 
macht haben,  so  wird  diese  Regel  überall  dort  nicht  an- 
wendbar sein,  wo  sich  diese  Reihe  selbst  nicht  anwenden 

lässt  (§.  663).     Ist  z.  B.  y=  ,  -,   welcher  Bruch  für 

^  =  a  in  $  übergeht ;  so  erhält  man,  man  mag  auch  Zähler 
und  Nenner  noch  so  oft  di£ferentiiren ,  für  x  =  a  immer 
wieder  ^.  Hier  tritt  aber  auch  in  der  That  einer  der  in 
§.  663  erwähnten  Fälle  ein  (nämlich  der  erste) ,  in  welchen 
fiir  den  speciellen  Werth  von  «  =  a  weder  F(x-\-h)  noch 
/(«  +  Ä)  i^  eine  nach  ganzen ,  positiven  Potenzen  von  h 
fortlaufende  Reihe  entwickelt  werden  kann. 

§.  688.  In  einem  solchen  Falle  wird  man  auf  den 
Gebrauch  der  DliBferentialrechnung  verzichten  (oder  durch 
Herstellung    gleicher   Wurzelexponenten  y   auf    die    Form 


V 


— —    bringen ,     nach    der    obigen    Regel    den    Werth 

«/    X     ^ 


/ 


C) 


A  bestimmen,    und   6ofoi*t  ebenfalls  den  gesuchten 


Werth  y  =  yA  erhalten) ,  und  sich  der  gewöhnlichen ,  in 
allen  Fällen  anwendbaren  (obschon  nicht  immer  bequemtn^ 
Methode  bedienen,  welche  darin  besteht,  in  F{a)  und/(j), 

a=  a4-  h  zu  substituiren ,   hierauf  den  Bruch  y  = so 

weit  wie  möglich  zu  reduciren ,  und  dann  wieder  A  =  0  zu 
setzen. 


4OT 

So   ist  Ar  cUs   hier  (vorigen  |.)  angefiüirte    Beispiel   sAch   dieser 
Methode : 

A 


y= 


Va  +  h  —  a  Vh 


V{a  +  h)^^^^       VSaÄ  +  A»       V%a  +  h 


9 


und  wenD  man  jetzt  A  =  0  setst ,   der  gesuchte  Werth  ftar  x  =  a  sofort 

3r  =  o. 

Anmerk.  Manchmal  kann  dieses  Verfahren  selbst  dort,  wo  sich  die 
in  §.  685  angegebene  Regel  zwar  anwenden  lisst,  jedoch  mehrere 
nnd  complicirte  Differentiationen  nothwendig  sind,  vorzuziehen  sein. 
So  ist  f^  das  dritte  Beispiel  in  §.  686  nach  dieser  Methode : 

^  ^o»  — aA  +  A«  +  ol/a*  +  8aA  ' 

den  Ausdruck  so  verstanden,  dass  man  nach  allen  möglichen   Be- 
dnctionen  A  —  0  setzt.  —  Nun  ist 


y  a«  —  Ä"  «  o  —  ia-1  A*  — . . .  und 
Ka»  +  2aA  — a  +  Ä  —  ^«-1  A>  +  i«-«  A^  —  . . . , 
also  wenn  man   diese  Werthe  snbstitnirt  und  die  sich  ergebenden 

Bednctionen   vornimmt,   ^  ■■     °  "^     i T       oder    Ä  — 0   gesetzt: 

y  =  8a,  wie  oben. 

§.  Ö89,    Werden  in  y  =  -T7-r  für  «  =  a  beide  Func- 

/w 

tionen  Unendlich,   erhält  also  daffir  v  die  Form  — ;  so 

darf  man  nur  y  unter  der  Form  y  =  — - :  — -  darstellen, 

um   fhr  y  wieder  g  zu   bekommen  und   daftkr  den  wahren 
Werth  nach  den  vorigen  Regeln  zu  finden. 

Soll  s.  B.  der   Werth    der    Function   y  — flir   ar  —  4  w   be- 

'       fang  X 

stimmt   werden,    wofllr   v   die   Form   —   annimmt;   so   hat  man  auch 

1  1  cot  X  ,         —  .  ,.        .  ,     .     , 

y  = : = ,    eme  Function ,    die  jetzt  bei  dem  genannten 

tang  X    secx       cosx 

Werth  Yon  x  =  90^  in   %  übergeht.     Nach  der  üben  abgeleiteten  Begel ' 

ist  aber 

dcotx  — 1          __     1 

dcosx  —  sin  x*  sin  x      sin  x^ ' 

folglich,  wenn  man  x  —  ^n  setzu  y  =  |  «-  i ,  als  gesachter  Werth« 
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§.  WO.  Auch  das  Product  y  =  F{x)f{x) ,  welches  bei 
einem  gewissen  Werth  ar  =  a  die  Form  0  oo  erhält ,  läjjfet 
sich  auf  diese  Form  g  zurückführen,  wenn  man  die  unend- 
lich werdende  Function  f(x)  auf  die  Form  — ^.  •  wo  also 
für  j?  =  a,  y  (^)  =  0  wird ,  bringen  kann. 

SoU  z,  B.  ^  =  (a  —  x) «ec  j  — .  J«  1   für   x  —  a   bestimint   werden. 


wofür  »  =  0  <x>  wird :  »o  setze  man  «* c  i  —  .  i  tt  |  ;= -, 


wodarch 


y  ^ für  X  =«  a  in  g  übergeht,  welcher  Bruch  aber  narh  Obi- 

— - 1  2a 

gern  bestimmt  = -—  =  — ,  ab  gesuchter  Werth  von  y  ist. 

^  -— 7r:2a         k  ^  ^ 

§.  691.  Werden  endlich  in  y=:F(a:) — f{x)  für  x  =  a 
wieder  beide  Functionen  Unendlich,  so  sei,  wenn  diese  Um- 
wandlung ausführbar, 

so  werden  bei  diesem  Werthe  von  x  =  a  die  Function  F{i\ 
und  f\x)  Null ,    und  man  hat  wieder  y  ===-'-^  ^-^7   \   =  t 

So    erhält   z.   B.    Uie    Differenz    tf  = 7  — t"-   f****   *=-!   die 

'        X  — 1        /x 

Form    <x>  —  c«  ;    da  aber   hier   F'ix)  =  x  —  1     und    /'(x)  =  Ix ,    aUo 

/x  ►—  (x  —  1^ 

y^=— — ^  ist,    und   dieser  Bruch  für  x  =  1    in  g  übergeht,  w 

erhält  man  nach  der  obigen  Kegel  (und  nach  der  2.  Differentiation)  so- 
fort  y=-— .~:|--  +  -V  x=l  gesetzt,  d.  i.  y  «  ^=-j  «.  -  J  al» 
gesuchten  Werth  der  gegebenen  Differenz  für  x^  I. 
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BestinimuDg  der  grössten  und  kleinsten  Werthe 

der  Functionen. 

A)  Für  Functionen  einer  Variablen. 

§.  002.  Erklärungen.  1)  Ist  y  =/  (a)  eine  Function 
von  Xf  femer  fftr  die  ganz  willkürliche  Grösse  ä,  /(Är  + A)=y 
und  f(x  —  A)=y";  so  sagt  man  y  werde  ftkr  den  Werth 
Yon  a  =  a  ein  Maximum  oder  Minimum ,  wenn  dafür 
y=y/ar\  im  ersten  Falle  grösser ,   und  im  zweiten  kleiner 

ausfällt,  als  die  unmittelbar  vorausgebenden  und  nachfol- 
genden ,    das    ist    die   Nachbarwerthe :    y"  =/(^  —  ^^    ^^^ 

y  =fix  -^hV     Es  ist  nämlich  fftr  x^=^ai  y  ein  Maximum 

oder  ein  G  r  ö  s  s  t  e  s ,  wenn  für  die  kleinsten  Werthe  von 
h  (y,  y  und  y"  so  verstanden ,  dass  darin  ^  =  a  gesetzt 
wird)  y>y  und  zugleich  y >> y'^  dagegen  ein  Minimum 
oder  ein  Kleinstes,  wenn  y<y  und  zugleich  auch  y <y" 
Statt  findet. 

So  ist  z.  B.  unter  den  anzähligen  Werthen ,  welche  y  in  y=b*  — 
(a  —  x)',  je  nach  den  Teracbiedenen  Werthen  von  r,  annehmen  kann, 
jener  Ar  z»a  am  grOtsten;  denn  es  ist  dafür  y=»6';  während,  wenn 
man  x^=a^h  setzt,  die  Nachbarwerthe  y  —  y"  =  6'  —  A',  selbst  für 
die  kleniBten  Werthe  von  A,  gleichzeitig  kleiner  ausfallen. 

Dagegen  erh&lt  die  Function  y  ^m  b*  -\- (a  —  r)'  für  x  =  a  ihren 
kleinsten  Werth,  indem  daAlry=6',  die  benachbarten  Werthe  aber 
(Ar  X  «  a  :i:  A)  y  *-  y"  »  6'  +  A',  wenn  anch  A  noch  so  klein  gedacht 
wird,  gleichzeitig  grösser  sind. 

Die  Function  y  >»  ax  endlich  hat  weder  einen  grOssten  noch  klein- 
sten Werth,  weil  y  mit  x  ohne  Ende  zu-  oder  abnimmt,  je  nachdem  x 
positiT  oder  negativ  ist. 

§.  MW.  2)  Aus  dem  Gresagten  folgt  endlich  von  selbst, 
dass  y,  je  nach  Beschaffenheit  dieser  Function,  mehrere 
Maxima  oder  Minima,  oder  auch  beides  zugleich  haben, 
und  dass  man  daher  unter  diesen  relativen,  das  abso- 
lute Maximum  oder  Minimum  unterscheiden  könne.    . 
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Ist  z.  B.  y=zf(jx)  die  Gleichung  der  ebenen  Cunre  MBCDE 
Fl«.  7«.  FGQ  (Fig.  79),  wobei  AX  die  Abscissenaxe  und  A  den  AnfEingspoDct 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten  bezeichnet;  so  erhält  die  Ordinau  | 
offenbar  unter  den  positiven  Ordinalen  in  deo  Pnncten  B  und  Z), 
d.  i.  Ar  x  =  ^6  und  x  =  il<f  grOsste,  in  C  aber,  oder  Ar  x— ^c 
einen  kleinsten  Werth;  unter  den  negativen  Ordinalen  aber  erreteht 
y  in  den  Pnncten  E  und  G^  nämlich  Uta  x  =  Ae  und  x  =  Ag  grOsste, 
und  in  F  Bix  x  =  A/  einen  kleinsten  Werth,  welche  letztem  jedoch, 
auf  positive  Werthe  bezogen,  beziehungsweise  kleinste  nnd  eiaen 
grÖBSten  Werth  darstellen,  so  dass  also  diese  Function  y^JXx)  ei- 
gentlich 3  Maxima  und  3  Minima  besitzt ,  von  denen  y «» dD  ftr 
X  '^Ad  das  absolute  Maximum,  und  y^gG  für  x *^  Ag  das  abso- 
lute Minimum  vorstellt. 

§•  004.  Um  nun  ein  bequemes  Verfahren  aufzufin- 
den,  nach  welchem  man  bestimmen  kann,  ob  die  Function 
y  =f{x)  grösste  oder  kleinste  Werthe,  und  zwar  flir  wel- 
che Werthe  von  o?,  besitze,  sei  j?  =  a  ein  solcher  Werth 
der  Variablen,  f&r  welchen,  wenn  es  überhaupt  möglich, 
y  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  so,  dass  also  (§.  692) 

i^'=/(^  +  A\    und    y"=fU-h\ 

die  Nachbarwerthe  dieses  grössten  oder  kleinsten  Werthes 
yz=f(x\  sind.   Nun  hat  man  nach  dem  T<^2i>r'8chen  Satze, 

wenn  gleich  y  beiderseits  abgezogen  wird: 

n\      '         -  J_  ''^  A  -L  '''^  *'  4-  "^^     *'    -L 

(1)  y -y=+-57'^+"^T+7?"T7+---' 

^^      ^  ^  rfx       ~   rfx«    2  rfx3    2.3      '  ' 

wobei  in  den  sämmtlichen  Differentialquotienten  j?  =  a  zu 
setzen  ist.  Diese  beiden  Differenzen  (1)  und  (2)  müs«en 
aber  (§.  692)  bei  den  kleinsten  Werthen  von  A  gleichzeitig 
negativ  oder  positiv,  also  immer  von  einerlei  Zeichen 
sein,  je  nachdem  für  diesen  Werth  von  j?  =  a,  y  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  ist.  Da  nun  aber  (§.  151)  bei  diesen 
kleinsten  Werthen  von  h  in  beiden  Reihen  das  erste  Glied 
grösser  als  die  Summe  aller  nachfolgenden  wird,   also  die 

Zeichen  dieser  Reihen  mit  jenem  dieses  ersten  Gliedes  ^Ä 

übereinstimmen;   so   erhalten  diese  Differenzen,   wenn  nicbi 
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etwa  für  a  =  a  der  Quotient  —-  =  0  wird,  verschiedene 

dx 

Zeichen  j    und  y  kann  daher  bei  diesem  Werthe  von  x  we- 
der ein  Maximum  noch   ein  Minimum   sein.    Ist   dagegen 

du 

bei  diesem  Werthe  der  Quotient  -—  =  0,  also 

dx 
d'y    Ä»  rf3y      A« 

^  ^  rfx»    2      '     rfr»    2.3 


/# 


^  ^  dx*    2  dx'    2.3    "^*"' 


SO  wird  für  x  =  ay  y  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  nach- 

d'V 

dem  bei   diesem  Werthe  der  Quotient  — 4"  negativ  oder 

positiv  ausfällt,  weil  bei  den  kleinsten  Werthcn  von  h 
dieses  zugleich  auch  die  Zeichen  der  genannten  Differenzen 

(1)  und  (2)  selbst  sind. 

d'tf 
Sollte  aber  für  diesen  Werth  von  « =  a  auch  -r-j-  =  0, 

also  y  — V  =----- V- . .  und  y  —  y  = tt  \.   o'   i"  •  • 

^  ^  dx*    2.3     '  ^  ^  dr»    2.3 

d'y 

werden;    so   würde  vom  dritten   Quotienten  -— -  genau  das 

gelten,    was    vom   ersten  Quotienten  -—  bemerkt  worden, 

d.  h.  es  wflrde  bei  diesem  Werthe  von  x  die  Function  y 
weder  ein  Maximum  noch  Minimum  sein,  wenn  nicht  für 
jf  =  a  dieser  dritte  Differentialquotient  ebenfalls  gleich  Null 

wäre.     Wird  er  aber  Null,    so   findet   ein   Maximum   oder 

d*y 
Minimum  Statt,  je  nachdem  der  folgende  Quotient  -j^  (wie 

es  beim  zweiten  der  Fall  war)  negativ  oder  positiv  ausfällt, 
u.  s.  w. 

§.  095.  Es  folgt  also,  diese  Schlüsse  gehörig  fortge- 
setzt, allgemein,  dass  die  Function  y  für  ^  =  a  weder  einen 
gröösten  noch  kleinsten  Werth  besitzt  (mit  der  seltenen, 
im  zweitfolgenden  §.  zu  bemerkenden  Ausnahme),  wenn  bei 
diesem  Werthe  eine  gerade  Anzahl  der  auf  einander  fol- 
genden  Differentialquotienten  -^,  -^, . .   -^^  verschwin- 


Ä 


det,  also  der  erste  nicht  Null  werdende  Quotient  von  un- 
gerader Ordnung  ist;  dass  hingegen ,  wenn  diese  Quo- 
tienten in  ungerader  Anzahl  verschwinden,  also  der  erste 
nicht  Null  werdende  Quotient  von  gerader  Ordnung  ist, 
sofort  y  für  X  =  a  ein  Maximum  oder  Minimum  wird ,  je 
nachdem  dieser  letztgenannte  Quotient  fbr  diesen  Werth  von 
x  =  a  negativ  oder  positiv  ausfällt. 

§•  096.  Hieraus  folgt  nun  weiters  von  selbst,  dass  man, 
um  jene  Werthe  von  a  aufzufinden ,  für  welche  t/  =f(x)  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  diese  Gleichung  [oder  wenn 
die  Function  eine  unentwickelte  ist,' jene  -F(d?,y)  =  0, 

§.  679]  differentiiren,  daraus  den  Quotienten  -j—  besümmen 

und  gleich  Null  setzen  müsse;  findet  man  dann  aus  dieser 
Bedingungsgleichung  für  die  Variable  a  die  Werthe  a,  a\ 
. . . ,  so  wird  man  diese  in  den  durch  weiteres  Differentiiren 

erhaltenen   zweiten  Quotienten  -7-^  der  Keihe  nach  substi- 

tuiren ,  und  auf  die  Zeichen  der  Resultate  sehen ;  f&r  jene 
Werthe  nämlich,  für  welche  dieser  Quotient  negativ  oder 
positiv  ausfällt,  wird  y  beziehungsweise  ein  Maximum 
oder  Minimum ;  für  jene  Werthe  hingegen ,  für  welche  die- 
ser zweite  Quotient  verschwindet,  muss  man  auf  den  drit- 
ten und  vierten  DiiTerentialquotienten  übergehen,  und  dafür 
dasselbe  berücksichtigen,  was  beziehungsweise  vom  ersten 
und  zweiten  Quotienten  bemerkt  wurde,  u.  s.  w. 

§.  007.  Zusatz.  Da  es  keineswegs  unmöglich  ist, 
dass  sich  bei  dem  bestimmten  Werth  von  x  =  a  (§.663) 
die  benachbarten  Werthe  y'=//'+*^.  y"  =//'""  *\  j^i^^ 

wie  doch  hier  (§.  694)  bei  Anwendung  der  7ay/or*8chen 
Formel  vorausgesetzt  worden,  in  Keihen  nach  ganzen,  posi- 
tiven Potenzen  von  h  entwickeln  lassen,  in  welchem  Falle 
aber  (§.  664)  die  genannten  Differential-Quotienten  bei  die- 
sem Werthe  von  x  =  a  Unendlich  werden;    so   muss    man 

der  nöthigen  Vollständigkeit  wegen  (wenn  nämlich  -^  al« 
gebrochene  Function  erscheint)  auch : 


-y^  =  oo  oder  -j—  =  0 

dx  dy 

sefzen  und  nachseheiiy  ob  sich  aus  dieser  Gleichung  Werthc 
für  X  ergeben  *).  Hat  man  daraus  z.  B.  x  =  ot  gefunden, 
so  muss  man  zur  Beurtheilung,  ob  dieser  Werth  einem  Max. 
oder  Min.  von  y  entspricht ,  da  man  nun  aus  dem  zweiten 
(unendlich  werdenden)  Quotienten  nichts  schliessen  kann, 
in  y=zf(x)  sofort  a==adbÄ  setzen  und  sehen,  ob  dieNach- 
barwerthe  y'=//a? -}-Ä\    und    %/' ^=fia  —  A\     gleichzeitig 

kleiner  oder  grösser  als  der  Werth  yz=fia\  ausfallen, 

woraus  man  dann  beziehungsweise  für  «=«  ein- Max.  oder 
Min.  hätte. 

§.  008.  Beispiele  über  das  Max.  und  Min.  der  Func- 
tionen. 

1)  Um   zu   antersnchcn ,   fttr   welchen  Werth   von  x  die  Function 

du 
V  =  12 X  —  3jr'  ein  Max.  oder  Min.  wird  ,  hat  man:  --^==12  —  6x,  also 

dx 

(§.  696)  die  Bedingungsgleichung  12  —  6xsi0,  und  daraus  x  —  2.    Da 

d*y 
ferner  -=-4-  ««—^6  negativ  ist,  so  wird  für  x  ««  2  die  Function  y  ein 
dx 

Max.     Und  ki  der  That,  man  hat  für  x  »  2  sofort  y  »  12,  w&hrend  fftr 

r  «  2  Jb  A  die  Nachharwertho  y  »y  —  12  —  3A*  gleichseitig  kleiner 

sind. 

2)  Für  y  ^x'-{- 4x -|- 2  folgt  die  Bedingnngsgleichong  fürs   Max. 

dy  „  d*y 

oder  Min. :    — ,—  «  2  x  +  *  =■  0,  und  daraus  x  *»  —  2 ;  da  ferner  -=-^  =  2, 
dx  dx 

also  positiv  ausfallt ,  so  ist  y  hei  diesem  Werth  von  x  ein  Min.     Es 

ist  in  der  That  für  x  «  —  2  sofort  y  =»  — 2,  wiüirend  für  x  «  —  2^  A, 

y  »  y"  »s  —  2  -f-  A^  also  grösser  ausfallen. 

X 

3)  Um  SU  finden,  für  welche  Werthe  von  x  die  Function  y  =»  j—, — ; 

*        1  -|-  X 

ein  Max.  oder  Min.  wird,  hat  man: 

*)  Grund  hiezn  kann  jedoch  nur  bei  entwickelten  Irrational-  und 
unentwickelten  Functionen ,  keineswegs  aber  auch  bei  ent- 
wickelten rationalen  Functionen   vorhanden  sein;  weil   diese   für   die 

dy 
nftmlichen  Werthe  von  x ,  wofür  -r^  »  (x>  wird ,  ebenfalls  Unendlich 

dx 

werden,    indem   durchs  DifFerentüren   keine   neuen  Factoren  in   den 

Nenner  der  ursprünglichen  ration.  Function  kommen  können. 


^y  l—y*  ,  _rf^       2x*  — 6t 

Ana   der  Bedingungigleichnng  -^  —  0  folgt  x  =  i  1 ;  da  niin  -=-^   für 

ax  €fx" 

X  — +  1  DegAtiT  (—  —  1)  nndftr  x  — —  1  positiv,  (=^  +  4)  ansfillt, 

80  wird  Ar  x  ^^  4~  ^i   sofort  y  («-  |)  ein  Maximum,    und  ftr  x  »»  —  1, 

y(«»  —  4)  ®ii>  Minimam. 

4)  Für  y  —  —  folgt 

dy         l^lx  d}y        ^x^2x(\^li) 

17 ^^""'^rf?  P  ' 


femer  aob  --^»O  sofort  {x»  1,  d.  1.  ({.  291)  x«»«,  und  damit  wird 
ax 


e   eiB 


ax 
S( ■?■)  "*«"*'^'    "  '•*  "•"  y("ä-71828..)  **"- 

X 

Max.     (Daher  anch  umgekehrt  —  dafdr  ein  Min.) 

Anmerk.   Erh&lt,  wie  in  diesen  letztem  Beispiden,  der  Qootient  »r^ 

ax 

die  Bracbform ,  nnd  ist  -p^  *■  Tt  >   so  ist  ftr  jene  Wcrthe  Ton  r. 

ax         N 

wofür  dieser  Quotient   verschwindet ,   auch  Z  »^  0 ,    und  daher  Ar 
diese  Wcrthe  (wegen  d-^  —  — —^^5 )  -j^  —  — ■»   "^ 

rfx«         rfx  •  ^• 
Durch   diese  Bemerkung   wird  die  Ermittelung   des  Zdchens  diescf 
«weiten  Quotienten  bedeutend  erleichtert.     So  ist  Air  das  leiste  Bei- 
spiel --^  -« j— ,  also  ftlr  /x  «  l,  oder  x  —  e  (wegen  Z  —  1  —  /x, 

dZ      ^\        ,   ^^        ^,       ,        d^y  1  l 

-3—«« und  iV="x')   sofort -3-^  «- -i»^-—     negatir. 

ax         X  ax'  x'  «•         * 

a 


5)    Um   EU  untersuchen,    ob   die  Function  y'^a'\'Y(x*-*h)^   ein 
Max.  oder  Min.  haben  kann ,  hat  man 

dy  ^      2(x^6)     ^  2 

dv 
so,  dass  also  aus  der  gewöhnlichen  Bedingungsgleichnng  -j^  «» 0   sofort 

dx 

2  «»  0  würde ,    was  absurd  ist    Bevor  man   aber  aus  diesem  Umstanile 
auf  das  Kichtvorhandensein  eines  Max.  oder  Min.  schliessen  darf,  mo&5 


dx        .    3, 


man  auch  (f.  697)  -j—  *—  }  V  x  —  6—"  0  setsen  ,    woraus   man  in  der 

That  X  «B  6  und  dafür  y  »"  a,  dagegen  für  x  »»b ^h  die Nachbanrerth^ 
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y  -=  a  +  K(  db  Ä)',  d.  i.  y'^y"^a  +  Vk* ,   sonach  also  findet ,  da>s 

jf  (-»  a)  für  X  —  6  ein  Min.  wird. 


h 


6)  Fttry=-ci— Ka«  — ar>    (Gleichung  der  Ellipse,    in    welcher 

.He  Ahscisscnaxe  mit  der  grossen  Axc  in  dem  nach  nhwÄrt«  gezahlten 
Aba^Änd  «  c  parallel  l&uft  und  die  Ordinatenaxe  durch  den  Mittelpanct 
der  Curve  geht,  §.  461)  erhalt  man 

AoB  — «*0  folgt  ahw  ar-O,  nnd  mit  diesem  Werthe  [Anmerk.  cn  4)] 

d^-y  _^  b  ^    h 

d^"      ay^*__^i  =■  T  -^ ;  CS  ist  daher  für  diesen  Werth  von  x  -  0 

(die  Ordinate)    y   für  das  obere  Zeichen   der  gegebenen   Gleichung   (fllr 
den  Obern  Ast)  ein  Max.,  und  fllr  das  untere  ein  Min.  Ferner  folgt  aus 

^  =  cv>   auch   noch    (wegen  Va^-^x««  0)  x  -  i  « ;  aet.t  man  aUo, 

um  bieza  die  Nachbarwerthe  zu  entwickeln,  x:=±a±h;  so  wird 


oder  mr  die  kleinsten  Werthe  von  h  sofort  y  =  c±^  ^±2ah;    wor- 

a 

aus  sonach  folgt,  dass  y  nus  dem  Reellen  in's  Imaginäre  übergeht,    also 

mr  x  =  ±a  weder  ein  Max.,  noch  Min.  sein  kann. 

Anmerk.  Solche  Werthe  von  x,  wie  diese  letztem,  woftr  also  die 
Function  y  aus  dem  reellen  in  den  imaginären  Zustand  übergeht, 
heissen  Grenzwerthe  (hier  sind  es  die  den  Scheiteln  der  Ellipse 
entsprechenden  Abscissen). 

7)    Um   zu   untersuchen  ,   für   welche  Werthe   von  i  die  Function 

y«-(2ox  — X*)*  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man: 

jy_      4(a~r) 

rfx**       3, » 

3K2ax— x' 

wird  dieser  Quotient  -^=0  gesetzt,  so  erhalt  m:n  x«a,    und  damit 

wird  [Anmerkung  zu  4)]  -~^  » ~"  ^  ^    — ^     „^«.  *•         . 

**''-'  dx*  ~'°  —ä —  negativ,  also 

y  f&r  X  s»  a  ein  Maximum. 

Setzt  man  dagegen  (Note  zu  §.  697)  g  =»  ^  ,  so  erhält  man  auch 
2ax^x>  =  0,  und  daraus  x-0  und  x  =  2a.  Für  x  =  0  ist  auch 
y  — 0,  und  die  Nachbarwerthe  hiezu  sind  (x  «  0  db  Ä  gesetzt)  y  =r  y ' 
=  (-t  2«A^A«)^i,   oder   mr  die  kleinsten  Werthe  von  h  sofort  y  =y' 

=  (±2ah)'  =y4a»ÄS  also  beide  grösser,  als  y  =  0,    folglich  ' 
fürx-O    ein    Minimum.   —    Für   x  =  2«    ist   wieder  y  =.  0 , 
Bory*«  Compendlaiii  d.  höh.  Math.  qq 
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(  X  »  2  a  :t  A   gesetzt )     die    Nachlmrwerfhe    y  =  y"  «.  K  4  a*  A'    wieder 
gleichzeitig  grOsser  ausfallen,  so  ist  auch  dafür  y  ein  Kleinstes. 

8)    Da  man  endlich  ftr  die  Function  ^»ax,  -^«»a  erhalt,   also 

dy  dx 

weder -r^,  noch-;— «lO  sein  kann;  so  folgt,  dass  diese  Function  f&r  gar 
dx  dy 

keinen  Werth   Ton  x  weder  ein  Maximum  ,    noch    ein  Minimum  werden 

kann.  (VergL  §.  €94  am  Schiasse.)   [Weitere  Beispiele  III.,  100—109.] 

Aufgaben. 

§.  609.  Aufgabe.  Von  zwei  in  einer  bestimmten  Ent- 
fernung von  einander  stehenden  Lichtern  leuchtet  das  eine 
nMal  80  stark,  als  das  andere.  In  der  Voraussetzung  nun, 
dass  die  Beleuchtung  eines  Körpers  gerade  der  Intensität 
und  umgekehrt  dem  Quadrat  der  Entfernung  des  Lichte* 
proportional  ist,  soll  in  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Lichter  derPunctder  schwächsten  Beleuchtung  bestimmt 
werden. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Intensitäten  beider 
Lichter  durch  1  und  n,  ihre  gegenseitige  Entfernung  durch 
1,  den  Abstand  des  gesuchten  Punctes  vom  letztern  Lichte 
durch  a ,  und  endlich  die  Grösse  der  in  diesem  Puncte 
Statt  findenden  Beleuchtung  durch  y ;  so  hat  man  nach  der 

Voraussetzung :  y  =  —5-  -(-  -j- r^,  und  da  y  ein  Minimum 

X  \l  ~— *  XJ 

3. 

werden  soll :  -~  = ?•  +  "t; vr=0,  woraus  .r= -— 

ox  X  (^1 X)  l  +  V" 

folgt.  Da  femer  mit  diesem  Werthe  der  zweite  Difierential- 
Quotientl  =  — ^  -| — .  .  ^  I  positiv  ausfällt,  so  wird  da- 
für y  in  der  That  ein  Kleinstes. 

Für  n— 1  Oller  bei  gleichen  Lichtem  wird  7  =  4^  d.h.  derPnnct 
der  schwächsten  Beleuchtung  liegt  in  diesem  Falle  in  der  Mitte  twis^^hen 
beiden  Lichtem. 

§.  700.  Aufgabe.  Einen  senkrechten  Cylinder  von 
kreisförmiger  Basis  zu  construiren,  welcher  bei  gegebenem 
Inhalte  die  kleinste  Oberfläche  besitzt,  und  zwar  wenn  nebst 
der  Mantelfläche  a)  beide  Kreisflächen  und  h)  nur  eine  die- 
ser Flächen  hinzugerechnet  werden. 
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Auflösung,  a)  Seien  a^  der  Inhalt,  a:  der  Halbmes- 
ser der  Grundfläche^  und  z  die  Hohe  des  Cylinders;  so  ist 
dessen   Oberfläche   im    erstem    Sinne.*    y=^2i:aZ'{-2ita\ 

oder ,  da  aus  a^  =:  a^izz^  (a)  z  =  — ifolgt,  auch  y = |-2irdf*. 

Da  nun  y  ein  Minimum  werden  soll,  so  hat  man: 


3 


und  daraus  a  =  ,  ^     =  -^ — ^ ,   wofür  auch  in  der  That 

der  zweite  Differential-Quotient  I  =  -4-  +  4«  jpotitiv  aus- 
fällt. Es  besitzt  also,  da  bei  diesem  Werthe  von  a  [wie  aus 
(i)  folgt]2r  =  2«  wird,  der  gleichseitige  Cylinder  bei 
gegebenem  Inhalt  die  kleinste  Oberfläche  (oder  bei  gegebe- 
ner Oberfläche  den  grOssten  Inhalt). 

b)   Die  Oberfläche  im  letztem  Sinne  genommen,   gibt 
y=^2'Ka^z  +  w^*,  oder  für  z  wieder  den  Werth  aus  (a)  sub- 

Btituirt:  y  = \-i:a^;    es  folgt  daher  aus 

dx  x'      ' 
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sofort  a  =  -5^  =  ,  für  welchen  Werth  z^=a  (also  die 

Vi:  " 

Hohe  gleich  dem  Halbmesser)  und  der  zweite  Quotient  wie- 
der positiv  wird. 

A  n  m  e  r  k.  In  den  meisten  Fällen  kann  die  Entwickelang  des  iweiten 
Differential-Quotienten  erspart  werden,  indem  man  gewöhnlich  avs 
der  Natnr  der  Sache  schon  entscheiden  kann,  ob  im  betreffenden 
Falle  ein  Maximum ,  oder  ob  ein  Minimum  möglich  ist  So  folgt 
sE.  B.  gleich  hier  in  dieser  letzten  Aufgabe,  dass  die  Oberfläche  wohl 
ein  Minimum,  aber  kein  Maximum  werden  könne,  indem  diese  zwei 
Mal,  und  zwar  fttr  x  «  0  (wofllr  z  «  (X))  und  x  =  co  (wofltr  «  -*  0) 
Unendlich  wird ,  also  zwischen  diesen  beiden  Wcrthen  nothwendig 
ein  Werth  von  x  liegen  müsse,  für  welchen  die  Oberfläche  am  klein- 
sten wird ,  und  ron  da  zu  beiden  Seiten  hin  bis  ins  Unendliche 
wächst  [Noch  sehr  viele  andere  hieher  gehörige  Aufgaben;  III., 
109—  130.] 
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B)    Für   Functionen   zweier   veränderlichen 

Grössen. 

§.  TOI.  Um  (He  Werthe  für  x  und  y  zu  finden,  für 
>yelche  die  Function  z:=^f{x^  y)  der  beiden  von  einander 
unabhängigen  Variablen  x  und  y  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum wird ,  lasse  man  x  \xi  x  '\-h  und  y  in  y  +  *  überge- 
hen ;  so  erhält  man,  f{x  +  A,  y  -f-  4)  =  Z  gesetzt  (§.  669) : 

wo  zuerst,  da  es  sich  wieder  nur,  wie  in  §•  694,  um  das 
Zeichen  dieser  Differenz  handelt^  das  erste  Glied  der  Seihe, 
welches  bei  den  kleinsten  Werthen  von  h  und  A  hierüber 
entscheidet,  hinreicht, 

Soll  nun  z  für  0?  =  a  und  y  =  &  ein  Maximum  oder 
Minimum  werden,  so  müssen  wieder  die  benachbarten  Werthe, 
deren  es  hier  vier  gibt  und  dadurch  entstehen,  dass  man  h 
und  k  positiv  und  negativ  nimmt,  und  combinirt,  im  ersten 
Falle  gleichzeitig  kleiner,  im  letztern  aber  grosser  als  z  sein, 
oder  es  müssen,  wenn  man  für  diese  Werthe  von  x  und  y, 

■  ■^l=p  und  1^1=^'  setzt,  die  vier  Differenzen: 

Z— -f=pA+/Jfc,  Z'  —  z  =  ph  —  Tp'k^ 
Z"  —  z  =  —ph+p'k  und  Z'"  —  z  =  —  ph—p'k 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  sein«  Es  ist  aber 
wieder  leicht  zu  sehen,  dass  dieses  unmöglich  ist,  wenn  bei 
diesen  Werthen  von  ^  =  a  und  y  =  6  die  partiellen  Quo- 
tienten p  und  p'  nicht  Null  werden.  Verschwinden  sie  aber 
wirklich ,    so  folgt  femer  aus  (1) ,   wenn  man  noch  filr  die 

nämlichen  Werthe  von  x  und  y  die  Quotienten  ( j4)>  I  j — ^  |> 

Ij4l  durch  P,  Q  und  R  bezeichnet: 

(2)  ^  —  ir  =  i(P/i2-}-2(2AJfe -1-22*2)4-..., 

und  es  wird  z  ein  Maximum  oder  Minimum  sein ,  je  nach- 
dem dieses  erste  Glied  der  Reihe  (also  auch  Z — z)  für  die 
kleinsten  positiven  und  negativen  Werthe  von  A  und  k  ne- 
gativ oder  positiv  ausfällt.  Um  aber  sogleich  den  Einflus8, 
welchen  der  Zeichen  Wechsel  von  A  und  k  sonst  hervorbringt, 
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zu  beeeidgen,  stellen  wir  diese  Differenz  (2)  unter  folgender 
Form   (indem  wir  -j^  addiren  und  subtrahiren)  dar: 

(3)  Z-z  =  ii>(A  4-  ^*)Vi**(^^> 
woraus  auch  noch,  wenn  man  P  und  Ä,  dann  A  und  k  [wo- 
durch,  wie  man  sieht,   die  Relation  (2)  ungeändert  bleibt] 
mit  einander  vertauscht,  der  Ausdruck  folgt: 

(4)  Z-.  =  iÄ(jfc4-4A)'  +  iA'(^^). 

Ist  nun  P  negativ  und  — ^—  Null  oder  auch  negativ,  d.  i. 

(weil  der  Nenner  P  negativ)  PP  —  Q*  Null  oder  positiv ; 

ferner  auch  P  negativ  und  ^-^  Null  oder  negativ,  d.  i. 

wieder  PR—  Q^  Null  oder  positiv;  so  ist  Z—z  [sowohl 
in  (3)  als  in  (4)]  negativ  und  daher  z  ein  Maximum.  Sind 
dagegen  bei  derselben  Voraussetzung  von  PR  —  Q*  Nu^! 
oder  positiv,  P  und  R  gleichzeitig  positiv;  so  ist  Z  —  z  [in 
(3)  und  (4)]  positiv,  also  z  ein  Minimum,  d.  h.  also:  die 
Function  z  wird  für  die  Werthe  von  a*  =  a,  y=b  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  je  nachdem  bei  diesen  Werthen  P  und 
R  gleichzeitig  negativ  oder  gleichzeitig  positiv  ausfal- 
len, und  ausserdem  noch  in  beiden  Fällen  PR — Q*  Null 
oder  positiv  ist.     [IIL,  133,  Note.] 

Anmerk.  1.  Es  ist  zwar  anch  mOglich,  dass  P,  Q  und  R  versch winden, 
Bo ,  dass  man  also  in  (1)  auf  die  dritten  und  hohem  Differential- 
Quotienten  übergehen  müsste;  da  es  sich  indcss,    wenn  bereits  aus 

den  beiden  Bedingungsgleichungen  l-r — 1  =  0, 1 -7— l=Odie Werthe 

X  =^  Of  5  =  6  gefunden  worden ,  in  der  Kegel  ans  der  Natur  der 
Sache  entscheiden  lässt,  ob  diese  Werthe  einem  Maximum  oder  Mi- 
nimum entsprechen ,  oder  wo  dieses  nicht  möglich  wäre ,  jedenfalls 
die  dem  Werthe  z  z==f  ix,  y\    entsprechenden    vier    Nachbarwerthe 

hierüber  Aufschi U88  geben;  so  kann  man  diese  fernere»  ohnehin  sehr 
complicirte  Entwickclung  ohne  Weiteres  fallen  lassen. 

Alimerk.  2.  Analog  mit  der  Bemerkung  in  §.  607  kann  auch  hier  im 
Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Minimum  nicht  bloss  für  |~r~l='Of 

und    l'T^I'^O,    «ondem  auch  noch  in  folgendni  drei  Fällen  Statt 
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find.»:    (^)  -  0  und  (^)  -  «>,    (^)  -  ~  und  (g)  -  O. 

I  _1 1  SS  CO  und  I -r^  I  »»  c^.  Findet  man  aus  einem  oder  dem  an- 
\dxf  \dyj 

dcrn  dieser  drei  Systeme  reelle  Werthe  für  x  und  y,  so  mass  man 
zur  Benrtheilung,  ob  sie  einem  Maximum  oder  Minimnm  Ton  z  ent- 
sprechen ,  wieder  auf  die  Nachbarwcrthe  übergehen  (s.  das  folgende 
Beispiel). 

BeispieL    Um  zn  untersuchen,   ftlr  welche  Werthe  ron  x  und  j 
die  Function 


3 


s  —  2x*—  2y  +  6^(12  -  X*)*  +  31/ (y  —  2)^ 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hat  man 


m-'i-i^) 


^  und 
1/123? 

I.   Aus  dem  Systeme   |~7~~l'^0  und   1— ^ — I  =»  0  erhiüt   man  nun 

X  '^Oj  :^2  und  y  =»  3.     Um  zu  sehen ,    ob  diese  Werthe  ein  ^^'«^«lawTn 
oder  Minimum  geben,  hat  man : 

16  X* 


1  Vl2— X»    i 


®  1/(12  — x^)* 


posi- 


nun  wird  daraus  für  x=0  und  v=3  sof.  |-r4l  «  4  |         ,       —  1 

tiT,  und  l^«)'*^^}  negativ,  also  findet  fftr  diese  Werihe  weder 
ein  Maximum ,  noch  Minimum  Statt.  —  Dagegen  ist  für  x »  J:  2  und 
3r«*3  sofort  I^J  —  —  J  negativ  und  l^|  =r  —  Jebenfiüls  nega. 
tiv,  demnach  geben  diese  Werthe,  da  ausserdem  daftkr 

(£)Q-(Ä)--.-.-»= 

positiv  ist,  ein  Maximum  (2  »-29). 

IL    Aus  dem  Systeme  i--t—  I  »  0  und  I  -7— |  »«  co  folgt  x.»-  0,  :£  2 

nndy  =  2.  Für  x==:  0  und  y  =  S  wird  «  =  -- 4  + 6>/l44  ,  und  da 
lürx  —  O^A  uudy  —  2iit  die  Nachbarwertb« 


S 
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«  =  «"  —  2Ä»  —  4  ^  2Ä:  -[-  6  (12  —  Ä*)^  +  3  (±  it)^ 
oder  (tr  die  kleinsten  Werthe  von  h  und  X;  CfÜr  welche  aofort  die  höbern 
Votenxen  wegfiiUen) 

3  3  

«'=-«'  =  --4  +  6'Kl44  +  3|/Jb*, 

also  gleichzeitig  grösser  ausfallen;  so  ist  fftr  diese  Werthe  z,  nnd  zwar 
da,  wie  man  sieht,  die  Änderung  von  x  keinen  Einfluss  hat  (indem  in 
den  letzten  Werthcn  Ton  z'  und  z"  k  nicht  mehr  vorkommt),  für  jeden 
Werth  von  x  (so,  als  ob  x  constant  w&re)  nnd  ^  »■  2  ein  Minimum. 

lU.  Das  System  1-^  |  =.  <x)  und  (-^1  —  0  gibt  x  «  i  2^3  und 

y  =  3;  dafar  ist  z  -=■  21  und  (far  x  =  i  2  j/s  i  Ä  undy  =  3  i  *^»  wenn 
man  zugleich  wieder  nur  die  Glieder  der  niedrigsten  Dimension  beibehält) 

z'  =  z"  =>  21  4"  12  ^6  ,h%  also,  da  die  Änderung  von  y  keinen  Einfluss  hat, 
(indem  in  z'  und  z"  kein  k  mehr  vorkömmt),  unabhängig  von  y  (so,  als 
ob  y  constant  w&rc)  z  ein  Minimum. 

IV.   Aus  dem  letzten Syfjteme  endlich,  l-r— |=»<vund  f-i— )«"  ^^ 

erhiilt  man  x  =  db2V'3  nnd  y  =>  2  ,    und   damit   z=r20.      Da  nun    für 

x=±2l/3i:A  nnd  y-=2±k  sofort  z'z=z"=20+12  |/6A^  +  SiL* 
ist,  also  die  Nachbarn erthe  beide  grösser  ausfallen;  so  ist  z  (=  20)  für 
diese  Werthe  von  x  =  :t2/3  und  y  »  2  wieder  ein  Minimum. 

Aufgaben. 

§.  702.  Aufgabe.  Eine  Zahl  a  in  drei  Thcile  so  zu 
theilen,  dass  das  Froduct  derselben  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  gesuchten  Theilc 
durch  Xj  yy  a  —  (or  +  y)  und  ihr  Product  durch  z ;  so  sind 
zufolge  der  Aufgabe  die  Werthe  fCr  x  und  y  zu  bestimmen, 
ftkr  welche  z  =  ay  (a  —  x  —  y)  =  axy  —  x^y  —  a?y*ein  Maxi- 
mum wird.  —  Nach  der  im  vorigen  §.  abgeleiteten  Regel 
hat  man: 

{^)=y{a  —  2x  —  y)=iO  und 

aus  welchen    beiden  Bedingungsgleichungen  sofort  (da  jene 

^  =  0,  y  =  0  unbrauchbar   sind)  x  =  — ,  y  =  — ,     nämlich 

folgt,  dass  die  Zahl  a  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  wer- 
den muss^  wenn  das  betreffende  Product  ein  Maximum  oder 
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Minimum  sein  soll.  Um  aber  zu  sehen ,  ob  und  welcLcd 
von  beiden  Statt  findet,  hat  man,  auf  die  zweiten  Differen- 
tial-Quotienten Obergeheml,  und  in  diese  nach  der  Vorschrift 

för  X  und  y  die  gefundenen  Werthe   setzend:  ("^-Tl**"^2y, 

al8oP= ^,  (j^)  =  a-^2x-^2y,  also   Q  =  — ^ 

und  yj-t\  =  —  2ar,  demnach  i2  = ^.     Da  nun  hier  P 

und  R  negativ,  und  PR —  Q*  =  — ^ ~-  positiv  ist, 

so  ist  das  Product  2:  =  |-|-l   =-|-in  der  That  ein  Max. 

§.  708.  Aufgabe.  Ein  Dreieck  zu  construiren,  wel- 
ches bei  gegebenem  Umfang  die  grössto  Fläche  (oder  bei 
gegebener  Fläche  den  kleinsten  Umfang)  besitzt. 

Auflösung.  Seien  2«  der  gegebene  Umfang,  x  die 
eine,  y  die  zweite,  ako  2»(a?-j-y)  ^^  dritte  Seite  des 
Dreiecks;   so  ist  bekanntlich  die  Fläche  desselben  (§.  65) 

^  =  ]/«(«  — •^)  (« —y)  («  + y  —  «)• 

Da  nun  z  ein  Maximum  werden  soll,  so  hat  man  nach  der 
Hegel : 


m- 
m- 


2z 


=  0, 


__     *(*  — r)(25--x  — 2y)    _^ 

2z  ~^* 


und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  (da  8  —  x  und  s—y 
nicht  Null  sein  können,  x  =y  =  — .     Mit   diesen   Werthen 

I.»t  man  ferner  [wegen  (g)  =  (^) = _  |1,  ^£±-)  =  -L. 

und  .  =  i,V3]  i'  =  -yj.  Q  =  --5yäUndÄ  =  -^; 

also  ist  P  und /2  negativ,  und  FR — Q*-=3 — J  positiv, 
folglich  dafür  z  ein  Maximum,  d.  h.  unter  allen  Dreiecken 
von  einerlei  Umfang  besitzt  das  gleichseitige  die 
grösste  Fläche. 

§.  704.    Aufgabe.    Die  Dimensionen  eines  rechtwin- 
keligen parallcicpipcdiecliea  Gcfasses  anzugeben,  welches  bei 
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gegebenem  Inhalt  die  kleinste  Oberfläche,  dahin  auch  den 
Deckel  gerechnet,  besitzt. 

Auflösung.  Seien  a'  der  gegebene  Inhalt  und  a*,  y^ 
u  die  drei  Seiten  des  Parallelepipedes ;  so  ist  dessen  Ober- 
fläche: r  =  2xy  +  2^M  -f"2yw,  oder  wegen  a^=xyUf  woraus 

(%)  u=  -^  folgt,  auch :  z  =  2  tat/  H — ^ — \-  —I.    Da  nun  z 

ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  daftir 

Statt  finden,  woraiu  sofort  x  =  y  =  a  folgt.  Mit  diesen 
Wcrthen   hat  man  [wegen  ^£l^==^,  (/^j^)=2,{j^^ 

=  — r]  •^=  i2  =  4  und  Q  =  2,  also  P  und  R  positiv  und 

PR  —  Q*  =  16  —  4  ebenfalls  positiv:  es  ist  daher  dafhr 
z  ein  Minimum,  d.  h.  unter  allen  parallelepipedischen  Gc- 
fässen  besitzt  der  Würfel  bei  gegebenem  Inhalt  die 
kleinste  Oberfläche,  oder  bei  gegebener  Oberfläche  den 
grösstenlnhalt.  [Noch  mehrere  Aufgaben:  III,  136 — 143.] 

An  merk.  Die  hier  entwickelten  Sätze  verhelfen  uns  nnnmehr  auch 
zu  einem  einfachen  Beweis  des  im  {.  19T  auigesteUten  Lehrsatzes: 
^AM  jede  höhere  Gleichang,  selbst  wenn  ihre  Coefficienten  imagin&r 
waren,  eine  in  der  Form  p  +  9**  wobei  t  ffir  V^—  1  steht,  begrif- 
fene Worsel  besitzen  mflsse. 

Setzt  man  n&mlich  in  der  allgemeinen  Qleichnng  [(1),  f.  146] 

X=  X»  +-^1  ^"^*"^  +  •  •  •  +  -<*»-l  X  +  Ja  «"  0, 
in  welcher  die  Coefficienten,  sie  mögen  reell  oder  imagin&r  sein,  als 
in  der  Form  (t-\'ß%,  wobei  a  und  ß  (sowie  oben  p  und  q)  nur 
reelle  Grössen  bezeichnen  (die  auch  thcilweise  Null  sein  können), 
enthalten  angesehen  werden,  sofort  x  =  p  4~  9*  t  so  erhält  man,  wenn 
gehörig  entwickelt  und  geordnet  wird ,  einen  Ausdruck  yon  der 
Form : 

(m)  x  =  p+a*, 

wobei  P  und  Q  reelle,  von  p  und«/  abhängige  Grössen  bezeichnen. 

Es  muBB  nun  gezeigt  werden ,  dass  immer  reelle  Werthe  fftr  p 
und  q  möglich  sind  ,  woftlr  P «.  o  und  Q  ^  0  ,  oder  was  dasselbe 
ist,  P"  +  Q'  =  0  wird. 

Setzt  man,  um  dieses  zu  beweisen,  P^  +  Q*  '^Z,  so  folgt  zuerst, 
dass  Z  für  alle  reellen  Werthe  von  p  und  q  nur  positive  Werthe 
und  im  l^oB&ersten  Falle  den  Wcrth  Null  haben  können,  so  dass  es 
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also  nothwendig  für  p  and  q  reelle  Werthe   geben  müsse ,   wofür  Z 
ein  Minimam  wird.     Um  diese  Werthe  zu  finden,  hat  man  nach  der 

Torigen  Begel  (f.  701)  1-7^1  =  0  und  |-7^J  =  0  zu  setzen,  od« 

wenn   man   f&r  z   den  Werth   substituirt   und    wirklich    differcntiirt 
(dann  mit  z  abkürzt): 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  nun  entweder  P  =  0  und  Q  =  0 
oder 

mm)- (im)- 

Ks  ist  jedoch,  ohne  erst  in  eine  weitere,  auf  die  vorigen  Rc;:c!q 
gestützte  Untersuchung  einzugchen,  leicht  zu  sehen,  das«  diese  lct2- 
tere  Gleichung  keine  Werthe  für  p  und  q  liefern  könne ,  wofür : 
ein  Minimum  wird ,  indem  diese  Gleichung  nur  eine  dieser  beiden 
Grössen  bestimmt,  wenn  die  andere  willkürlich  angenommen  wonlea. 
Legt  man  nun  z.  B.  der  GrOsse  p  uneudlich  viele ,  successir  auf 
einander  folgende  Werthe  p\  /?"...  bei,  und  bestinmit  nach  dieser 
genannten  Gleichung  die  zugehörigen  Werthe  von  q  ^=- q\  q"  •  •  -^ 
so  müssten  diese  sämmtlichcn  Werthe  von  p\  q\  p\  q"  .  .  ,  eben 
so  vielen,  nämlich  unendlich  vielen  Minima  von  z  entsprechen,  «as 
absurd  ist. 

Dagegen  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  beiden  Gleichungen 

P==0  und  Q=»0 
allen  Bedingungen  eines  Minimums  für  z ,    den    vorigen  Beteln  ge- 
mftss,  vollständig  entsprechen. 

Da  es  nun  gewibs  ist,  dass  es  für  z  einen  kleinsten  Werth  gcboa 
muss,  und  dass  ferner  diejenigen  reellen  Werthe  von />  und  7,  wekbe 
diesem  Minimam  von  2  entsprochen,  zugleich  auch  die  beiden  GnV 
sen  P  und  Q  auf  Null  reduciren;  so  folgt  won  selbst  [Relat  («)]i 
dass  für  die  nämlichen  Werthe  von  p  und  q  auch  X^'O  wird. 
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Sechstes  Capitel. 

Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  Theorie 

der  ebenen  Curven. 

Methode  der  Tangenten. 

§.  TOS.  Es  sei  BMM"  (Fig.  80)  irgend  eine  ebene '«t» 
Curve,  AX  die  Abscissenaxe,  A  der  Ursprung  der  rechtw. 
Coordinaten,  und  t/=f(ai)  die  Gleichung  dieser  Curve.  Man 
ziehe  zu  irgend  einem  Puncte  M  derselben  die  Ordinate  AfP 
(wodurch  also  AF==a  und  PM=y  wird),  lasse  die  Ab- 
scisse  a  um  das  beliebige  StQek  PP'  =  h  zunehmen,  und 
ziehe  durch  P'  die  Ordinate  F'M' ;  so  sind  AP'  = « -f*  '* 
und  P'M'  =y  =f{t/  -\-  h)  die  Coordinatcn  von  M'.  Zieht 
man  durch  M  und  M'  die  Secante  SMM'  y  und  durch  M 
zu  AX  die  Parallele  ^Q;  so  entstehen  die  beiden  ähnlichen 
Dreiecke  M'MQ  und  MSP,  aus  welchen  M'Q:MQ=MP:  SP, 

und  daraus  die  Subsecante  SP= — j^^^ — ,oder,  wegen 

MP=y,MQ=PF=h,  M'Q=M'P—MP=f{x-]-h)'-f(x) 

=  -^A+pA*  +  ...  (§.  660)  auch,  wenn  man  gleich  durch 

h  abkürzt :    SP=  -= ^ folgt. 

§•  100.  Bei  der  unendlichen  Abnahme  von  h  nähert 
sich  Äf  unendlich  dem  Puncte  M,  und  die  Secante  SMM' 
ohne  Ende  der  in  M  errichteten  Tangente  MT;  für  A  =  0 
geht  endlich ,  da  nun  beide  Puncte  3/  und  AT  zusammen- 
fallen (§.  428),  die  erstere  vollends  in  die  letztere,  also  auch 
die  Subsecante  in  die  Subtangente  (§.  526)  Qber,  und  man 
hat  sofort  aus  dem  vorigen  Ausdruck: 

Subtangente  Pr=y:  ^  =  y"5~' 

§.  107.  Wird  ferner  noch  in  M  die  Normale  (§.  526'' 
ilN  gezogen^   so   folgt   aus   dem  rechtwinkeligen  Drr 
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TMN  sofort  MP*  =  PT.PNy  und  daraus  PN=-^, 
oder  wenn  man  substituirt  {MP=y  und  PT  aus  dem  vo- 
rigen Paragraphe),  die  Subnormale  PN=y-j^. 

§.  708.    Weitere  ist  die 

Tangente  ifr=  ]/"ifP»  +  P r*  =  y |/l  +  ^ 
und  die 

.Normale  irJV=K^T^P?V^=y l/l  +  5P^- 

Ist  z.  B.  die  Carve  die  gemeine  Parabel,  so  ist  ihre  Gleichiiiig 
(§.  478)  y*^=px,  und  daftr  --^«»-~,  folglich  (in  Übereinstimmang 
mit  §§.  530  ~  532} 

^y        P         P  ^  dx        2 

MT=y  \/^\'h—  =  Vpx-^Ax*   und 

$.  700.    Ist  a  der  Winkel,   welchen  die  Tangente  MT 
mit  der  Abscissenaxe  bildet,  so  ist 

,-v    ^  ifP  rfx  dv 

(1)  to«<7a  =  py=y:y-^  =  -^- 

Lässt  man  daher  ;r,  y  fQr  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punctes  gelten,  und  bezeichnet  die  allgemeinen  oder  laufen- 
den Coordinaten  der  Curvc  'durch  x\  y  ;  so  erhält  man  für 
die  Gleichung  der  Tangente  (§.  393): 

(2)     y'_y=^(^'_x), 

also  auch  für  die  Gleichung  der  Normale  (§.398,2.): 

(3)  y'-y=-^(*'-*). 

An  merk.     Der  Differential  -  Quotient  -^(r=tangx)  gibt  anglcich    (rnr 

wir  bereits  in  der  Anmork.  zu  §.  631  angedeutet  haben)  Aufschla;« 
über  die  Natur  des  Laufes  der  Curvc  in  der  Nähe  des  Berfihmngs- 
pnnctes  x,  y\  indem  dieser  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem 
die  Ordinnte  FM  (Fig.  SO)  im  Zu-   oder   (Fig.  Sl)   Abnehmen 


begriffen,  da^egca  yerich  windet,  wenn 'diese  im  ersten  Falle  ihren 
grOssten,  und  im  letstem  ihren  kleinsten  Werth  erreicht  hat 
(pm  Fig.  81);  weil  der  Winl^el  a  beziehungsweise  spits,  stampf 
oder  Na  11,  also  im  letztem  Falle  die  Tangente  mV  mit  der  Ab- 
scissenaxe  parallel  ist. 

Differential  des  Bojgens  und  der  Fläche. 

§.  710.  Um  das  Differential  des  Bogens  BM  der  Curve 
(Fig.  80)  zu  finden ,    sei  Bog.  BM=  a  und   «  =  ^  (or) ;    so  *■«  ^ 
ist,  wegen  Py  =  h  (§.  660): 

Bog.  MM'  =  ^{x  +  h)-^{x)  =  ^h  +  ph^+  ... 

FOr   die  Sehne   des    nämlichen  Bogens   folgt   aus   dem 
rechtw.  Dreieck  MQAf: 


=  [(l  +  iil)».  +  ^V  +  ...]' 


«»y' 


man  hat  also,  gleich  durch  h  abkürzend: 


Sehne  MM' 


+  i*Ä+QA*+... 


Bogen  MM'  ^'^    •      i   i      i.  . 

■j^  +  P^  +  9^  +•-- 

Bei  der  unendlichen  Abnahme  von  A  nähert  sich  der 
Bogen  MAf  ohne  Ende  seiner  Sehne,  also  das  hier  darge- 
stellte Verhältniss  ohne  Ende  der  Einheit;  für  A  =  0  wird 
dieses  vollends  gleich  1,  und  man  hat  daraus,  wenn  unter 

einem  mit  -j—  multiplicirt  wird :   -—  =  1 1  -{-  -r-j-l  ;   es  ist 
also  das  DifferentiaLdes  Bogens: 

(1)     de  =  yda!*  +  dy*  =  da,  |/l  +  -g-. 
Ist  z.  B.  die  gegebene  Canre  die  £  1 1  i  p  s  e ,   so  ist  ihre  Oleichnng 
(S.  4«8)  y  •«  —  Va*— ar» ;  daraos  folgt 

jrfy  __      — hx 
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so  wi6  mit  diesem  Werthe  aus  der  vorigen  Formel  (1)  nach  einer  ein. 
{acben  Bednction  (und  wegen  a*  —  6Sa>c'): 


(«)     dB  = 


aV  a^  —  X- 


§.  711.  Um  das  Differential  des  Frachensegments 
AB MP=  z  zu  bestimmen y  sei  z=if{x)^  wo  f{a)  eine 
noch  unbestimmte  Function  von  x  bezeichnet;  so  hat  msn 
wieder : 

Segm.  PM'=f(x  +  h)—f{x)  =  ^h  f  pA« -h- . .  (§.  660). 

uX 

Nimmt  man   ferner   statt  des   Bogens  MM'  die  zugehörige 
Sehne  y  so  ist 

Trapez  PM'  =  ^  (MP  -f  M'F)  PF 

=  yÄ-|-PA»+QA«  +  ...; 
folglich  auchy  wenn  man  gleich  wieder  mit  A  abkürzt: 

Segm.P3r_J7+^^  +  ^^'  +  -- 
Trap.   PM'~  y -|- PA  +  QA*  +  . .  / 

Da  sich  nun  dieser  Quotient  bei  der  unendlichen  Ab- 
nahme von  A  wieder  ohne  Ende  der  Einheit  nähert ,  nml 
ftlr  A  =  0  vollkommen  gleich  1  wird;   so  hat  man  daraus, 

dz 

wenn  man  gleich  mit  y  multiplicirt :  y=-— ,  also  ist  da? 
Differential  der  Fläche:  (2)  dz=^ydx. 

§.  712.    Um   auch   noch   das   Differential   des  Sectore 
^^^*^*BAM  [Fig.  81,  a)]  auszudrücken,  hat  man 

Segm.  AMB  =  Dreieck  A  MP+  Segm.  PMB 

=  i  a?y  4-  Segm.  PMB , 
also  auch 

d.Segm.  AMB  =  id^ry  +  d.  Segm.  PMB 

=  iadt/  4"  iyda  —  f/dx 

[es  ist  nämlich  d.Segm.PMB  =  dz  aus  der  Formel  (2) 
und  dieses  Differential  negativ  zu  nehmen,  weil  hier,  die 
Abscissen   von  A  gezählt,   mit   einer  Zunalime  von  x  ^ine 
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Abnahme  von  z  yerbunden,  also,   wenn  dx  positiv  ist»  so- 
fort iz  negativ  sein  muss] ;  es  ist  also 

(3)     d .  Segm.  A  MB  =  \  {xdy  —  ydx). 

Fftr  die   BIlipae  z.  B.  ist  (siehe  das  yorige  Beispiel)  das  FlAchen- 
element : 

nnd  vermöge  der  rorigen  Formel  (S),  nach  einer  leichten  Redaction,  Ar 
das  Element  des  Sectors: 

•—  ahdx 

2y  o* — x' 

A n m e  r  k.  Nach  der  Zei&ni/z*8chen  oder  der  Methode  des  unend- 
lich Kleinen  werden  die  vorigen  Ansdrücko  (von  §.  706  his 
|.  711)  ganz  knrs  und  einfach  an f  folgende  Weise  gefunden.  LAsst 
man  [Fig.  80,«)]  die  Abscisse  ^P— x  nm  ihr  Differential  "^,**' 
pp=:dx  zunehmen,  so  wflchst  die  Ordinate  MP  =  y  um  ihr  Dif- 
ferentiale mw^dyy  der  Bogen  BM*^a  um  das  Element  Mm^=d8 
(vrelches  llberdiess  als  eine  gerade  Linie  angesehen  wird,  die  ver- 
längert ,  zugleich  die  Tangente  MT  bildet) ,  und  die  FlAche  des 
Segments  ABMP^z  um  Pm^^dz,  Da  nun  das  kleine  (cha- 
rakteristische  oder  Elementar-)  Dreieck  Mmn  jenem  MPT 
ähnlich  ist,  so  hat  man 

MPiPT^mniMn    oder    y\PT=sdyidx, 

und  daraus  PT^y-^y  wie  in  §.  706,  mit  welchem  Werthe  man 

dann   wieder   ans   den   rechtwinkeligen    Dreiecken    TMN,    TMP 
und  PMN,  wie  oben,  ganz  einfach  PN,  MT  und  MN  erhält.  — 

Es  ist  femer  Mm  —  ViV«*  +  m«*,  d.  i.  rf«  —  Vrfx»-|-c/y%  wie 
in  §.  710  (eigentlich  muss  zuerst  bewiesen  werden,  dass  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Bogen  und  der  Sehne  Min  eine  unendlich 
kleine  GrGsse  der  zweiten  Ordnung  ist).  Femer  ist  die  Fläche, 
diese  als  Trapez  angesehen :  Pm  =•  4  (y  +  y  +  dy)  dx  ^ydx  ^  dz, 
wie  in  §.  711.  —  Endlich  ist,  wenn  x,  y  und  x',  y'  die  rechtwin- 
keligen Coordinaten  der  Puncte  M  und  m  [Fig.  81,  «)]  bezeidinen,  ^^\y^* 
bekanntlich  (and  wie  auch  sehr  leicht  zu  finden): 

Dreieck  MA  tn  =  i(yx'  —  xy') , 

also,  wenn  Mm  das  Element  des  Bogens  bezeichnet,  wegen  x'^^x-l^dx 
und  y  •*■  y  +  dy,  sofort : 

d,  AMB  —  Dreieck  MAm  =  \  (ydx  —  xdy), 

welcher   Ausdmck  (da  das  Segment  AMB  abnimmt,    wenn  x  zu- 
nimmt)  negativ  genommen,   dem  obigen  in  {.  712  genau  gleich  ist 
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Von  den  Aeymptoteti. 

§•  TIS.  Rückt  der  ßcrührungspunct  der  Tangente  mit 
der  Curve  immer  weiter  und  weiter  hinaus,  und  entfernt 
sich  so  fortwährend  vom  Ursprünge  der  Coordlnaten;  so 
zeigen  endlich  die  letzten  Tangenten ,  ob  die  betreffende 
PI«,  tt.  Curve  Asymptoten  besitzt  oder  nicht.  Denn  ist  BL  (Fig.  82) 
eine  Asymptote  der  Curve  QM^  MT  die  Tangente  im 
Puncto  Af,  und  A  der  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coor- 
dinaten;  so  nähert  sich  die  Tangente  3/7"  der  Asymptote 
BL  um  so  mehr,  je  weiter  man  den  Punct  M  auf  der  Curve 
fortrücken  lässt,  und  fällt  endlich,  wenn  dessen  Abscis^se 
x  =  oo  geworden,  mit  dieser  vollends,  also  auch  ^  T  mit 
ABj  und  AS  mit  AC  zusammen.  (Vergl.  auch  §•  524, 
Anmerk.) 

§•  714.  Berechnet  man  daher  aus  der  gegebenen  Glei- 
chung y  =/(a!)  der  Curve  die  Abschnitte  A  T  und  A  S 
[am  einfachsten  aus  der  Gleichung  der  Tangente  (2),  §.  709, 
in  welcher  nach  einander  y'  und  a'  =  0  gesetzt,  und  bezie- 
hungsweise si  ^='  AT  und  y'  =.  AS  daraus  bestimmt  wer- 
den] ,  und  setzt  in  diesen  ^  =  oo ;  so  müssen  sie  bezie- 
hungsweise in  ^J3  und  AC  übergehen,  d.  h.  endliche 
Werthe  erhalten,  wenn  die  Curve  wirklich  eine  durch  die 
Puncto  B  nind  C  gehende  Asymptote  BL  besitzt.  —  Läuft 
dagegen  die  Asymptote  mit  der  Abscissenaxe  AX  pa- 
rallel, so  wird  zwar  (bei  dem  genannten  Werth  von 
x  =  oo)y=AS^=AC  eine  endliche,  dagegen  x -=  AT 
■=^AB  eine  unendliche  Grösse.  Läuft  sie  endlich  mit 
der  Ordinatenaxe  AY  parallel ,  so  erhält  für  y  =  oo, 
X  =  AT=^AB  einen  endlichen,  dagegen  y'=-4S  =  -4r 
einen  unendlichen  Werth. 

§.  715.  Setzt  man  dem  zufolge  in  der  erwähnten  Glei- 
chung (2),  $.  709,  nach  und  nach  y    und  jt'  =  0;  so  erhält 

man   daraus  — x'  oder  (1)  AT^=y'2 *f   «nd  y'  oder 

(2)  AS^=^y  —  ^~^\  u"^  dieses  sind  die  Ausdrücke,  wel- 
che, im  Falle  die  CuiTe  y  =f(x)  ein  oder  mehrere  Asym- 


ptoten  besitzt ,  fbr  4r  =  oo  oder  (wenn  nicht  etwa  dafftr 
ohnehin  schon  auch  y  =  oo  wird)  y  =  oo  zusammen  oder 
theilweise  endliche  Grössen  werden  müssen.  SoUten  diese 
jedoch  Null  werden,  was  dann  anzeigen  würde,  dass  die 
Asymptote  durch  den  Ursprung  ginge;  so  müsste  man  zur 
Bestimmung  ihrer  Neigung  mit  der  Abscissenaze  den  Quo- 
tienten (§.  709)  ^  entwickeln,  und  darin  a  oder  nach  Um- 
standen ^  =  <x?  setzen« 

§.  716.     Beispiele  hierüber. 

1)  Ans  der  Gleichung  der  Linien  zweiter  Ordnung  ({.  484)  y^^px 
-{-qx^  folgt:  -~^  «-  — — — ^ — ;  also  Bind  ftr  diese  Gurren  die  vorigen 
Ansdrftcke  (1)  und  (2)  sofort: 

AT P^ X 2 —    und 

p  +  ftgx  p_ 

X 


"     'Vi 


+  9 


Setzt  man  nun  in  diesen  beiden  Ausdrücken   x=^oo   (woflür  auch  su- 
*  folge  der  gegebenen  Gleichung  y «—  co  wird),   wodurch  AT  und  AS  in 
AB  und  AC  übergehen ;  so  erh&lt  man: 

AB  =  ^    und    ÄC  =  -^i 

welche  Ausdrücke  sofort  zeigen,  dass  wenn  ^  Null  oder  negativ 
ist  (was  f.  484)  beziehungsweise  für  die  Parabel  oder  Ellipse 
Statt  findet),  die  Curve  keine  Asymptoten  habe,  weil  im  erstem  Falle 
A  B  und  A  C  Unendlich ,  im  letztem  aber  A  C  imagin&r  wird ;  dass  hin- 
gegen, wenn  q  reell  und  positiv  (was  bei  der  Hyperbel  der  Fall) 
ist,  die  betreffende  Curve  Asymptoten  besitze,   welche  durch  B  und  C 

gehen.    (Nun  ist  für  die  Hyperbel,  |.  484,  p  = und  q  =  — j->  •!«> 

AB^^  =  a  und  ^C^-A-  — J- 6-  (vergU  §.  472,  7.) 

2)  Eben  so  findet  man  Ar  die  Curve,  deren  Gleichung  4xjf  — Srx 
-f-  ar  *»  0  ist: 

^y_8xy-3rx     „„^  ^ 5  „  SjLrlf:, 
3r  —  4y  4 

und  daraus  für  r  »=  oo  (wofür  y  ^^^r  wird)  :  AB  »^  oo  und  ^(7=  |r; 
dagegen  für  jf  =  oa  (wofür  x  —  0  wird) :  AB  =  0  und  AC'^oo.    Diese 
Barg*B  Compendinm  d.  liOli.  Math.  31 


4^8 

Cmre  bat  abo  swei  Asymptoten,  woron  die  eine  in  den  Abstand  }r 
mit  der  Abscissenaxe,  und  die  andere  in  den  Abstand  0  mit  der  Onü- 
natenaxe  (mit  welcber  bic  also  zusammenfiUlt)  parallel  Unit. 

Kennzeichen,   ob  eine  Curve  gegen  die  Ab- 
aeiesenaxe  concav  oder  conv eas  sei. 

§.  117.  Es  seien  für  einen  beliebigen  Punct  M  der 
^^•g:  Curve  BMM"  [Fig.  80,  a)  und  6)]  AP=a,  PM=y=f(x) 
die  rechtwinkeligen  Coordinaten  und  PP'  =  P'P^'  =  h  eine 
beliebige  Zunahme  der  Abscisse,  demnach  P' M'  =  f  {a;  -\- h) 
uni.  P^'M"  =f(x-\-2h)  die  entsprechenden  Ordinaten.  Zieht 
man  durch  M  und  M'  die  Secante  SMM'Of  und  mit  AA 
parallel  die  Geraden  MVy  M'V\  wodurch  (wegen  Con- 
gruenz  der  beiden  Dreiecke  MM'Q  und  M'OV)  OV'  =  M'Q 
wird ;  so  ist  in  Fig.  h) :  M"0^=  M"  V  —  J/'Q,  und  in  Fig.  6\i 
M"0  =  M'Q^ArV\  also  überhaupt:  (r)  M"r  —  M'Q 
=  db  M"Oy  je  nachdem  die  Curve  in  M  gegen  die  Abscis- 
senaxe  convex  oder  concav  ist.  —  Nun  ist  aber  mit 
Zuhilfenahme  der  Taj/Zor'schen  Reihe: 

JI/'Q  =  P'Jf'-Pilf=gÄ+g^  +  ...und 
M"V  =  P'M'  -PM'  =^-lh-irP-^—  ■\- .  • ., 

folgUch:    (m)   üf'F' -  JTQ  =  4-tÄ' +J»*' +  •  •  • 

Da  sich  aber  unsere  Untersuchung  nur  auf  die  zu- 
nächst bei  M  liegenden  Puncte  zu  erstrecken  hat,  so  kann 
man  h  wieder  so  klein  annehmen,  dass  das  Zeichen  der 
Differenz  (m),  von  jenem  des  1.  Gliedes  der  Reihe,  also 
(da  Ä*  immer  positiv  ist)  von   dem  Zeichen  des  Quotienten 

-—  abhängt;  dieses  muss  also  [Relation  (r)]  für  Puncte  J/ 

oberhalb  der  Abscissenaxe ,  oder  für  positive  Ordinaten 
po^tiv  oder  negativ  sein,  je  nachdem  die  Curve  in  diesen 
Puncten  gegen  diese  Axe  convex  oder  conc-av  ist;  dag:e'^en 
für  Puncte  der  Curve  unterhalb  dieser  Axe  oder  für  n  e- 
gative  Ordinaten  (wie  man  durch  Verlängerung  des  Cur- 
venastes  M"MB^  nach  abwärts,  leicht  sieht)  gerade  umge» 


kehrt  in  diesen  beiden  Fällen  negativ  oder  positiv  sein: 
eine  Curve  ist  demnach  in  irgend  einem  Puncte  gegen  die 
Abscissenaze  convex  oder  concavi  je  nachdem  der  2. 

Differentialquotient  j^  in  diesem  Puncte  mit  der  entspre- 
chenden Ordinate  y  dasselbe  oder  das  entgegenge- 
setzte Zeichen  besitzt. 

Da  s.  B.  aas  der  Gleichang  der  Parabel  y*=spx  lofort 

folgt,  und  dieser  Quotient  immer  das  entgegeogetetite  Zeichen  Ton  y  er- 
Hftlt;  so  beweist  dieses,  dass  die  Curve  sowohl  ober-  wie  unterhalb 
der  Absdssenaxe  gegen  diese  Axe  concay  sei.    [III.»  162.] 

Von  den  berührenden  Curven. 

§.  718.  Einleitung.  Es  seien  (1)  y=/(^)  und 
(2)^=9(0?')  die  Gleich,  zweier  Curven  QMN  und  QMN 
(Fig.  83),  welche  einen  Punct  Jf,  dessen  CoordinatenAP^s« 
und  PM=^y  sein  sollen,  mit  einander  gemein  haben.  *%• 

Lässt  man  die  genannte  Abscisse  AP=^a  um  ein  be- 
liebiges Stück  Fp  =  h  zunehmen  und  zieht  die  Ordinaten 
pm,  pm' ;  so  ist  Ihr  die  Curve  (1) : 

80  wie  für  jene  (2) : 

folglich  die  Differenz 

mm'=pm-pm'  =  (y-y')  +  [(4j)-(Ä')]A  +  --- 
und  es  folgt  sogleich,  dass  diese  beiden  Curven  im  Puncte 
M  um  so  näher  zusammenfallen,   oder   sich  hier  um  so  in- 
niger berühren  werden  ,  je   mehr  correspondirende   Glieder  ^ 
dieser  beiden  letzten  Seihen  von  vorne  herein,  bei  den  klein- 
sten Werthen  von  A,  einander  gleich  sind. 

§.  719.   Erklärung.    Findet  demnach  ausser  der  Be- 
dingung von  a'  =  a ,  wodurch  auch  y'  =  t/  wird,  noch  jene : 

j^.  =-j^  f«r  diesen  Punct  M  Statt;  so  sagt  man,  die  bei- 

81* 


181 

den  Curven  (1)  und  (2)  berühren  sich  in  diesem  Pnncte  nach 
der  ersten  Ordnung.     Besteht  Qberdiesfi  noch  die  Gleich. 

•j4r  =  -r^  9    80   hcisBt  die  Berührung  eine  der  z  ir  e  i  t  e  n 

Ordnung,  und  allgemein,  sagt  man,  dass  zwischen  den  bei- 
den Curven  in  M  eine  Berührung  der  n.  Ordnung  bestehe, 
wenn  für  diesen  Punct  die  correspondirenden  Differential- 
Quotienten  bis  einschliessig  zu  jenem  der  n«  Ordnung  wech- 
selweise einander  gleich  sind. 

§.  ISO.  Besteht  aber  im  Puncte  M  zwischen  den  bei- 
den Curven  (1)  und  (2)  eine  Berührung  der  n.  Ordnung, 
so  kann  keine  dritte  Curve,  Avenn  sie  nicht  mit  jener  Q) 
eine  Berührung  von  einer  wenigstens  eben  so  hohen  Ord- 
nung besitzt,  zwischen  den  beiden  erstem  Curven  durchge- 
hen. Denn  sei  F=  F{X)  die  Gleichung  einer  dritten  Curve, 
welche  in  M  die  Curve  (1)  bloss  in  der  («  —  l)"^  Ordnung 
berührt;  so  bestehen  nach  dem  vorigen  §.  die  Gleichungen: 

f/  — f/     i£  —^  <^y  _   ^y     fprner    Y—ii 

dY        rfy  d— ly d^iy 

und  es  ist,  wie  oben,  f&r  diese  dritte  Curve: 

ptn"=F{_X  +  h)=Y-\-^h+^'^+  ... 
Mit  ßücksicht  auf  die  vorigen  Belationen  hat  man  daher: 

pm-pm  ='(rf;;HT-rf7i+iJ2.3...  („+i)+---  ™»^ 
pm  -pm"t=.(^-  5^)  ,,3*;,„  +  . . . .  wobei  wieder 

rechts  der  Gleichheitszeichen  für  die  kleinsten  Werthe  von 
i,  nur  das  erste  Glied  der  Reihe  zu  berücksichtigen  kommt. 
Da  aber  in  dem  erstem  dieser  beiden  Ausdrücke,  h  in  einer 
hohem  Potenz  als  im  letztem  vorkommt;  so  folgt,  dass  bei 
den  kleinsten  Werthen  von  A, 

pm — pm  <pm — pm",    d.  i.  mnC -cirnm" 

sei,  und  daher  die  dritte  Curve  nicht  zwischen  den  beiden 
erstem  durchgehen  könne. 
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§.  121.  Es  sei  nnn  die  Curre  (1)  [y=/(x)]  voll- 
ständige dagegen  jene  (2)  [y' =  9  (xO]  bloss  der  Gattung 
nach  gegeben,  so,  dass  die  in  der  Gleichung  y'  =  f  (x*)  vor- 
kommenden Constanten  Grossen  (wie  z.  B.  in  der  Gleichung 
der  Geraden  y  =  aa*  -}*  ^>  j^o^  ^  und  6) ,  deren  Anzahl  wir 
allgemein  gleich  n  setzen  wollen,  noch  unbestimmt  sind. 
Bestimmt   man    diese   aber  aus  den  Bedingungsgleichungen 

y'  =  y^  -Ä"  =  "57  •  •  •  J^=  fe^  t^°*^®^  ^^«  Quotien- 
ten  ——-y  j-T  •  •  •  AUS  der  Gleichung  y=/(x)  der  gegebe- 
nen Curve  zu  entwickeln  sind] ;  so  wird  diese  letztere  Curve, 
je  nachdem  man  dazu  die  2,  3,  ...  n  ersten  dieser  Glei- 
chungen in  Rechnung  bringt ,  mit  der  erstem ,  im  Puncte 
M(Xy  y)  beziehungsweise  eine  Berührung  der  ersten,  zwei- 
ten, .  .  .  (n  —  1)*^  Ordnung  [über  welche  hinaus  aber  bei 
n  Constanten  der  Gleichung  (2),  die  Berflhrung  nicht  ge- 
steigert werden  kann]  eingehen. 

§.  122.     Beispiele  hierüber. 

1.  Es  Bei  die  Carre  (2)  eine  gerade  Linie,  also  (a)  y'-»«x'H~^ 
[y'  =  (p(x)]  ihre  Gleichung;  da  hier  bloss  zwei  constante,  onbestimmte 
Grossen  rorkommen,  so  kann  aach  diese  Linie  oder  die  Gerade  mit  ir- 
gend einer  Curve  y  ««^(r)  nnr  eine  Berührnng  der  ersten  Ordnung 
eingehen,  wozn  also  yon  den  vorigen  Bediognngsgleichiingen  die  beiden 

ersten  zu  erf&llen  sind.  Da  nun  ans  der  gegebenen  Gleichung  -y^  «-  a 

ax 

folgt ,   so  hat  man  nach  der  ersten  der  beiden  genannten  Bedingung!» 

gleichnngen   (jf'  =  y  t   i^l^o   auch  x  =x)i  y  mm  ax+h   und  nadi  d«r 

zweiten 


ans  welchen  beiden  Gleichungen  aber 

fl  =  -~   und  b=sv ^x 

dx  '       dx 

folgt.     Diese  Werthe  oben  in  (a)  substituirt ,    erh&lt  man  itlr  die  Glei- 
chung der  Geraden,    welche   die  Curve  y  >— /(x)  im  Puncte  x,  y   be* 

rahrt :   y  ^  y  =s  --p--  (x'  —  x),  wobei  x',  jr'  die  allgemeiiiea  Coordin»- 

ax 

dv 
ten  bezeichiien,  und  der  Quotient  —-  au§  der  gegebenen  Gleichang  der 

Curve  y  — /(x)  im  eutwicl^ehi  i»t,    [Vergl.  2),  |.  700,] 


+  iy'  — /5)  </y'  =:  0  ,  worau»  -=?r  —  -—-. f  folgt  Soll  der  ELreis  mit 

ax  y  — p 
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Anin^rk.    Hi«r  hat  man  nun  wieder  ein«ii  neaen  Weg,   um   den  all- 
gemeinen Anadruck  für  die  Sabtangente,  und  daran«,    wie    oben  in 
§.  707,  jene  Ar  die  Subnormale,  Tangente  nnd  Normale  zu  finden. 
Flg.  80*).  Ea  igt  nftmlich  [Fig.  80,  6}]  die  Abadsse^r  als  poritiT  angeaehen: 

u».  •;.  PT^AP-^AT  [liegt  A  awiwhen  P  nnd  T,  wie  in  Fig.  a),  so  ist 

AT  negatiT  an  nehmen];  nun  ist  AP=zx  nnd  AT  dieAbadaae  dea 
Dnrchscfanittapnnctea  der  Tangente  mit  der  Abadaaenaze,  alao,  wenn 
man  in  der  vorhin  gefundenen  Gleidinng  der  Tangente  y  =  O  aetzt, 

Ax 
X  ^AT^x^y-j-  0»««*  -^  »wiachen  P  nnd  T,  ao  iat  — *   an 

beatimmen),  folglich,  wenn  man  snbstitnirt,  wie  oben  {.  706,  Sab- 

tengente  PT^^y-j^. 

2.   £g   sei  die  Gurre  (2)    ein   Kreis,     also   ihre   Oleidinng :    (x'  —  a)* 
+  (y'  —  ßV  =  7* ,     «nd    Jhre    Differentialgleichung:    (m)    (x  —  a)  dx 

dy    X  — a 

der  Gurre  (1)  blosa  dne  Berührung  der  ersten  Ordnung  eingehen,  so 
erhilt  man  aus  den  beiden  Bedingungsgleichnngen  y  "^y  (wodurch  auch 

x=x)  und^=-^,    sofort:    (1)   (*-.«)»+ (y  —  ß)>=r^»    nnd 

x^—  o        dy 

(2) T- »—  -~.  Da  sich  aber  aus  diesen  bdden  Gleichungen  nidit 

y — p        dx 

alle  drei  unbestimmten  Gonstanten  a,  /3,  y  bestimmen  laasen;   ao  muss 

ea  unz&hlig  viele  Kreise  geben,  welche  die  Gurve  ^  ».y(x)  im  Pancte 

jr,  y  in  der  ersten  Ordnung  berühren  können.  Man  erhält  in  derThat 

aus   diesen   beiden  Gleichungen  sur  Festsetaung  der  Lage  der  Mittel- 

puncte  dieser  Kreise: 

*'  Vdx^  +  dy'  '    '       '^      V  rfx»  +  dy«  • 

wobd  der  Halbmesser  y  g&nzlich  unbestimmt  oder  willkürlich  iat. 

Um  den  geom.  Ort  dieser  Mittelpnncte  zu  finden,  bemerke  man,  dasa 
sich  die  vorige  Gleichung  (2)  auch  so  darstellen  Iftast: 

und  da  dieas  (§.  709)  die  Gleichung  der  Normale  ftlr  den  Berfthnmga- 
punct  X,  y  ist,  wobei  a,  jB  (welche  GrOsaen  auch  in  der  That,  sammt 
7,  von  einem  Berührungspuncte  zum  andern  ver&nderlich  sind)  die 
allgemeinen  Goordinaten  bezeichnen;  so  folgt,  dass  die  Ifittelpuncte  die- 
ser sämmtlichen  Kreise,  in  der  durch  den  BertUirungspunct  x,  y  gehen- 
den Normale  der  Gurve  y=f(x^  liegen,  also  die  in  diesem  Puncte  as 
die  Gurve  gezogene  Tangente,  eine  gemdnschaftliche  Tangente  fltr  alle 
diese  Kreise  bildet.  [Man  gelangt  auch  zu  dieaer  Gldchung  (S'},  indem 
man  aus  den  beiden  Gleichungen  (I),  da  der  gesuchte  Ort  der  Mittel« 
puncte  vom  Halbmesser  7  unabhlUigig  ist,  die  GrOsse  7  eliminirt.3 


ist 

KrümmnngskreiB. 

§.  72S.  Unter  allen  diesen  eben  erwähnten  unzähligen 
berOhrenden  Kreisen  wird  jener,  welcher  mit  der  Curve  (1) 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  besitzt,  £ur  welchen 
also  ausser  den  beiden  yorigen  Bedingungsgleichongen  auch 

noch  jene  j^^=jp  Statt  findet,  die  stärkste  oder  innigste 

Berührung  eingehen.  Um  diesen  Kreis  zu  finden,  hat  man 
ausser  den  beiden  yorigen  Gleichungen  (1),  (2),  wenn  man 
die  Gleichung  (m)  (vorig.  §.)  noch  einmal  differentiirt  und 
zufolge  der  erwähnten  Bedingungsgleichung  die  Accente 
gleich  weglässt,  noch :  dx^  +  dy^  +  (y  —  j3)  <Py  =  0,  daraus 

und  damit  aus  Relation  (2)  des  vorigen  Paragraphea: 

dx  d'jf 

mit  diesen  Werthen  erhält  man  endlich  aus  (1): 

y        '^        dx  d*y 

für  den  Halbmesser  dieses  genannten  BerOhrungskreises.  Da 
aber  dieser  Kreis,  welcher  unter  allen  möglichen  die  Curve 
y  =f  (a)  im  Puncte  x,  y  am  innigsten  berührt,  zugleich  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  seine  Krümmung  jener  der  Curve 
im  erwähnten  Puncte  x,  y  am  nächsten  kommt,  also  diese 
letztere  durch  die  Krümmung  dieses  Kreises  gleichsam  ge- 
messen werden  kann ;  so  nennt  man  diesen  nämlichen  Kreis 
auch  Krümmungskreis  und  dessen  Halbmesser  Krüm- 
mungs -Halbmesser  der  Curve  y=/(a;)  im  Puncte 
a-,  y. 

§.  124.  Man  hat  also  für  den  Kjrümmungskreis ,  wenn 
die  im  vorigen  §•  gefundenen  Werthe  zusammengestellt 
werden,  die  Ausdrücke: 


*.    *      dx\     d's     }       dx  \     dr 


1 

dx* 


dx'+dy*    ^ 


1  +  -^ 


X 


n)  (  y-ß  = 31^ — = rfi^ 

Aninerk.1.  Da  ftlr,  gegen  die AbsciBsenaxe  c o n c a ▼  e  Carren,  der 
zweite  Differential-Quotient  (§.  717)  bei  positiven  y  negativ  ansfllUt, 
und  man  in  diesem  Falle  (in  welchem  der  Mittelpnnct  des  Krüm- 
mungskreises in  der  Normale,  vom  Berührungspnnct  gegen  die  Ab- 
scissenaxe  eu  liegt)  die  Krümmungs  -  Halbmesser  als  positiv  an- 
nimmt; so  pflegt  man  von  den  im  letzten  Ausdrucke  stehenden  dop^ 
pelten  Zeichen,  bloss  das  obere  oder  negative  beizubehalten. 

A  n  m  e  r  k.  S.  Mit  Hilfe  der  in  §.  658  entwickelten  Belationen  können 
die  vorigen  Ausdrücke  leicht  so  umgewandelt  werden ,  dass  daftr 
das  hier  als  constant  genommene  Differential  dx  ebenfalls  als  ver- 
änderlich erscheint;  so  wird  z.  B.  dann  der  Krilmmungs- Halb- 
messer : 

''""       dxd^y-^dyd^x' 

(Wo  aber  derlei  Voraussetzungen  nOthig  sein  können ,  daftr  findet 
man  unter  Andern  ein  Beispiel  in  §.  753,  Anmerk.)  [Beispiele: 
III.,  172.] 

Von  den  Evoluten  der  krummen  Linien. 

§.  725.  Da  die  Coordinaten  des  Mittelpunctes  ot,  ß  des 
Krümmungskreises  für  den  Punct  x,  y  der  Curve  y  =/(x), 
so  wie  dessen  Halbmesser  ^  Functionen  von  x  sind;  so  sind 
diese  drei  Grössen  (wie  bereits  in  §.  722  bemerkt  worden) 
von  einem  Punct  der  Curve  zum  andern  veränderlich. 
Denkt  man  sich  aber  an  alle  Puncte  der  Curve  die  Krüm- 
mungskreise gezogen ,  so  liegen  die  sämmtlichen  oder  auf 
einander  folgenden  Mittelpuncte  derselben,  in  einer  eigen- 
hümlichen  Curve,  die  wir  sofort  untersuchen  wollen. 
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§.  126.  Die  Gleichungen ,  aus  denen  wir  (§§.  723,  724) 
die  Werthe  von  a,  j3,  y  gefunden  haben,  waren: 

(1)  (a•-a)>  +  (y-13)«  =  y^ 

(2)  {x  —  a)  dx  -\-  {y  —  P)  dy  =  0  und 

(3)  (?a2+dy«-h(y-p)d*y  =  0, 

von  welchen  die  zweite,  wie  bereits  (§.  722)  bemerkt,   weil 

sie  auch  die  Form  (a)  ^ — y== -r—  (a  —  x)  annimmt,  die 

Gleichung  der  Normale  MO  (Fig.  84)  der  Curve  y=/(j?)F%  m 
oder  BM'C  ißt. 

§.727.  Differentiirt  man  nun  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
in  Bezug  auf  alle  darin  vorkommenden  Grös>en ,  und  be- 
handelt dabei  y,  a,  (3,  y  als  Functionen  von  x\  so  erhält 
man  :  {x  —  a)  dx  —  {x  —  a)  da  -\-  {y  —  ?)  dy  —  (y  —  13)  </ß 
=  ydy  u.  dx^ —  dadx  +  dy^  —  <i?dy  +  (y  —  j3)  J*y=0, 
oder,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (2)  und  (3): 

(4)  (d?  — a)(fa-|-(y  — J3)rf|3  =  — ydy  und 

(5)  rfadx-|-dj3dy  =  0, 

woraus   ^= — d^  ^'^'ß* »   "^^    "^^^   welchem   Werthe   die 

obige  Gleichung  (a)  die  Form  erhält :  (6)  y  —  ß  =  ~-  {x  —  a). 

Diese  letztere  Gleichung  zeigt,  dass  [§.  709 ,  (2)]  die  Nor- 
male JfO  (mit  welcher  der  Kichtung  nach  der  Ivrümmungs- 
Halbmesser  y  zusammenfällt)  die  gesuchte  Mittelpunctscurve 
DOE  im  Puncte  a,  p  berührt. 

§.  728.  Setzt  man  diesen  Werth  von  y  —  ß  aus  (6) 
in  die  Gleichungen  (1)  und  (4),  und  eliminirt  aus  den  ent- 
stehenden beiden  Gleich.  Ä—a;  so  erhält  man  dy=]/i/a*+(fj3*, 
und  da  (§.  710)  |/c/a2  +  cZ/3*  =  d«  das  Element  des  Bogens 
bezeichnet ,  so  ist  also  das  DiflFereutial  des  Krümmungs- 
Ilalbmesscrs  dem  Differential  des  Bogens  der  gesuchten 
Alittelpunctscurve  gleich.  Da  aus  dy^^da  auch,  wenn  c 
eine  constante  Grösse  bezeichnet,  Jy  ==c?(«  +  ^)>  und  dar- 
aus y  =  *  4"  ^j  folglich  für  einen  zweiten  Punct,  y'  =  /  -f-  Cy 
also  /  —  y  =  8'  —  8  folgt;  so  sind  die  Differenzen  des 
Krftmmungs-Halbmessers  den  Differenzen  der 
Bögen  der  gesuchten  Curve  gleich. 
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§•  729.  Diese  Eigenschaften  der  beiden  letzten  §§.  nun 
charakterisiren  die  gesuchte  Mittelpunctscurve  DOE  hin- 
länglich. Denkt  man  sich  nämlich  einen  um  die  convexe 
Seite  dieser  Curve  geschlagenen ,  vollkommen  biegsamen 
undehnbaren  Faden  nach  und  nach  bis  0  so  abgewickelt, 
dass  er  dabei  immer  straff  angespannt  bleibt;  so  wird  er 
(§.  727)  die  Tangente  OM  dieser  Curve  DOE  im  Punete  0 
bilden.  Liegt  dabei  der  Endpunct  des  Fadens  in  der  Curve 
y=y(^)  oder  MArCy  und  schreitet  die  Abwickelung  bis  (/ 
fort,  wodurch  der  Faden  in  (7  wieder  die  Tangente  M'O 
bildet ;  so  muss,  zufolge  der  Eigenschaft  im  vorigen  §.,  d.  i. 
wegen  (/M' —  Oif=  Bog,  OCft  der  Endpunct  des  Fadens 
immer  noch  in  dieser  Curve  BM'C  liegen,  so,  dass  er  die- 
selbe nirgends  verlassen,  sondern  eigentlich  durch  diese  Ab- 
wickelung beschrieben  hat.  —  Weil  nun  auf  diese  Weise 
die  Curve  y=.f{ai)  oAet BMC  durch  Abwickelung  oder 
Evolution  entsteht,  so  wird  die  Curve  der  Mittelpuncte 
DOE  die  Evolute  oder  Abgewickelte  der  Curve 
y=f{a:)f  diese  letztere  hingegen,  in  Bezug  auf  diese  Evo- 
lute DOE.  die  Evolvente  oder  durch  Abwickelung 
erzeugte  genannt. 

A  n  m  e  r  k.  Da  der  Mittelpunct  des  Krümmungskreises  sogleich  aoch 
der  Durchschnitt  zweier  nächsten  Normalen  ist  [IIL,  177,  Note],  sc 
enthält  die  Evolute  DOE  zugleich  auch  alle  diese  Darchachiiitts- 
pnncte;  was  man  auch  ohne  weitere  Kntwickelung  schon  daraus  er- 
sehen kann,  dass  der  Durchschnittspnnct  L  mit  der  Cunre  UOE 
um  so  mehr  znsammenfUlt,  je  mehr  sich  die  beiden  Puncto  O*  und 
0  einander  nähern. 

§.  TSO.     Um  endlich  die  Gleichung  der  der  gegebenen 
Curve  (1)  y=if(jß)  entsprechenden  Evolute  zu  finden,  wird 

man  aus  dieser  Gleichung  (1)  die  Quotienten  ~^,  ^^  ab- 
leiten, diese,  so  wie  auch  den  Werth  von  y  in  die  Gleich. 
(2)  und  (3) ,  §.  726 ,  oder  noch  einfacher,  in  die  beiden  er- 
sten von  (II),  §•  724,  substituiren ,  und  endlich  aus  den 
beiden  resultirenden  Gleichungen,  welche  sofort  nar  noch 
«,  p,  a  enthalten,  x  eliminiren ;  dadurch  erhalt  man  die  Be- 
lation  zwischen  a,  ß,  d,  i.  die  gesuchte  Gleichung  der 
Mittelponotscurve  oder  Eyo}at6f 


4W 

Beispiel.     Um  Akr  4^e  Parabel,   deren  Oleichnng  y'«»px  ist, 

du         p  d}y  P* 

die  Evolate  lu  finden,  hat  man  ^^«-  -£—  and  -r^  *-*— -f-r;  folglich, 

dx         %}f  dx*  4y" 

wenn  man  diese  Werthe,    sammt  jenem   y=  Vpx  in  die  beiden  entern 
Gleichnngcn  (II),  f.  724,  snbstitoirt:  3x  +  -^ a  — 0  nnd 

t^^^^  +  ß-O, 

p 
folglich  ,  wenn  man  darans  x  eliminirt:  /3*«-  ---  1« ^1  ,  als  Glei- 
chung der  Evolate. 

Diese  Cnrre  besteht  also  aas  zwei  gleichen  entgegengesetiten  Ästen 
A'J>,  A'IX  (Fig.  85),  die  sich  ober-  and  onterhalb  der  Abscissenaxe  ^  *^ 
(gegen  welche  die  Carre,  wie  man  nach  |.  717  findet,  convex  ist) 
ina  Unendliche  erstrecken.  Fflr  ^  :=  0  erhüt  man  aas  dieser  Glei. 
chang  fftr  die  Absdsse  des  Dnrchschnittspanctes  A'  der  Canre  mit 
der  Abscissenaxe:  a  =  AA'  =ip.  Nimmt  man  aber  diesen  Panct 
A'  zum  Ursprang   der  Coordinaten ,    setzt   demnach   in  der  obigen 

Gleichung  a-^ip  statt  a;    so    erhält  man  (tkr  die  Evolute  die  ein- 
ig 
fächere  Gleichung :  (r)  ß*  •=  rr-  a',  eine  Gleichung,  welche  der  cn- 

bi sehen  (oder  Neil'schen)  Parabel  angehört 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  von  der  gemeinen  oder  Apolonischen 
Parabel  der  obere  nnd  untere  Ast,  beziehungsweise  dnrch  Abwicke- 
lung des  Fadens,  vom  untern  und  obem  Ast  der  cubischen  oder 
Neü'schen  Parabel  entsteht;    dass  im  Scheitel  der  Faden  die  Länge 

AA'  •=  -^-  haben  muss,  welches ,   wie  man  nach  §.  724  leicht  fin- 

det,   auch   in  der  That  der  Werth  des  Krflmmangs- Halbmessers  7 
f&r  diesen  Punct  der  gemeinen  Parabel  ist. 

[Das  Capitel   Über  die  besondern  Puncte   der  Cunren  :   IIL, 
181  —206.] 
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Siebentes  Capitel. 

Uebertragung  mehrerer  im  Vorhergehenden  ent- 
wickelten Ausdrücke   auf  Polarcurven. 

§.  731.  Erklärung.  So  wie  bei  einer  Curve  BMC 
Fl».  M.  (Fig.  86)  auf  rechtwinkelige  Axen  AXy  A  Y  bezogen ,  das 
Stück  PT  der  auf  der  Ordinate  perpendikulär  stehenden 
Geraden  AJC^  zwischen  dem- Fusspunct  der  Ordinate  und 
dem  Durchschnitt  der  Tangente  Subtangente,  und  dass 
auf  derselben  Geraden  liegende  Stück  PNj  zwischen  dem 
genannten  Fusspunct  und  Durchschnitt  der  Normale  Sub- 
normale heisst;  eben  so  wird  liiemit  analog,  wenn  man 
die  Ordinatcn  aus  einem  Puncte  A  zählt,  nämlich  die  Curve 
auf  Polar  -  Coordinaten  bezieht,  und  dabei  A  als  Pol,  AM 
als  Leitstrahl,  der  sofort  die  Stelle  der  Ordinate  bei  Paral- 
lelcoordinaten  vertritt,  annimmt,  jenes  Stück  AT*  der  dunh 
A  auf  ^if  normalen  Geraden,  zwischen  <Jem  Pol  und  Durch- 
schnitt der  Tangente  sofort  Subtangente,  und  das  zi- 
schen Pol  und  Normale  liegende  Stück  AN\  Subnormale 
genannt.  Daraus  folgt  also,  dass  bei  Polar-Coordinaten  die 
Subtangente  und  Subnormale  keine  unveränderliche  Lage, 
wie  beim  Parallel-System  besitzen,  sondern  diese  von  einem 
Punct  der  Curve  zum  andern  variirt. 

§.  132.  Um  nun  die  Subtangente  und  Subnormale  für 
irgend  einen  Punct  M  der  Polarcurve  BMC  zu.  bestimmen, 
sei  AM=u  der  Leitstrahl  und  MAQ^=^  der  Drehung«- 
winkel,  welcher  von  der  festen  Geraden  AQ^  die  mit  der 
Axe  AX  den  gegebenen  Winkel  XAQ=^a,  bildet,  gezahlt 
werden  soll,  also  W.  MAX=^(f  —  a;  so  ist 

(/)     y  =  u  sin  (f  —  a)     und     a:  =  w  cos  (^  ^—  a) , 

folglich   wenn   man  diffcrentiirt  und  dabei  f  als   die    unab- 
hängige Variable  ansieht,  von  welcher  «,  x,  y  abhängen: 

i  dy  =  u  cos  (9  —  a)  d^  -\-  sin  (y  —  a)  du, 
^    ^  \  (J^  =  —  usin^f  —  a)  dy  4"  ^^*  (?  —  *)  ^^ 


§.  713.  So  wie  aber  die  auf  rechtwinkelige  Coordina- 
ten  aich  beziehende  Gleichung  einer  Curve,  fOr  Polar- 
coordinaten  tranBformirt  wird ,  indem  man  für  x  und  y  die 
obigen  Ausdrücke  (J)  subaticuirt,  eben  so  werden  die  auf 
rechtwinkelige  Coordinaten  sich  beziehenden  Formeln 
(95.  706  und  707)  y^,  y^  der  Subtangente  PT  und  Sub- 
normale  PN  fQr  Polarcoordinaten  umgewandelt,  wenn  man 
zuerst  die  Di  Seren  tialquotienten  nach  §.  658  so  verändert, 
wie  sie  verändert  werden  müssen,  wenn,  wie  hier,  früher 
blosa  y  eine  Function  von  x  (und  diese  letztere  Grösse  die 
unabhängige  Variable)  war,  jetzt  aber  sowohl  x  wie  y  von 
einer  dritten  Variablen  (hier  ^)  abhängen,  und  dann  erst 
für  y,  dyi  dx  die  vorigen  Werthe  aus  (?)  und  (m)  subeti- 


die  neue  Beziehung   unverändert  bleibt,    so   hat  man   nach 
dieaer  Substitution ; 


PN—  u  »in  (s  —  «)  "■<>-•)''' 


«  (if  —  s)  rff  ' 
,s  ([f  —  a)  d<f 


§.  134.  Nimmt  man  nun,  da  die  Axe  ÄX  beliebig 
gewählt  werden  kann,  a  so  an,  dass  W.  tf  —  a.  =  90'  wird, 
also  j4A^  die  Lage  AX'  erhält,  und  MP,  PT  und  PN 
beziehungsweise  mit  MA,  AT  und  AN'  zusammenfallen; 
so  bat  man,  da  unter  dieser  Voraussetzung  cosij:^  —  a)^0 
und  sin  (y  —  a)  =  1  wird ,  für  Polarcoordinaten:   die 

Subtangente  (1)^!'  =  —  «'-^,   die   Subnormale 

(2)  AN' =: .     Ohne  erst  die  ähnliche  Transformation 

in  §.  708  vorzunehmen,  findet  man  jetzt  einfacher  aus  den 
rechtwinkeligen  Dreiecken  AMT'  und  AMN':    die  Tan-  , 

gente   (3)   Mr  =  uJ/l+u*~   und   Noriuulo  1 

(4)    MN'  =  \/u-  +  ^. 


/ 
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{,  7S5.  Man  erhält  ferner  durch  gehurige  Substitution 
in  die  Formel  (1),  §.  710,  und  Rcduction,  fbr  das  Element 

des  Bogens:  (5)  d8  =  d;p  1/ w*  "^"TT" 

Das  Flächenelement  ist  hier,  wenn  W.ÄfAm^^^dj, 
isty  sofort  der  Sector  MAm,    Nun  ist  (§.  712): 

d.BAM=i{xdi/  —  f/da)f 

folglich  y  wenn  man  fbr  x^  y^  dx^  dy  wieder  die  obigen 
Werthe  (aus  §.  732)  substituirt  und  reducirt: 

(6)  Sector  MAm  =  Element  der  Fläche  =  ^u*d^. 

Anmerk.  Nach  der  Methode  de0  unendlich  Kleinen  erh&lt  man  die 
hier  entwickelten  Ausdrücke  directe  Buf  folgende  Art:  Denkt  man 
sich  aus  A  als  Mittelpunct  mit  dem  Halbmesser  AMm^u  den  an- 
endlich kleinen  KreisbofiT^ii  Mn'^udtf  beschrieben,  so  kann  dieser 
mit  seiner ,  so  wie  der  Bogen  Mm  =  dt  der  Curre  mit  der  Sehne 
Mm  verwechselt  werden,  und  da  mn^^du  ist,  so  hat  man  ans  den 
Ähnlichen   Dreiecken  Mnm,   MAT   und   MAN'  (ohne    Rfickairht 

Ott 

auf  die  Lage)   du :  udtf  *-■  u  :  ^  7*'  -«  ti*  -p-  and  «efcp :  cf«  ««  « :  ^V 

du 
i»  -y-,      Aas    dem    rechtwinkeligen    Dreiecke    Afnai    selbst    folgt 

dtf 

dt  =  Yu^  rfy*  -|-  i/ti* ;  femer  ist  Sector 

MAm  mm^(u'\'  du)  udif^=\u^d\^  ; 
Alles  wie  oben. 

§.  ?S6.  Um  endlich  noch  den  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser zu  erhalten  9  hat  man  zuerst  aus  der  be- 
treffenden Formel  in  (U),  §.  724,   da  man  der  obigen  Be- 

<f*y 
merkung  (in  §.  733)  gemäss ,  nach  §.  658,  statt  j-^  setzen 

muss:   "^ — ^ r,  ^ — '.   sofort  y=T\.'      .  ^ i  >  wobei  alle 

dx^  '  •         dx  d^y  —  dyd^x^ 

Differentiale  in  Bezug  auf  9  zu  nehmen  sind.  —  Die  obi- 
gen Gleichungen  (m)  (§.  732)  noch  ein  Mal  differentiirt  (wo- 
bei df  constant  ist),  erhält  man: 

il^y  =  sin  (9  —  a)  d*ti  -|-  2  cos  (9  —  a)  dud^  —  u  sin  (9  —  a)  rfj* 

und 

d««  =  CO«  (f — «)  d*u  —  2m  (9  —  a)  dud<p  —  ueos^f  —  a)  d^\ 


mithin 

dx  d*t/  —  dy  d*a  =  —  ud^udcp  +  w^df*  +  2dtt*(f  9 , 

und  daher,   wegen  da*  +  ^y*  =  w^^?*  +  du\  endlich  den 
Krümmungshalbmesser: 


(- + g)' 


Anmerk.    In  allen  diesen  Ansdnicken  mfissen  die  Differentialqaotien- 

ten  —z —  and     ,   ,   ans    der   gegebenen   Polargleichnng   der   Cnrve 
d^  d(p 

u»»F(ip)  entwickelt  werden. 

§.  737.  Will  man  umgekehrt  die  Polargleichung 
«  =  jP(y)  einer  Curve,  deren  Pol  A  und  Axe  AQ  ist,  für 
die  rechtwinkeligen  Coordinatenaxen  AA^  ^F  umwandeln; 
80  hat  man  aus  den  Gleichungen  (/),  §.  732 : 

sin  (9  —  a)  =  ^,     €08  (9  —  a)  =  ~; 

woraus  man  sofort  die  Werthe  für  sin^  und  cos^  durch 
X,  y,  u  finden  kann.    Setzt  man  sodann  diese  Werthe,  sammt 

jenem  u  =  }/a!*  +  y'  in  der  gegebenen  Polargleichung ;  so 
erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form  /(x,  y)  =  0,  als 
Gleichung  der  Curve  auf  die  Axen  AJC^AY  bezogen.  Fer- 

ner   ist    wegen    tang  (x  —  a)  = ; =  —    noch    c  =  a 

+  arc  tang  I  —  j  ,  und  wenn  man  aus  den  Gleichungen  (m) 
(§.  732),  du  eliminirt,  auch  cos  (y  —  a)  rfy  —  sin  (y' —  a)  dx 

^=ud'^f   woraus  endlich  noch  ac  = — - — r^ — = — -^  .     , — 

'  tt'  x'4~y 

folgt.  —  Mit  Hilfe  dieser  Relationen  lassen  sich  die  sämmt- 
lichen  oben  für  Polarcoordinaten  entwickelten  Formeln  för 
PT,  PN  u.  8.  w.  in  die  correspondirenden  fQr  die  recht- 
winkeligen Coordinatenaxen  A  A,  A  Y  umwandeln. 

Soll  z.  B.  das  im  §.  733  durch  Polarcoordinaten  ansgedrftckte  StQck 
Pr  Ar  rechtwinkelige  auf  den  Axen  AX,  AY  (Fig.  86)  gezählten  Co-  Fig.  " 
ordinalen  umgewandelt  werden ;  so  hat  man : 


PT^u^ 


y 


oder,  wenn  man  fflr  udu  den  Wcrth  xdx  •\- ydy  setzt  (welcher  dnrchs 
Differentiiren  ans  t«*  =  x'  +  y*  folgt)    und  redacirt:  PT ^^y-j—^  wi« 

CS  sein  soll. 

Sind  dagegen  die  auf  der  Axe  A  X\  woftr  der  Winkel  9  _  3  =  90 
ist,  liegenden  Stücke  AT'^  AN'  etc.,  d.  i.  die  für  Polarcorren  soge- 
nannte Subtangente ,  Subnomoale  etc.  gegeben ;  so  werden  dafür  (wegen 
ff  —  a  =  90)   die    obigen  Ausdrücke    einfacher,    indem   man  hat  h  =  v. 

d  T 
also    dw^dy    und    dtf= .  —    So    erh&lt   man   aus  den  rorigen 

Werthen  (§.  734)  Yon  A  T'  und  A  N\    sofort   auf  rechtwinkelige  Coor- 

dinaten  bezogen,    die  Subtangente  =* — ^*X 7-*=*y-r-;   die  Sob- 

ydy       ' dy 

normale 

y  dy 
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Achtes  Capitel. 

Entwickelung  einiger  transcendenter  Curven. 

Die  gemeine  Cyeloide  oder  Radlinie, 

§.  188.  Erklärung.  Der  Bogen  ADS  (Fig.  87)  dcrF%  ^ 
gemeinen  Cyeloide  wird  durch  einen  Punet  M  des  über  die 
Gerade  AB  hinrollenden  Kreises  MEN  während  einer 
Umwälzung  desselben  beschrieben.  Dabei  heisst  AB  die 
Grundlinie,  Jf  der  beschreibende  Punct,  MEN 
der  erzeugende  Kreis,  der  höchste  Punct  D  (in  wel- 
chem sich  der  beschreibende  Punct  nach  der  halben 
Wälzung  des  Kreises  befindet)  der  Scheitel,  so  wie  end- 
lich das  durch  diesen  auf  AB  gefällte  Perpendikel  DC  die 
Äxe  der  Cyeloide,  oder  besser,  des  cycloidischen  Bogens 
ABB. 

§.  ISO.  Um  eine  Gleichung  dieser  Curve  zu  erhalten, 
nehmen  wir  die  Crerade  AB  zur  Abscissenaze,  den  Punct 
A  zum  Ursprung  der  rechtwinkeligen  Coordin.,  und  setzen, 
wenn  zu  einem  beliebigen  Punct  M  der  Curve,  die  Ordi- 
nate MF  gezogen  wird,  AP=x  und  PM=y.  Zieht  man 
ferner  durch  diesen  Punct  M  den  Erzeugungskreis  0,  des- 
sen Halbmesser  a  heissen  soll,  und  den  Durchmesser  EN 
perpendikulär  auf  AB y  so  wie  endlich  noch  DC  mit  EN 
und  MO  mit  AB  parallel;  so  folgt  unmittelbar  aus  der 
Erzeugungsart  der  Cyeloide,  dass  AB  dem  Umfang  des  er- 
zeugenden Kreises,  und  in  einer  beliebigen  Lage  0  dessel- 
ben, Bogen  J/iV=-4iV  ist ;  indem  nämlich  alle  Puncte  die- 
ses Bogens  MN  nach  und  nach  mit  allen  Puncten  dieser 
Geraden  AN  in  Berührung  waren.     Es  ist  also  AP-\-FN 

=  arcMNy   oder  wegen  AP^^x^  PN^=  Mp  =  |/2 ay  —  y ' 
(§.  403)  und  {arc  MN=  arc  dnv  Np  =  arc  cos  Op  =  etc.), 

are  MN^=-  a  arc  sinv  l^\  =  a  arc  cos  |    ^'^l  =  etc. , 

auch,  wenn   man  gleich  transferirt: 

Surfet  Compendinm  d.  h<5h.  Math.  32 


JUS 

(1)     ;r  =  aare«tf2r  l^j — \^2at/  —  y* 

=  a  arc  CQ8  i^^^^\  —  \^2ay — y*  u.  s-  w., 

als  Gleichung  der  Cycloide  (welche  Corve  also, 
§.  486 ,  Anm. ,  eine  transcendente  ist).  [Discussion 
dieser  Gleichung:  III. ,  215.] 

§.  740.     Diese  Gleichung  diflFerentiirt,  erhält  man  nach 
einer  leichten  Reduction,  als  Differentialgleichung 

dieser  Curve:  (2)  da  =  77=  v. 

A  n  m  e  r  k.  Um  diese  Differentialgleichnng  ftlr  den  Fall  in  finden,  ()sffi 
man  (wie  es  in  der  Mechanik  gewöhnlich  geschieht)  die  Coordiu- 
ten  vom  Scheitelpnnct  D  aus  ifthh  und  sonach  DG=^x  xaA 
GM^GM*=y  setit,  darf  man  in  dieser  Gleichung  (8)  Mo« 
air  —  y   statt  x,    und  2a — x   statt  y  setzen;    dadurch  erhalt  man 

(2  a  —  x)  dx 


dy 


V20X  —  X' 


Aus  der  vorigen  Gleichung  (1)  würde  man   durch   dieselhe  Sub- 
stitution» wegen  arc  sinv  12 X^^it  —  are  sinv  I  —  1  erhalten : 

y  ««  a  arc  sinv  |  —  1  -j"  r  2aa-  < — x*. 

§.  Ml.     Nach  den  in  den   §§.  706  —  709   entwickelten 
Ausdrücken  erhält  man  mittelst  der  vorigen  Gleichung  (2) 

für  die  Cycloide:  Subtangente  Pr=T7====r,  Sub- 

norm»   PiV=  ]/2ay  — y*,  Tangente  MT=t^^=^=== 

und  NoTrmale  JlfJV=|/2ay;  lauter  leicht  zu  constmi- 
rende  Ausdiiickey  aus  denen  sich  zugleich  ergibt,  dass  die 
Sehne  MN  die  Normale,  und  die  verlängerte  Sehne  EM 
die  Tangente  der  Curve  im  Puncte  M  ist. 

Beschreibt  man  daher  Über  der  Geraden  DC  als  Durchmesser  dcfi 
festen  Kreis  DmCF,  so  werden  eu  irgend  einem  Puncte  3f  der  Cr- 
cloide  die  Tangente  und  Normale  am  einfachsten  dadurch  eonstrnirt, 
dass  man  durch  diesen  Punct  MG  mit  AB  parallel  sieht,  den  Durch- 
schnittspunct  m  mit  U  und  C  verbindet,  und  -endlich  in  M  zu  mD  oad 
mC  die  Parallelen  MT  und  MN  sieht;  weil  nämlich,  wie  leicht  zu  «e- 
h«n,  die  Sehnen  mD  und  mC  mit  jenen  Af£  und  MN  parallel  sind. 
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§.  142.  Die  obige  Gleichung  (2)  (§.  740)  noch  ein  Mal 
difTerentiirt,  erhalt  man,  wenn  mit  4x^  dividirt  wird: 

rf»y  — a  dy*  a 

wenn  man  nämlich  f&r  -—   den   aus  (2)  folgenden  Werth 

setzt.  (Die  Curre  ist  also,  §.  717 ,  gegen  die  Abscissen- 
axe  concav.)  Setzt  man  diese  beiden,  für  den  1.  und  2. 
Differentialquotienten  gefundenen  Werthe  in  den  Ausdruck 
für  y^  in  (II),  §.  724;  so  erhält  man  noch:  Krümmungs- 
halbmesser y  =  2}/2ay;  dieser  ist  also  der  doppelten 
Normale  gleich.  . 

Man  findet  femer  nach   den    beiden  ersten  Formeln  in 

(11)  (§.  724):  a  =  «+2l/2ay  — y«  und  ß  =  —  i/  für  die 
Coordinaten  des  Mittelpunctes  des  E^rOmmungskreises  im 
Puncto  j?,  y  der  Cycloide. 

§.  74S.  Setzt  man  in  der  ersten  dieser  beiden  letztem 
Gleichungen  fftr  x  den  Werth  aus  der  Gleichung  (1),  §.  739, 
und  eliminirt  dann  aus  dieser  und  der  letzten  Gleichung 
ß  =  —  y  die  GrOsse  y ;  so  erhält  man  (§.  729)  als  Gleich, 
der  Evolute  dieser  Curve: 

woraus  sofort  folgt,  dass  bei  dem  angenommenen  Coordina- 
tensysteme  diese  Curve  nur  für  negative  Ordinaten  ß  be- 
steht. Will  man  statt  diesen  ( —  ß  =  QM")  die  positiven 
Ordinaten  p'  =  P'Jf'',  welche  von  der  im  Abstände  CÄ'^=2a 
mit  AB  parallel  geführten  Geraden  Ä'B^  gezählt  werden, 
einführen;  so  muss  man  /3  =  —  (2a  —  /3'),  und  wenn  man 
nberdiess  die  Abscissen  nicht  von  C",  sondern  von  A'  aus 
zählen  will,  auch  noch  A'C* — a  =  aw — a  statt  a  setzen, 
so,  dass  wenn  man  endlich  noch  berücksichtigt,  dass 

ir  —  arc  sinv  12 1  =  arc  mioi-^X 

ist  (indem  sich  die  Sinusversus  zweier  Supplementsbögen 
immer  zum  Durchmesser  ergänzen),  sofort  die  Gleichung 
der  Evolute  clor  Cycloide  in  jene: 

32* 


übergeht  und  offenbar  [vergl.  (1),  §.  739]  wieder  einer  Cy- 
clo! de  vom  nämlichen  Erzeugungskreis  (dessen  Halbmes- 
ser =a)  angehört,  deren  Scheitel  im  Puncte  A  liegt. 

A  n  m  e  r  k.  Man  kann  auch  die  Relation  der  Coordinaten  (wie  es  in 
den  folgenden  §§.  bei  der  Epi-  und  Hjpocydoide  geaclü^t;)  durcli 
zwei  Gleichungen  ausdrücken;  es  ist  nämlich  AP'^AN^—Mp 
und  PM  =  Ol*/—-  Op ,  d.  i,  X  =  a  y  -^  a  «tn  <f  und  y  =«  a  —  a  com  ^ 
=:2asini(f\  Paraus  folgt,  wenn  *f  die  unabhängige  yaiia,ble  ist, 
dz  >->  (a  —  aeos  ^)d(p  =  2asin^(f^  dtf  ,  djr  =  a «ü«  9 (f 9  ,  d*x=^ 
a sin  9 cf 9'  und  d^y  ^^acas  tpdtp* ;  mithin  nach  gans  leichten  Bedae- 
tionen: 

£? X*  +  dy*  =  4  a*  *»a  4  9*^9*  und 
dxd*y  ■^c?yd'jr  =  — -2a*«n  J  ff^dtp\ 
In  Besug  auf  diese  Variable  9   ist  also   die   Subtangente 

y-T-'^2a8initf^tang\tp,    S  nbnormale  y -7^  «»  a  W»  9     und 

Krümmungs-Halbmesser  §.  (724,  Anmerk.  2.): 

dxrf'y-dyrf'«-*"""*'-" 
Eliminirt  man   aus  den  beiden   obigen  Relationen  Ton  x  und  y  die 
Variable  9,  so  gelangt  man  zur  obigen  Gleichung  (1)  ({.  739)  zwi- 
schen X  und  y.      [Die  gedehnte   und   verkürzte    Cydoide : 

ni.,  219.] 

» 

Die    Epicycloide. 

§•  744.  Erklärung«  Walzt  sich  der  erzeugende  Kreis 
anstatt  auf  einer  Geraden,  auf  der  convexen  Seite  eines 
zweiten  Ejreises,  des  Grundkreises;  so  beschreibt  irgend 
ein  Punct  der  Peripherie  des  erstem  oder  erzeugenden 
Kreises  die  Epicycloide. 

§.  745.  Um  eine  Gleichung  dieser  Curve  abzuleiten, 
"»•  «•  sei  davon  AM  (Fig.  88)  ein  Bogen ,  welcher  vom  Puncte 
A  des  Erzeugungskreises  beschrieben  wird,  während  dieser 
aus  der  Lage  c  in  jene  c\  der  beschreibende  Punct  ^  nach 
Mf  also  ein  Punct  a,  für  welchen  Bogen  -4a  =  Bogen -c4a 
ist,  mit  dem  Grundkreis  zur  Berührung  gelangt  Zicäit  man 
die  Centrilinien  Cc,  Cc;  aus  M  und  c  auf  Ce  die  Perpen- 
dikel MF,  dd  und  Mm  zu  Cc  parallel ;  setzt  den  Halbmes- 
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»er  des  Grimdkrciscs  CA  =  ß ,  jenen  des  erzeugenden  A  e 
=^  Mc  =^r\  den  Mittelpunctswinkel  ACa' ^=f ,  jenen  ylca 
=  Mca'  =  f\  und  nimmt  endlich  CP=x  zur  Abscisse  und 
PM=y  zur  Ordinate  des  Punctes  M;  so  ist  offenbar: 
a=CF=Cd'\- Mm  und  y  =  PM=  c'd  —  i!m.  Es  folgt 
aber  aus  den  beiden  rechtwinkeligen  Dreiecken  Cc'd  und 
Mmc'  Bofbft :  c'd  =  (22  +  r)  «m  f ,  Cd  =  (jB  +  r)  co«  9  und 
Mm  =  rsinMffmf  cm^=^rco8M<fmi  oder  wegen  W^Mc'm 
=  9'  —  (90  —  9)=?  +9'  —  90,  auch  Mm^=^  —  reo« (9 +  90 
und  c'f»  =  r  «m  (9  +  9'),  so,  dass  wenn  diese  Werthe  in  den 
vorigen  Ausdrücken  von  a  und  y  substituirt  werden ,  man 
sofort  als  Gleichungen  der  Epicycloide  erhält: 

j?  =  (iZ  +  »•)  ^^  9  — r  CO«  (9  +  9')* 
y  =  (Ä  +  r)  «n  9  —rmn  (9  +  9'), 

aus  welchen  auch  mittelst  der  aus  der  Natur  der  Wälzung 
resultirenden  Relation:  r 9^=22 9  immer  einer  der  beiden 
Winkel  9  oder  9'  eliminirt  werden  kann.  [Oiscussion  die- 
ser Curve:  HI.,  222.] 

Die  Kreisevolvente. 

§•  7iß.  Setzt  man  bei  der  vorigen  Erzeugungsart  r=cx), 
so  geht  der  erzeugende  Kreis  in  eine  Gerade  ^a(Fig. 89)  p,,.  w. 
und  die  Epicycloide  (§.  729)  in  dieEvolvente  des  Krei- 
ses AMA  •  •  .,  welche  durch  Abwickelung  des  Grund- 
kreises  entsteht,  d.  i.  in  eine  Curve  über,  deren  Evolute  der 
Grundkreis  C  ist.  —  Um  die  Gleichungen  dieser  Curve  zu 
erhalten ,  folgt  aus  jenen  des  vorigen  Paragraphes ,  wenn 
man  entwickelt: 

^  =  i2  e;o«  9  -{-  r  00«  9  — r  co«  9  cob  ^'  '\- t  mn  ^  BÜn  9' 
und 

y=^  Rsintf  -^Tsin^  —  r«tn9  cos  9'  —  r  coa  9  sin  9', 

wobei  noch  r 9' =229,  alsofürr  =  c»,  9'  =  — ^=0,folglich   . 

T  COS  9'  =  r  und  r  «n  9'  =  i29  ^^^  =  ^29  -^  =  i29   (wegen 

« 

!!l5  =  l,  §.  686,  2.)  ist;  man  hat  demnach  als  Gleichun- 
gen der  Kreisevolvente: 


Die  Hypocycloide. 

Flg.  9a  §.  747.  Da  die  Hypocycloide  durch  einen  Punct  A  (Pig.  90) 
der  Peripherie  des  Erzeugungskreises  beschrieben  wird,  wenn 
sich  dieser  Kreis  auf  der  concaven  Seite  des  Grundkrei- 
ses wälzt;  so  erhalt  man  mit  Beibehaltung  der  in  §.  745 
angenommenen  Bezeichnung ,  d.  i.  für  W.  -4  Ca' ==9,  W. 
^  c  a  =  W.  Mca^  =  y ' ,  CA  =  iJ,  c-4  =  c'a  =  r  und  (wenn 
MP  und  c'd  perpendikulär  auf  (7-4)  CP^=ay  PM=^y^  ganz 
einfach  aus  den  Oleichungen  der  Epicycloide,  §.  745,  indem 
man  nur  r  negativ  zu  nehmen  braucht ,  als  Gleichun- 
gen der  Hypocycloide: 

a=(R  —  r)  co8(f  -^-r  cos  (f  +  9'), 
y  =  (jB  -^  r)  «m  9  -f  r  «w  (y  +  fO. 
aus  welchen  Gleichungen   wieder   mittelst  der  Relation  R^ 
=  —  rf',  y'  oder  9  eliminirt  werden  kann. 

A  n  m  e  r  k.    Interessant   nnd   in  der  Mechanik  ron  Wichtigkeit  ist  der 

besondere  Fall,  in  welchem  2r  =  R  ist;  indem  man  dafllr  ans  den 

R 
vorigen  Gleichungen,  wegen  ^'  «*  ~—  —  ^  •«  —  8  y,  aofort 

X  mmr  cos  ^  +  f  to8  f— •  (p)  =  2r  CM  9  nnd 

y^r»tiiy-|-r«Mi  ( —  9)  «=»  0 
erhält,  woraus  also  (§.  392,  6.)  folgt,  dass  in  diesem  Falle  die  H j- 
pocjcloide  in  die  Abscissenaxe ,    also    in   eine  durch  den  Mittel- 
pnnct  des  Ghnindkreises  gehende  gerade  Linie  übergeht,    [Über 
Spirallinien  und  mehrere  andere  Curven:  III,  228  —  248.] 
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Neuntes  Capitel. 

Anwendung  der  DüTerentialrechnung  auf  die  Theorie 
der  krummen  Flächen  und  der  Curven  von 

doppelter  Krümmung. 

Berührungen   der  krummen   Flächen. 

§.  7rl8.  Einleitung.  Es  seien  (1)  z^=^f{xj  y)  und 
(2)  /=f  (d?,  yO  die  auf  ein  und  dasselbe  Axensystem  sich 
beziehenden  Gleichungen  zweier  krummen  Flächen  (1)  und 
(2)  (§.  598),  welche  den  Punct  «,  y,  z  mit  einander  gemein 
haben  sollen.  Lässt  man  die  beiden  unabhängigen  Variablen 
Xy  y  m  X  '\-  h  9  y  '\-  h  übergehen ;  so  erhält  man  nach  dem 
erweiterten   Tby/or  sehen   Satze   (§.  669),    wenn    man  Kürze 

halber   (nach  EuUr  (J^)  =p,   (^)  =  9>  (^)=^^  {iff) 

=  ("7r)  =  *»  ("^)""^  "•  ®'  ^'''  ^*°"  ®^®"  ^  h^)  ^P' 
u.  s.w.  setzt,  für  die  entsprechende  Ordinate  der  Fläche  (1) : 

(3)  z^=z  +  {ph  +  qk)-^}^  (rh^  +  2shk  +  tk^)  +  ..., 
und  der  Fläche  (2)  : 

(4)  z\  =/+(/Ä  +  5'A)  +  i(r'A2  +  2«'AJfc  +  a*)  +  .. 
Der  Abstand  der  beiden  entsprechenden,  in   der  nämlichen 
Ordinate  liegenden  Puncte  beider  Flächen,  oder  der  Unter- 
schied d  der  betreffenden  Ordinaten  (3)  und  (4)  ist  sonach, 
wegen  z'  =  z  (also  auch  a'  =  x  und  y'  =  y)i 
(b)d=l(p^p)h^(q-q')k-] 

+  i[(r~r)A«  +  («^02A^  +  (<  — 0*"]-f-. 
und  wird   um  so  kleiner,  je  mehrere  Anfangsglieder  dieser 

Keihe  bei  den  kleinsten  Werthen  von  h  und  k  verschwinden. 

§.  749.    Erklärung.    Ist  nun  p — p'  =  0  und  q  —  q' 

=  0,  oder  (4^)  =  ( ll)  und  (-^)  =  [^\  wodurch  in 

der  vorigen  Keihe  (5)  die  beiden  ersten  Glieder  wegfallen ; 
so  sagt  man  (analog  mit  §.  719),  es  finde  zwischen  den 
beiden  Flächen  (1)  und  (2)  im  Puncte  x,  y,  z  6ine  Beruh- 
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rung  der  ersten  Ordnung  Statt,  und  es  lässt  sich  ge- 
nau  eben  so,  wie  in  §.  720  nachweisen,  dass  im  BcrQhrungs- 
puncte  zwischen  diesen  beiden  Fachen  keine  dritte  durch- 
gehen kann,  wenn  sie  nicht  wenigstens  auch  den  beiden 
(den  obigen  analogen)  Bedingungsgleichungen  p"=p  und 
q'  =  q  Genüge  leistet  —  Finden  nebst  den  vorigen  beides 
Bedingungsgleichungen  noch  die  folgenden  Statt:  r=^ry 
s'  =  9  und  t'  =  <,  wodurch  in  der  obigen  Differenz  (5)  auch 
noch  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  wegfallen;  so  sagt 
man,  dass  die  beiden  Flächen  (1),  (2)  im  Puncte  «,  y,  ; 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  besitzen, 
u.  B.  w. 

§.  750.  Ist  nun  wieder  (analog  mit  §.  721)  die  Fläche  (1) 
vollkommen ,  dagegen  jene  (2)  nur  der  Gattung  nach  gege- 
ben, und  bestimmt  man  die  in  der  Gleichung  der  letztem 
Fläche  vorkommenden  unbestimmten  Constanten  (deren  z.  B. 
die  Gleichung  der  Ebene  drei  besitzt)  aus  den  genannten 
2,  oder  5  u.  s.  w.  Bedingungsgleichungen,  wodurch  in  der 
obigen  Differenz  (5)  sofort  beziehungsweise  2,  5,  9,..  erste 
Glieder  der  Beihe  verschwinden;  so  wird  diese  Fläche  (2) 
mit  jener  (1)  im  Puncte  a^  y  ^  z  respective  eine  Berührung 
der  ersten,  zweiten,  dritten..  Ordnung  eingehen. 

Berührungsebene. 

§.  751.  Nehmen  wir  als  einfachsten  Fall  für  die  Fläche 
(2)  die  Ebene,  so  ist  ihre  Gleichung  (§.  557,  Zusatz  2.)^ 
(tn)  g^  ^=Aaf '\- By'  '\' D.  Zufolge  der  ersten  Bedingung 
von  af  =^Xy  y'  =  yy  z=z^  nach  welcher  nämlich  die  Ebene 
[oder  Fläche  (2)]  mit  der  Fläche  (1)  den  Punct  x,  y^  z  ge- 
mein  haben  soll,  hat  man  (n)  z=^Aa  '\--  By  -{-!).  Da  fer- 
ner aus  (m)r^^l  =  ^und  1-^ j  =jB  folgt,  so  hat  man 
nach  den  beiden  darauf  folgenden  Bedingungsgleichungen 
{p'=p^  q'  =  q):   A  =  ^J^)\xndB  =  ^^^^,     wobei    diese 

partiellen  Differential-Quotienten  aus  der  gegebenen  Gleich. 
z==^f(ä:,y)  der  Fläche  (1)  abzuleiten  sind.  Mit  diesen  Wer- 
then    und   der  Gleichung  (n)   erhält    man    aus  (m)    für  die 


Ebene,  welche  die  Fläche  (1)  im  Puncte  a,  y^  z  in  der  er- 
sten Ordnung  berührt,  d.  i.  fbr  die  Berührungsebene 

die  Gleichung:   (I)  /-*  =  (^)(«'-«)  +  (fJ(y-y); 

dabei  sind  a\  y\  z  die  allgemeinen,  und  «,  y,  z  die  Coor- 
dinaten  des  Berührungspunctes. 

BeispieL    Wftre   i.  B.   die   gegebene   Fliehe  (I)   die   Kugel, 
also    (§.602)    («  — a)'  +  (y^ß)'  +  (s  — 7)'  — r*   ihre  Qleichang,    SO 

wfirde  man   darans  l-r-  |  — •  -^ ,    I-7- 1  ■-  —  ^ >  ™*d  daher 

nach  der  Torigen  Gleichung  (I)  ftr  die  Gleichung  der  Berührungs- 
Ebene   an   die   Kugel: 

(x--«)(*'-x)  +  (y-.0(/--y)+(*-.7)(»-«)  =  0 
erhalten«    [VeigL  §.  603,  (m)]. 

Die    Normale« 

§.  T52.  Erklärung.  Das  im  Berührungspuncte  einer 
krummen  Fläche  auf  die  Berührungsebene  errichtete  Perpen- 
dikel heisst Normale,  und  jede  durch  diese  Gerade  gelegte 
Ebene,  Normalebene  der  Fläche« 

§.  76S.  Die  Gleichungen  der  durch  den  Berührungspunct 
Xj  y^  z  gehenden  Normallinie  sind  [§.  572,  (m)]  von  der 
Form:  \x'  —  «=a(/ — ^)>  y — y=i(^  —  ^)]  »  und  da 
diese  Gerade  auf  der  Ebene  (I)  (§•  751)  perpendikulär  ste- 
hen soll,  so  muss  (§.  592)  a  =  — yT')  ^^ — V  ^'^^ 

sein;   folglich  hat  man  für  die  Gleichungen  der  Nor- 
male: 

0,)    [(«'-«) -1-/)(Z-Z)=0,   (y'_y)  +  j(/-z)  =  0], 

wobei  wieder  a!y  y\  z  die  allgemeinen  oder  laufenden  Coor- 
dinaten  bezeichnen. 

Z  n  8  a  t  X.    Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  (^)  ist  der  Abstand 
irgend  eines  Punctes  x\  y",  z'  der  Normale   vom  Berührungspuncte  x, 

y,  z    (§.  555):    («  —  «")  ^1  4"/'' +  9* »  folglich  ist  auch  die  Länge  der 
Kormale  zwischen  dem  Berührungs-   und  Durchschnittspunctc    derselben 

mit  der  coordin.  Ebene  der  jry,  wegen  »"  —  0,  sofort:    zV \  +;>*  +  ^*. 
[Über  die  Krümmung  der  Flächen :  ni,  262  —  272.] 


Die  Curven  von   doppelter  Krämmung. 

Ber&hrangen. 

§.  TM.    Einleitung.     Sind  (§.  624) 

(1)  [/(^,y)  =  o,  F{x,f/)  =  o'] 

die  Gleichungen  der  Curve  (1),  und 

(2)  [/'  (*',  y  )  =  0,  r  (x\  y')  =  0] 
jene  der  Curve  (2) ,  und  nimmt  man  an ,  dass  beide  den 
Panct  m^  jfj  z  gemein  haben,  wofür  also  «'  =  4^,  y  =^}i^ 
z=z  wird;  so  erhält  man  (analog  mit  §§.  718  und  748), 
wenn  die  Variable  «  =  a-'  (von  welcher  man  y  und  z  ab 
abhängig  ansieht)  in  x  -j-  ^  übergeht ,  für  die  der  Absciiise 
«  -}-  A  =  jr'  +  A  entsprechenden  Ordinaten  der  Curven  (1) 
und  (2)  beziehungsweise: 

yi=y  +  77*  +  77^T  +•••» 

und 

Man  hat  daher,  wegen  y'=y  und  /  =  jf  sofort: 

und 

fbr  die  Unterschiede  der  gleichnamigen  Ordinaten  beider 
Curven;  welche  Gleichungen  (für  D  und  d)  sich  augen- 
scheinlich (vergl.  §.  720)  auf  die  Berührungen  der  Projec- 
tionen  dieser  Curven  in  den  coordin.  Ebenen  der  sy  und 
xz  beziehen« 

§*  7&5.  Erklärung.  Da  nun  zwischen  den  beiden 
Curven  im  R2iume(l)  und  (2)  im  Puncto  j?,  y,  z{=x\y\:) 
eine  um  so  innigere  Berührung  Statt  findet,  je  inniger  eich 
ihre  Projectionen  in  irgend  einer  Ebene ,  also  auch  in  den 
coordin.  Ebenen  der  ay  und  xz  beziehungsweise  im  Puncte 


jr  =  a',  y=^y'   und  ^  =  4?  ,  *z:=z'   (als  Projectionen    des 

Punctes  Xy  y^  z  auf  diese  Ebenen )  berühren ;    so .  sagt  man 

auch  hier  9    dass  die  beiden  Curven  im  Räume  (1),    (2)  im 

Puncte  4r,   y^  z  eine  Berührung  der  n^  Ordnung  besitzen, 

wenn  ausser   (a  =  a)  y  =z  y^  z'  ='Z  noch   die  Bedingungs- 
glcichungen  bestehen : 

dz'    dx      d*t    _^  d^x  d^z'  ^^^  d^z 

17  "^  77'  57"»  ~  5?*  •  •  •  rfT^  ~  "5^" 

§.  756.  Ist  daher  wieder  die  Curve  (1)  vollkommen, 
dagegen  jene  (2)  bloss  der  Gattung  nach  bestimmt,  so  wird 
die  letztere  mit  der  erstem  im  Puncte  x^  y^  z  eine  BerOh- 
niDg  der  n**"  Ordnung  eingehen»  wenn  man  die  in  der  Glei- 
chung (2)  enthaltenen  unbestimmten  constanten  Grössen  aus 
den  vorigen  ^n-^-i  Bedingungsgleichungen  bestimmt 

Die  Tangente. 

§.  T57.  Nehmen  wir  als  einfaches  Beispiel  fiir  die 
Curve  (2)  die  gerade  Linie  im  Räume,  so  sind  ihre 
Gleich.  (§.566)  [y'  =  a;i< -f*  »>  ;?'  =  6a.' +  ß].  Um  nun  die 
darin  enthaltenen  4  unbest.  C!onstanten  so  zu  bestimmen, 
dass  diese  Gerade  mit  der  Curve  (1)  im  Puncte  x,  y,  z 
eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  eingeht,  hat  man  dar- 

aus:   7^'  =  ^  luid  -j^^rft,  folglich  nach  den  vorigen,  dieser 

Ordnung  zukommenden  Bedingungsgleichungen 

{x'  =  x,  y'  =  y,  z'  =  z,  %  =%  Jf ,=  ^)  sofort : 


y  =  ad?  +  a,  z  =  bX'\'P,  ^  —  ^*  *==dT»  "^^ 


mit 


diesen Werthen :  y — y  =  a{x  —  x),  z'  —  z  =  b{a!i — ^),  d.i. 

als  Gleichungen  der  Tangente  der  Curve  (1)  im  Puncte 
«,  y,  z\   dabei  sind  wieder  «',  y\  z   die  allgemeinen  Coor- 

din.,  und  die  Quot.  j^,  -j^  aus  den  Gleich,  der  Curve  (1) 
zu  entwickeln. 
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Die  Normale. 

§.  758.  Die  Aufgabe,  in  irgend  einem  Puncte  Xy  y^  z 
einer  Cui*ve  im  Baume  eine  Normale  zu  ziehen ,  iät  eine  un- 
bestimmte,  weil  sich  in  diesem  Puncte  auf  die  in  dem- 
selben gezogene  Tangente  rings  herum  unzählige  Perpendi- 
kel errichten  lassen.  Diese  Perpendikel  oder  Normalen  lie- 
gen jedoch  sämmtlich  in  einer  Ebene,  welche  Normal- 
ebene heisst.  —  Mit  Berücksichtigung  der  vorigen  Glei- 
chungen (ß)  der  Tangente  ist  sonach  (§.  592),  wenn  man  auch 
gleich  mit  dz  durchaus  muldplicirt,  die  Gleichung  der 
Normalebene: 

Das  Element  der  Curve. 

§.  750.     Das  Element   einer  Curve  im  Baume  ist  ganz 

einfach  (§.555):  d«  =  \/dx^  +  dy^  +  dz^ ;  denn  dieses  ist 
nichts  anderes  als  der  Abstand  des  Punctes  x^  y^  z  von  dem 
unendlich  nahe  liegenden  Puncte  x  +  dar,  y  +  ^y »  z-^-iz. 

Der  Krfimmungskreis. 

§.  760.  Auch  hier  wird  (wie  in  §.  723)  jener  Eüreis,  wel- 
cher mit  der  Curve  (1)  eine  Berührung  der  zweiten  Ord- 
nung besitzt,  Krümmungskreis,  und  sein  Halbmeseer 
Krümmungshalbmesser  genannt.  Um  diesen  erstem 
zu  finden ,  ist  es  am  Einfachsten ,  den  Elreis  als  Durchschnitt 
einer  Kugel  mit  einer  duich  ihren  Mittelpunct  gehenden 
Ebene  anzusehen.  Dadurch  erhält  man  für  den  Kreis  über- 
haupt das  System  der  Gleich.  (§.  602,  und  da  die  Ebene 
durch  den  Punci  a,  ß,  /  geht,  §.  558; : 

wobei  man  y  und  z'  als  Functionen  von  x^  ansehen  kann. 


§.  761.  Differentiirt  man  diese  Gleich,  zwei  Mal  in  Be- 
zug auf  die  unabhängige  Variable  Xy  so  erhalt  man,  wenn 
man,  da  der  Kreis  (e)  im  Puncte  a;  =  a?',  y=y\  z^=^z'  mit 
der  Curve  im  Baume  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung 


eingehen  soU,  also  (§.  756)  ^7  =  j^»  57  =  5^»  J^i  =  ^. 
und  j4i  =  7-1  Statt  haben  muss ,  gleich  die  Accente  aus- 
lassend, nebst  dem  Systeme 

(1)  (x~ci)^  +  (y-ßy  +  (z-Yy  =  p\ 

(2)  {x-aL)  +  A(t,  —  ß)+B(z-^y)  =  0 

noch  folgende  Gleichungen: 

(3)  (x-.)  +  (y-13)g  +  (^-y)j^  =  0, 

(4)  l  +  ^g4-5|f  =  0. 

und 

ans  welchen  Bedingnngsgleich.  die  6  Grössen  ob,  ß,  y^  p^ 
AfB^  welche  sofort  die  Grosse  und  Lage  des  Krümmungs- 
kreises bestimmen,  zu  suchen  sind. 

§•  7(12.     Setzt  man   zu   diesem  Ende,   Kürz^  halber, 

^=p,  äx^=P9  ä7  =  ?  ^^^  dP~^  '   ®®  erhält  man  aus 

(4)  und  (6) : 

A=     -^  »  = t 


pq  ^p'q>  Pq^p'q* 


Aus  (2)  und  (3)  folgt,  wenn  man  gleich  für  Ä  and  B  die  ge- 
fundenen Werthe  substituirt : 

Diese  Werthe  in   (5)   substit.   und   dann  daraus   x  —  a  be- 
stimmt ,  erhält  man ,  p  *  +  q'^  ^(pg'^  p'qy  =  ^  gesetzt : 

^       « ]v » 

und  damit  aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen : 

y     p—  ^        ^    — t 
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§,  TOS.     Mit  diesen  drei  letzten  Werthen  hat  man  end- 
lich aus  (1),  mit  Bücksicht  darauf,  dass 

=  W  +  q^)^  +  2  ipq'  -p'q)^  +p'*  +  q'^ 
+  (1  +p^  +  q^)(pq'-pq)^-(p^-p'q)^ 

=  (!+/>•  +  q^)  [p'*  +  ?'•  +  0>«'  -pV)"]  Mt,  sofort : 

durch  welche  vier  Gleich,  für  x  —  a,  y  —  /3,  z — y  und  f 
für  den  Punct  x^  y»  r  der  Curve  im  Baume  (aus  deren 
Gleichungen  die  Diiferentialquot.  j9,  g,  .  .  abzuleiten  sind) 
der  Krümmungskreis  sowohl  der  Lage  als  Grösse  nach  be- 
stimmt ist. 

Krtimmungsebene   einer   gegebenen   Curve. 

§.  764.  So  wie  die  Berührungen  der  Curven  und  Flä- 
chen ,  kann  man  auch  die  Berührung  einer  Curve  mit  ei- 
ner Ebene  untersuchen.    Es  seien  zu  diesem  Ende 

y  =  f(a),    z  =  Yix) 
die   Gleichungen   einer  gegebenen   Curve»    so   wie  [§.  558, 
Gleich.  (2)] 

(m)     z-2^  =  a{x  —  if)  +  b{y—y') 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene,  welche  jedoch  durch 
einen  Punct  der  vorigen  Curve  geht,  dessen  Coordinatni 
x\  y\  /  sind. 

Geht  nun  die  Abscisse  x'  in  x  -^h  über,  so  erhält  man 
für  den  entsprechenden  Punct  der  Curve 

so  wie  für  den  Punct  der  Ebene,  welcher  den  Absci^wn 
X*  -|-  A  und  y'  +  j^  A  +  j~n  F  "'"  *  *   entspricht ,  sofort 
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Die  Differenz  zwischen  den  beiden  Werthen  der  Ordi- 
naten,  welche  der  Curve  und  der  Ebene  angehOrt^  ist  also: 

Soll  nun  die  Ebene  eine  Berührungsebene  der  er- 
sten Ordnung  an  die  Curre  im  Puncto  x\  y\  z'  sein,  so 
müssen  die  beiden  Constanten  a  und  h  so  bestimmt  werden, 
dass  dafl  erste  Glied  der  vorigen  Differenz  verschwindet,  d.  h. 
dass  sie  der  Gleichung 

Genüge  leisten.  Diese  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  die  in 
Rede  stehende  Ebene  in  der  Tangente  der  Curve  liegt  oder 
durch  diese  hindurchgeht  *). 

Da  man  aus  dieser  einzigen  Gleichung  (oi)  nicht  beide 
Grössen  a  und  h  bestimmen  kann,  so  ist  diess  ein  Beweis, 
dass  es  unzählig  viele  Ebenen  gibt,  welche  durch  die  er- 
wähnte Tangente  gelegt  werden  können  und  sofort  die  Curve 
berühren.  Fügt  man  jedoch  zu  dieser  Gleichung  noch  die 
folgende 

hinzu ,  so  stellt  man  dadurch  zwischen  der  Curve  und  Ebene 
eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung,  nämlich  die  innigste 
Berührung,  welche  hier  überhaupt  möglich  ist,  her^  indem 
keine  andere  Ebene  zwischen  dieser  und  der  Ciure  durch- 
gehen kann. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  (a)  und  (P)  erhält  man 
nun: 


*)  Die  Gleichnngen  der  Tangente   dieser  Curve  sind  nämlich  (§.  757) 
»   »  »  » 

y  «.  -i^  X  und  z  —  --^  x:  die  Gleich,  der  Ebene  ist  «  «.  ax  +  hy, 
^       dx  dx 

SoU  nun  die  Tangente  in  dieser  Ebene  liegen,  so  muss  diesen  drei 
Gleichungen  durch  die  nftniliehen  Werthe  von  x,  y,  z  GenOge  gesche,. 
hen;  setzt  man  daher  die  Werthe  von  z  und  y  aus  den  beiden  er- 
stem Gleichungen  in  die  dritte  und   kürzt  mit  x  ab ,    so  erhält  man 

—  mmaA-  b  ~r,  welche  Bedingungsgleichung  sofort  mit  der  obigen 
dx  dx 

{x)  identisch  ist. 


512 

Man  erhält  also  darch  Substitution  dieser  Werthe  in  die 
obige  Gleich,  (m)  fär  die  Gleichung  dieser  letztem  erwähn- 
ten Ebene  sofort: 

(1)  U  (^-^) = (^  »  -  ii  jp)  ('-•') + &'  ^-yy 

Diese  hier  in  Bede  stehende  Ebene  heisst  die  oscula- 
torische  Ebene,  weil  sie  mit  der  Curve  eine  Berührung 
der  zweiten  Ordnung  eingeht,  oder  auch,  weil  in  ihr  zugleich 
der  Krbmmungskreis  für  den  betreffenden  Punct  der  Cime 
liegt  *),  die  Krümmungsebene. 

*)  Die  vorige  Gleich.  (1)  nimmt  mit  Bentttnmg  der  abgekünten  Be- 
seidmong  des  Torhergefaenden  Paragraphes  und  mit  Aaslawing  der 
Accente  die  Fonn  an: 

pz  —  {p'q—pq)x  +  qy- 

Setst  man  nun  in  diese  Gleich,  fnr  y  und  x  die  im>  roiigen  §. 
gefundenen  Ordinalen  y  und  z  des  Mittelpnnctes  des  Krttmmiingskre- 
ses,  nftmlich 

p-^qjpq'-pq)  q'+p{pq'^p'q) 

pp-^-gq  pp+9q 

so  erh&lt  man  die  identische  Gleichung: 

ivp  +  qq)(pq-^pq)*  —  (pp  +  qq')(pq'-pq)x, 

snm  Beweis,  dass  die  Coordinaten  x,  jf,  x  dieses  Mittelpunctes  der 
Gleichung  (1)  der  Ebene  Genüge  leisten,  der  Mittelpunct  also  in  die> 
ser  Ebene  selbst  liegt. 


Siebenter  Abschnitt 


Die     Integralrechnung, 


Burf'f  Gomp«adiiim  d.  htfli»  Math.  33 


Einleitung. 


Erkrärungen. 

§.  765.  XJie  Integralrechnung  ist  die  der  Differential- 
rechnung entgegengesetzte  Rechnungsoperation ,  und  hat 
zdm  Zwecke,  aus  einem  gegebenen  Differentialausdruck  die 
ursprüngliche  Function  her-  oder  zurQckzuleiten ,  aus  wel- 
cher dieser  Ausdruck  durchs  Differentiiren  entstanden  ist 
oder  entstehen  kann.  Diese  Operation,  das  Integriren 
genannt,  wird  angedeutet,  indem  man  dem  gegebenen  Dif- 
ferentialausdruck das  (Integral-)  Zeichen  J  vorsetzt,  welcher 
dann  (oder  eigentlicher  die  gesuchte  Function)  das  Inte- 
gral des  gegebenen  Differentialausdruckes  heisst.  Ist  näm- 
lich Xdx  das  Differential  der  Function  /(^),  8o  ist  jAda 
='jd.f{x)=f(a)  das  Integral  von  Xdx^  und  sofort  der 
ursprünglichen  Function  f{x)  gleich;  so  ist  z.  B.  af^  das 
Integral  von  maf^'^^  dx  oder  jmx^^^  dx=jd.ai^  =  x"^,  — 
Zugleich  folgt  hieraus,  dass  sich  die  beiden  entgegenge- 
setzten Operation  8  zeichen  /  und  d,  wo  diese  zusammen  vor- 
kommen, aufheben. 

§.  766.     Ist  aus  der  Relation  y  ==  9  (x)   der  Differen- 
tialquotient —  =  Ä  oder   die  Differentialgleich,  cfy  =  Ädx 

abgeleitet  worden,  so  wird  man  aus  dieser  ebenfalls  wieder 
auf  die  ursprüngliche,  zwischen  y  und  x  bestehende  Rela- 
tion ztirückgeführt ,  indem  man  beide  Theile  der  Gleichung 
integrirt;  man  hat  nämlich:  jdf/^=jXdx9  d-  i»  y=jXdx 
=  9(x),   und    nennt  diese  Gleichung  die  Integralgl^ 

33* 
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c h u n g  oder  auch  nur  dag  Integral  der  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichung dy  =  Xdx. 

§.  7Ö1.  Die  ursprüngliche  oder  gesuchte  Function  heis«t 
auch  in  Beziehung  auf  ihr  2*",  S*'*,  ...  vl'*  Differential; 
das  Integral  der  2*'" ,  3*"" ,  . . .  fi**^"  Ordnung;  un«l 
es  folgt  aus  der  Ent^itehiing  der  hühern  Differentiale  (j.  (>.*).')), 
das«  man  aus  dem  n*"  Differentiale  die  ursjmingliche  Futk- 
tion  findet,  indem  man  dasselbe  n  Mal  nach  einander  inir- 
grirt,  oder  dass,  wenn  d^  .^  {.r)=f(a')  dx'*  ist,  wieder  um- 
gekehrt f  (j:)=J*/(a*)  t/jr*   Statt  findet. 

§.  1f68.     Der   einfachste   und    leichteste   Fall   der  Inte- 
gralrechnung ist   der,    in   welchem    der   Differentialquotieiit 

•^  bloss  eine  Function   von  x  oder  y,   oder  was   dasselbe, 

wenn  entweder  dy  =  Adr  oder  dx=  Ydy  ist;  in  die.*rni 
Falle  hat  man  es  nämlich  nur  mit  der  Aufsuchung  eimr 
Function  von  einer  Variablen,  oder  mit  der  Bestimmimir 
des  Integrals  jAdx  zu  thun. 

§.  IW.     Auf  diesen  einfachen   Fall   wird  auch  die  In- 
tegration   der    Differentialgleich.    Pdx  -f-  Qdy  =  0   zuriirk-  , 
geführt,    wenn  entweder  P  und  Q  bloss  Functionen  von  j    ' 
oder  y,  oder  P  eine  Funct.  von  x  und  Q  eine  Funct.  von  v.  | 
oder  umgekehrt  ist;    denn  in  diesen  Fällen  hat  man  bezie- 

p               ,                          Q  - 

hungsweise :    dy  =  —  ---da:  =  AdXy  dx^= ^dy=^  Ythi* 

Pda=^ —  Qdy^   d.  1.  Adx  =Ydy  und  — -  =  — — -,  d.  i.  j 

wieder  Adx=Ydyy  so,  dass  es  in  allen  diesen  Fällen 
nur  auf  die  Integration  des  einfachen  Diftc^entialaugdruck(^ 
Adx  oder   Ydy  ankommt. 

§.  710.  Complicirter  und  schwieriger  sind  die  Falle, 
in  welchen  der  genannte  Quotient  als  Function  von  x  und 
y  erscheint,  oder  in  denen  man  die  Differentialgleichung^ 
Pda-f-Qrfy  =  0,  in  welcher  P  und  Q  Functionen  von  .• 
und  y  zugleich  sind,  zu  integriren  hat.  —  Kommen  cudlicli 
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vollends  auch  höhere  Differentiale  in  den  zu  integriren- 
(len  Ausdrücken  oder  Differentialformeln  vor;  so  erscheint 
die  Integralrechnung  vorerst  nur  als  eine  Sammlung  von 
Regeln  und  Kunstgriffen,  die  nur  in  wenigen  Fällen  das 
leistet,  was  von  ihr  gefordert  wird,  und  man  gelangt  bald 
zu  der  Ueberzeugung,  dass  sich  zwar  alle  Functionen  diffe- 
rentiiren,  aber  bei  weitem  nicht  alle  Differentialausdrücke 
oder  Gleichungen  integriren  lassen. 

§.  Tn.  So  wie  in  der  Differentialrechnung  der  Fall, 
in  welchem  die  Function  unmittelbar  oder  explicit,  von 
jenem  unterschieden  wurde,  in  welchem  diese  noch  unent- 
wickelt oder  implicit  gegeben  ist ;  so  erscheinen  auch  hier 
in  der  Integralrechnung  zwei  solche  Fälle,  in  deren  einem 
der  Differentialquotient  oder  die  gesuchte  Function  unmit- 
telbar durch  die  unabhängig  variablen  Grössen,  im  zweiten 
aber,    dieser  Quotient  mit   den  Variablen  noch   auf  irgend 

eine  Art  verbunden,  in  der  Gleichung  vorkommt. 

Wir  werden  nns  in  diesem  Lehrbuche  grOsstenthcils  anf  die  In- 
tegration des  einfachsten  Falles  oder  die  Bestimmung  des  Integrals 
jXdx  beschränken  und  dabei  berücksichtigen,  dass  X  eine  alge- 
braische oder  transcendente  Function  von  ar ,  und  im  er- 
stem Falle  rational  oder  irrational,  ganz  oder  gebro- 
chen sein  kann. 
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=i8eCT, 


Erstes  Capitel. 

Integration  des  Differentialausdruckes  Xdx,  A)  wenn 

X  eine  rationale  und    B)  wenn  X  eine   irrationale 

algebraische  Function  von  x  ist 

Einleitung. 

§.  tt2.     Bei   Bestimmung    des   Integrals   ^Xdx  kann 
man  aus  der   Differentialrechnung    erstens    einige   der   ein- 

Jdx  

(3)Jl^  =  ZZa',  (4)J^^  =  /(a  +  ^),  (5)  Ja'/arf*^  o', 
(6)jVd^  =  c',  {l)ico8xdx  =  sinx,  (8)  jrind?dx  =  — «w*, 

(14)  j-±-,=  arctangx,  (15)  J,^^=^'^''^- 
(16)    f      ^^        =  arc  «nv  x  (welche   Formeln  noch  weiter 

ZU  vermehren  nicht  räthlich  ist)  als  Fundamen talfor- 
rn  e  1  n,  und  zweitens  einige,  wie  die  im  folgenden  §.  erwähn- 
ten Regeln,  als  bekannt  voraussetzen. 

§.  713.  So  fanden  wir  (§.  633),  dass  das  Differential 
einer  algebraischen  Summe  gefunden  wird,  indem  man  jedes 
einzelne  Glied  differentiirt ;  es  wird  also  auch  umgekehrt 
eine  algebraische  Summe  von  Differentialen  intcgrirt,  indem 
man  jedes  einzelne  Glied  integrirt,  d.  h.  es  folgt  aus 
d{x-\-y  —  z-{-)  =  dx-\-dy  —  dz  +,  umgekehrt :  j{dx  +  dy 
^dz-{-)  =  x-^y  —  z  +  =jdx  ^jdy  +)  —  dz  +.  Eben 
so  folgt  aus  der  Regel  d.AJC  =  AdX  auch  wieder  umge- 
kehrt: jAdA  =  AX=Ajdxy  also  die  Regel,  dass  man 
die  coustanten  Factoren  der  zu  integrirenden  Differential- 
ausdrücke gleich  vor  das  Integralzeichen  setzen  kann. 


Sit 

A)  Bestimmnng  des  Integrales  jXdx;  wenn 
A"  eine  rationale  Function  von   x  ist. 

a)   Für  ganze   Fanctioncn   JT. 


§.  tT4.  Aus  d(aj[f +B)  =  nax^^dx,  wo  B  irgend 
eine  constantc  Grosse  bezeichnet,  folgt  umgekehrt  durch 
Integration  :     ai*  +  B  =  j  n aa*""'  dx ,     oder    wenn    man 

n  —  1  =  m,   also  n  =  m  +  1  und  na  =  A,  d.  i.  a=      , 

setzt  y  auch : 

welcher  Auedruck  sofort  die  allgemeine  (leicht  in  Worten 
auszudrückende)  Regel  fOr  die  Integration  der  algebrai- 
schen Monome  enthält. 

§.  775.    Die  constante  Grösse  B  y    die   Obrigens ,   hier 
bloss  auf  das  Integral  bezogen,  ganz  willkürlich  ist,  indem 

man  für  jeden  Werth  derselben  dyA — -r-r  -\- B\=A*i^dx^ 

(zum  Beweis  der  richtigen  Integration)  erhält ,  und  die  je- 
dem Integral,  wenn  es  vollständig  oder  allgemein  sein 
soll,  beigefügt  werden  muss,  heisst  willkürliche  Con- 
stante und  wird  hier  durchaus  mit  C  (Consta,  Conatam)  he- 
zeichnet.  In  besondem  oder  bestimmten  Fällen  lässt  sie 
sich  aus  der  Natur  der  Sache  immer  leicht  bestimmen. 
Wäre  z,  B.  aus  der  Aufgabe  oder  der  Natur  des  betreffen- 
den  Gegenstandes    bekannt  y    dass   das    vorige  Integral   für 

X  =  a  den  Werth  b  annimmt;  so  hätte  man  h^=^A  "  .  ,+i?, 

m-j- 1  ' 

und   daraus  die  unbestimmte  Constante :    B  =  b  —  A  — ; — , 

rn  -J-  1 

mithin  wäre,  wenn  man  diesen  Werth  substituirt,  das  be- 
stimmte oder  besondere  Integral: 

fAa;"'Jx=b  +  —~  (a-'"+^  —  a'^M, 

welches  nun  auch  in  der  Tliat  für  a:  =  a  gleich  fi  wird.  — 
Sehr  häufig  ist  i  =  0 ,  d.  h.  jener  Werth  der  Variablen 
(z.  B.  ;ir  =  a)  bekannt,  für  welchen  das  Integral  verschwindet. 


Anmerk.  Von  der  im  |.  774  abgeleitetea  Begd  Ar  die  iDtogmtkm 
aJgebr.  Monome,  welche  sonst  ftlr  j  e  d  e  n  constanten  Exponenten  ■ 
gilt,  ist  der  einzige  Fall  Yon  n  »» —  1  ansgeschlossen;    denn  in  die- 
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sem  Falle  hätte  man  Jx— l</x  =  — ,  was  offenbar  zn  Niehts  f&hrt. 

o 

Allein  man  weiss  aus  der  Differentialrechnnng ,    dass 

ist,  nnd  man  kann  dieses  Integral  nach  der  obigen  B^el  aus  dem 
einfachen  Grande  nicht  finden ,  weil  es  nnmOglich  ist,  die  transcen- 
dente  Grösse  Ix  als  eine  einzige  Potenz  von  x,  d.  h.  als  al gebr. 
Monom  darzustellen. 

§.  776.    Beispiele  hierüber. 

1)  Nach  der  (§.  774)    entwickelten  Regel    ist    /x'efx«— -+C. 

2)  Eben  60  ist  ß^  -  3/r-2rfx  « ^^  +  C '^  C ?-. 

J    x'  —1  X 

3)  Es  ist  J(ax«>4-^***  — cxP)dx  — a/x«</x  +  6fx»rfx  — c/x^<fx 

ajwi-|-l      6x*'H~l       cx/H"l 

»=» — r-r-\ r— 7 t-^+(^'    (Dabei  ist   es  o£fenbar  hinreichend, 

TO-f-l       n-f"!        P+l 

eine  einzige  unbestimmte  Constante  C  beizufügen.) 

4)  Auf  gleiche  Art  erhält  man  für  das  irrationale  Monom  (welche 
Monome  man  gleich  hier  mit  behandeln  kann,    indem   auch  n  gebrochen 

sein  darf)  /ayx"(fx  =  a/x*rfx-=  ax*:f  =  iaKx»-hC. 

5)  Es  ist  ferner /cfx  (1  — 2x)"  —  /dx  (l— 4x  +  4x«)  =/</x  — .4/xrfx 
4"  4/x"  cf  X  =»  X  —  2  X*  +  J  X*  -|-  ^*  -^^  dieselbe  Art  yerfUirt  man,  wenn 
fi  eine  ganze,  positive  Zahl  ist,  mit  der  Bestimmung  des  Integrals 
/cfx  (o  -f-  ^*  4-  ex'  -f-  '0*  (unter  Anwendung  des  polynomischen  Lehr« 
Satzes  §.116). 

6)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  /(fx(a-f-  hx)i^  setze  man,  m  mag 

dabei  was  inuner  ftLr  einen  Werth  haben,  0  +  bx  ^^  z;  so  wird  hdx^i^dz 

1  1  Ä^H-l 

oder  <fx  =  -7-ef«,  also   f  rfx(a  +  6x)w»= -r— /^«»rf«  « -p-r — . — r  +  C, 
0  0  6  (w  -f- 1) 

oder,  wenn  jjian  fftr  x  den  Werth  in  x  wieder  herstellt:   /dx(a  +  6x)* 
^dA^lf  x)*»4-l 

=  ""TT — r~7^i V-  C,     (Bei  einiger   Übung  wird  die  Substitution  cni- 

0  (m  H-  1) 

behrlich ;   zugleich  bildet  dieses  Beispiel  einen  speciellen  Fall  Ton  jenem, 

welcher  in  §.  805  erwähnt  wird.) 

7)  Auf  dem  n&mlichen  Wege  der  Substitution  wird  man,  die  Expo- 
nenten n  und  m  mögen  was  immer  für  Werthe  haben,  das  Int^ral 
J"x»— irfx  (a-f-  6  H«)*»  bestimmen  können;  weil,  von  den  constanten  Fac- 

toren  abgesehen ,    der   Theil   au  sse  rhalb  der     Klammerdas 
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Differential   Ton  jenem   innerhalb   der   Klammer  ist. 
Mao  setze  nAmlich  wieder  a  +  bx»  ^  x^  so  folgt  daran«,  wenn  man  dif- 

dz 

ferentiirt :  x»— 1  dx  =  —. — ,  und  man  hat 

Ofl 

1  z*»+l 

'  *  ön  ö»(m-t- 1) 

(a  -f  6  x")">-f »    , 
""     öit(m+l)     "^    • 

A  n  m  e  r  k.  Man  ist  also  im  Stande ,  anf  diesem  Wege  ganz  allgemein 
das  Integral  jÄX^dX,  bei  welchem  dX  das  Differential  derGr6sse 
X  unterm  Exponenten  m  ist,  zn  bestimmen.  Übrigens  bilden  diese 
beiden  Beispiele  5)  und  7)  nnr  besondere  FftUe  Yon  dem  allgemein 
nen  Integrale  /x«cfx(a -f- 6x"*)p,  welches  im  n&chst  folgenden  Ca> 
pitel  noch  besonders  behandelt  wird. 

6)  Für  gebrochene   Functionen. 

§•  777.  Bevor  wir  zur  allgemeinsten  Form  der  ration. 
gebrochenen  Dififerentialformeln  übergehen,  wollen  wir  einige 
besondere,  einfachere  Fälle  behandeln. 

Es  sei  zuerst  dy  =  — —,  so  ist 

!,  =  Aj^dx=^':r^\  +  c=c-  (,_-f),._i. 

Anmerk.  Für  den  besondem,  schon  in  der  Anmerk.  des  |.  775  be- 
merkten Fall  von  n=\,  kann  diese  Formel  den  wahren  Wcrth 
von  y^  C'\-Alx  aus  dem  dort  angefahrten  Grnnde  nich't  geben. 

Ist  überhaupt  dy  =  ^^  ,  nämlich  vom  constantcn  Fac- 
tor abstrahirt,  der  Zähler  das  Differential  des  Nen- 
ners;   so   ist  y  =  -A|-^  =  ^ZJf+ C=-AZCA',  wenn  man, 

was   immer  gestattet  ist,    der  unbestimmten  Constanten  die 
Form  IC  gibt. 

2x*  dx 
Beispiel.     Für  dy= — ,    ,    ^  ist,  ä  4-  6x*  =»  X  gesetzt ,    z*  dx 

a-("öx* 

wird  durch  einige  Übung  die  Substitution  bald  entbehrlich.) 

§•  TT8.     Zur  Integration   der  Gleichung  dy  =  /    f  >  f^ 
setze  man  wieder  a  -{-bx^^z;  so  folgt  daraus: 
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^=-^,  dx  =  —  und  ^  =  ^    ^,  ^  ; 
also  ist 

^i/=    ^n-Hi;». —  ^^^  y  =  -feiHhrJ    ^m    ^^y 

ein  Integral ,  welches  sich  bei  jedem  Werth  von  m  bestim- 
men lässty  wenn  [§.  TTG,  5)]  n  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 

Beispiel.     So  wäre  für  dy  =  - — .         ,  sofort 

0                                             o* 
y  =»  vx  I  \z^  —  Zaz  +  3a'Z2-< 1+  C,  wobei  z^a  +  ft^  «t. 

A  n  m  e  r  k.      Auf  dieselbe  Weise  wird  man  mit  der  allgemeinen  Formel 

-4x«»  rfx  +  BrP  rf jr  +  . . . 
dy  = ,  '  ■    , — r = yeniihren. 

Jtf  X 
,  ■   ,      ZU      bestimmen, 

setze  man  in  der  Formel  (14),    §.  772,    x\^ — statt  T,al!?o 

dal/^ —  statt  da:  so  erhält  man  nach  einer  einfachen  Ee- 
duction: 

W  J-TTi^  =  vir  "'■'  ^"^  (^^4-)  +  ^- 

A  n  m  e  r  k.  Ftür  jenen  Fall ,  in  welchem  a  und  6  yerschiedene 
Zeichen  besitzen ,  also  diese  Integral  -  Formel  eine  imaginäre  Form 
erhält,  wird  weiter  unten  (§.  782)  eine  zweite  Formel  entwickelt 
werden. 

§.  780.  Um  endlich  auf  die  allgemeine  Form  der  ration. 
echt  gebrochenen  Function 

—    t,  xn-r  +  t^xn-'2+   .   .   -f   tn-1  .f  +  ti» 
^~Z,  X»       -hX  xn-l  +   .   .   +  X„x  +  Zn+l * 

auf  die  sich  (§.  253)  jede  gebrochene  Function  zurückfuhren 
lässt,  überzugehen;  so  besteht  die  allgemeine  Methode,  da» 
Integral  jJCdje  zu  bestimmen ,  darin ,  dass  man  die  gebro- 
chene Function  A  =  jr[J  (nach  §§.  253  —  259)    in  Par- 

tialbrüche  zerlegt.  Dadurch  entstehen  aber  folgende 
Fälle ; 


528 

§.  1f81.  I.  Wenn  der  Nenner /(ä?)  lauter  reelle,  un- 
gleiche (d,  h.  sich  nicht  wiederholende)  Factoren  bfesitzt. 
In   diesem  Falle   zerfallt  /Xrf»t?  in  lauter  Integrale  von  der 

JA  Ar 
—7—r-  •  welche  sich  nach  §.  777  bestimmen  lassen, 

und  ^  =  —  /  (a  + 1 ^)   geben, 

Jdx 
j  hat  man 

X«  r-« ^ 1 (§.  255)  ,  daher  ist 

1  —  X*        2  (1  +  x)  ^  2  (1  —  jr)    VS-  -««  ;  ,  ««* 

oder  wegen  j  «-  /  (1  +  a:)  und  j- ^  —  /  (1  —  x)  auch 

wobei ,    wenn    es  sich  um  diese  Beziehung   handelte ,    C  =  C  ±^1  Y —  1 
wäre. 

§.  T82.     Setzt  man  in  der  vorigen  Integral-Formel  (ä) 

wieder 'j:!/^ —  statt  x^   also  dx\^ —    statt   dx\    so    erhält 

man  nach  einer  einfachen  Reduction  die  etwas  allgemeinere 
Formel : 

r_£f 1    av^+ ^v^\  .  n 

Ja^6x"-  2/^   11/«- W"^ 

§.  783.  n.  Enthält  der  Nenner  auch  einfache  imaginäre, 
also  reelle  quadratische  Factoren  von  der  Form 
{x — />)'  +  ?*  (§•  164);  so  kommen  nebst  den  vorigen  auch 

noch  Integrale  von  der  Form  (§.  257):    l-     _^  y\_  \    vor. 

Um  aber  dieses  Integral  zu  bestimmen,  setze  man  x — p^=^Zy 
so  wird  x-=-p-\-  z y  dxf=  dzy  und  für  A  -\- Bp  =  Ä  sofort 

C(^A-{-Bx)dx       C{A'  ■\'Bz')dz_       C    dz       ,    p  f    ^<^^ 
J(x-|>r  +  5»='J      z^  +  q'      ~^J,3  +  5«+    J*^-h?»' 

und  endlich  ($.  777) 


i-. 


und  (§.  779,  för  a  =  q',  J  =  l,  «=«): 

Zuletzt   wird   man  für  A'  und  z  wieder   die  ursprünglichen 
Werthe  A-\-JBp  und  a — p  herstellen. 

B  c  i  B  p  i  e  !•    Um  das  Integral  v  =  1 7 — t—, — 5-  za  be- 

J   — 5  +  9x  —  5x*-f  x" 

stimmen,  hat  man  (§.  257) 

2  — x' 1  . 1  ~3x 

—  5  +  9x  — 5x*+x«  2(x— 1)      «"     2(5  — 4x  +  x*)    * 
daher 

C  dx 
Nun  ist  aber    1 --=  Kje  —  1),  und  nach  der  vorigen  Entwickelang, 

wobei  A  =  \,  B  =  —  3,  />*  +  ?'  =  5,  2/)  «■  4,  also  ;»  =  2  und  q  =  1  ist: 

J(l— -3x)tfx  ^„^ : — r 

folglich  y  bestimmt. 

§.  T84.     m.    Besitzt  der  Nenner  auch  gleiche  ein- 
fache  Factoren;    so   kommt   man    auf   Integrale   yon  der 

Form  L    t  L^w>  welche  sich  sofort  ganz  einfach  nach  §.776, 

7)  bestimmen  lassen,  indem  man 

Adx  —A 


h 


(a+h x)»  6  (w—  1)  (a  +  6x)«>-l 

erhält.     [Beispiele:  m.,  307.] 


+  C 


§.   785.     IV.    Enthält    endlich    der   Nenner    gleiche 
quadratische  Factoren,  so  entstehen  von  daher  Integrale 

von  der  Form  j  r,        ^%V  i-^«.*     Dieses   Integral  lässt  eich 

nach   dem  Verfahren   von   §.  783    in    die  beiden  folgenden 

^'  \  r  ti^  hm  +-S  i-rrn— -jT!^—  auflösen,    von  welchen  das 

letztere  nach  der  Regel  der  Monome  [§.  776,  7)]  bestimmt, 
'as  erstere  hingegen  nach  einer  weiter  unten  (§•  814)  tu 
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entwickelnden  Beductionsformel  auf  das  (§.  779)  bekannte 
Integral  [ji^j— ,  reducirt  wil-d. 

Trinoniische   Integral -Formeln. 

§.  T86.  Um  die  in  der  Anwendung  sehr  häufig  vorkom- 
menden Integrale  von  der  Form  i — .  ^  ^. =-    zu    entwik- 

koln,  setze  man  in  der  Formel  (m) ,  §.  779,  c  -^  a  statt  ^ ; 
so  erhält  man,  da  dx  dadurch  nicht  geändert  wird,  wenn 
man  noch  Kürze   halber  a-\'bc^  =  (Xy    2bc=ß  und  b  =  y 

11  ß  4  a-, —/i*        ,  ,  4  «7  —  ^* 

setzt,  wodurch  c==--— ,a  =  — ,  also  a6=  — 

27  47  4 

und  —  =  -; — ~ — ;^  wird,  sofort : 

C  dx  2  ^  /      /^-f  27T      \    ,     ^ 

Jx^l-^x-\-ix*  y    4a7  — p-  ^V    4a7--p'    / 

§.  18t.  Setzt  man  eben  so  in  der  Formel  von  §.  782 
r-f  .r  statt  a;  so  geht  a  —  bx^  in  a  —  bc*  —  2bcx — J^r*, 
oder    wenn    man    a  —  6c*  =  a,    —  2bc=  ß    und    —  b  =  y 

Petzt ,     VFodurch    b=  —  y ,     c  =  — ^ ,    a  = ^ ,     also 

a6=J(/3*  —  4ay)  wird,  wieder  in  a, -{- ß  x -\- y  ^^  über, 
und  es  verwandelt  sich  die  dortige  Formel,  wenn  man 
gleich  Zähler  und  Nenner  des  unterm  Logarithmenzeichen 
/  stehenden  Bruches  mit  [/ — 1  multiplicirt,  in  die  folgende: 


ja  +  ßjr4-7X»         yß^~r^-    LVß'  _  4  a7  4-  (/?  +  27X)  J 

f           «'^ 
An  merk.     Um    da«  Integrale    I immer  in  einer  reel- 

Jx-\-  ßx  +  'iX* 

len  Form  zu  erhalten,  winl  man  sich  also  der  vorigen  oder  der 
gegenwärtigen  Formel  bedienen,  je  nachdem  4*7  >  oder  <Z ß*  ist. 
Für  427  =  ^'  kann  jedoch,  wie  man  sieht,  keine  von  beiden  ange- 
wendet werden;  in  diesem  Falle  ist  aber  auch  das  gesuchte  Inte- 
gral  algebraisch  (also  unmöglich  in  einer  der  beiden  genann- 
ten Formeln  enthalten) ,  und  lässt  sich  nach  der  Regel  der  Mo- 
nome [§.  776,  7)]  finden.     Denn  es   ist   bei    dieser  Voraussetzung: 

ß  =  ±  2  V'ä^  i  +  ßx  +  7x1  —  (Ya  ±  X  Y't)\  und  daher:' 


h 


dx 

CT 


a  +  ^x  +  TX«  (K*d=x/7)K7' 

dabei  gilt  von  den  doppelten    Zeichen  gleichzeitig  das  obere  oder 
untere,  je  nachdem  ^  positiv  oder  negativ  ist. 

§.    188.      Setzt    man    a  -{"  j3j^  +  y^'*  =  -X^>    so    wird 
Z(a  4-  ßi'  +  y^'*)  =  ^^y     "ß^    wenn    man    differentiirt : 

— — — dx'='aAXy   also  -— --=  —  d.lX — -,   und 

daher  auch 

in  welcher  Formel  das  letzte  Integral  in  den  beiden  vorher- 
gehenden Paragraphen  bestimmt  ist. 

A  n  m  e  r  k.    Man  kann  also  nun  überhaupt   Differentialansd rücke  vc»b 

,_         (A-^-Bx^dx        -,.         ,„. 

der  Form  —  .-- — ,  — -    auf  diese   Weise   integriren ;   denn  es  ist. 

wenn  man  Kürze  halber  a-f-^x  +  7x*-=»X  setzt,  sofort 
r(.l  -f-  Br)  dx       Jdx        B  ^^      Bß  fdx 


B     ^  .     Z-iA^ßB 


= — IX  + 


J^ 
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B)   Bestiiämung   des    Integrals   jXdx,    wenn  A' 
eine  irrationale  Function  von  a  ist. 

§.  T80.     Um  zuerst  das  Integral  y  =  1  -^z=  zu  be- 
stimmen, setze  man,  um  es  rational  zu  machen, 

(p)     ]/T+~x^  =  z  —  x; 
so  folgt,  nachdem  man  quadrirt  hat: 

a  = ,  djc  = und  z  —  4:  =  1/1  -4-^'== . 

2z      '  2ä»  r         I  j. 

Jdz 
—  =  /r, 

oder  wenn   man  für  z  den  aus  (p)  folgenden  Werth   setzt: 

r-^=z[.r+]/r=F^]  +  c. 

j  y  i  -\-  X 
§.  790.     Setzt    man    in    dieser    Formel    wieder  x\   — 


SM 

statt  X.   alfio   dxX/'—  statt  dx\  so  erhält  xnan^  wenn  jnan 
sich  den  constanten  Theil  — -r-iy^a  mit  der  unbestimmten 

yb 

Constanten  C  vereinigt  denkt  (diesen  Theil  nämlich  auslässt): 

§.  TOI.     Durch  die  nämliche   Substitution  von  ^|/,— 

statt  X  erhält  man  auch  aus  der  Formel  (13),  §.  772,  ganz 
einfach : 

/- — -  —  =  77  r  Q^'g  ^^  l*^  V^— I  +  ^• 

§.  T92.  Setzt  man  in  den  Formeln  der  beiden  letzten 
§§.  wieder  c  +  ^  statt  x ,  so  erhält  man  aus  der  erstem 
(§.  790),   wenn   man    noch    a-\-bc^  =  aL,    26c  =  /3,    b  =  y 

setzt,  und  das  constante  Glied j-liX/^y  zur  unbestimm- 

Vt 

ten  Constanten  schlägt: 

dx 


i 


=  =  :r)-'[P+2y^  +  2|>^y]/a  +  /3^  +  y^*]  +  C. 


§.  TO3»     Und  eben  so  aus   der  letztern  (§.  791),   wenn 
man  a  —  bc^  =  (tj  — 2bc  =  ß  und  b  =  y  setzt: 

C  dx  *      1  .     /    27X  — ^   \ir 

I  —  —  =  — r-  arc  «n  I  —  I  +  G. 

[Noch   anderweitige,  jedoch  nur  in  der  Form  verschiedene 
Formeln  für  dieses  Integral :  HI.,  312  in  der  Note.] 

§.  TO4.     Zusatz.    Da  in  diesen  beiden,  letztern  For- 
meln y  von  Null  verschieden  sein  muss,  so  kann. man  nach 

Jdx 
■         ableiten«     Man  hat   aber  nach 
y^  +  ßx 

§.  776,  7) : 


Ji 


dx  fy     /      ,     ^    \—i         2 


=!dx(oL-j-ßx)  *=^]^r+ß7+c, 


Ka4-/3x  ß 
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welches  Integral  sofort  algebraisch  i&t,  also   in   keiner 
der  beiden  erwähnten  Formeln  enthalten  sein  kann. 

§.  1f05.     Setzt   man  in  den   beiden  Hauptformeln  ron 

1  dx 

§§.  792,  793, statt  a,  also  — j  statt  dx,  imd  vertauscht 

X  X 

zuletzt  noch  y,   ß,  a  mit  a,  — ß,   y;    so  erhält  man  ganz 
einfach  aus  der  ersten  (§.  792)  für  a-^  ßa  -{-  yx^  =  Ä: 

r  dx  1        r2l/«l/-X:-(2*  +  ^ar)l 

JTVx^yJi ; 1  +  ^ 

§.  t9«.     Und   aus   der  zweiten   (§.  793)  für  —  a  -f  jSj- 

r  dx  1  .     /     ßx^2a     \     ,     ^ 

I  -  -  ^  =  — T-  arc  nn  I  — =^zir  I  +  C 

JxVX        Va.  V'V4aT  +  ^V 

[Anderweitige  Formen  dieses  letztem  Integrals:   HI.,  313 
in  der  Note.] 

§.  79T.     Zusatz.     Auch   hier  in   diesen  beiden  letz- 
tern Formeln  darf  a  nicht  Null  sein,  zum  Beweis,  dass  das 

dx 

weder  durch  Logarithmen  noch  durch 


Integral  j- 


xVßx  +  ^x 

Kreisfunctionen  ausgedrückt  werden  kann ;  und  in  der  That, 
es  ist,  wenn  man  in  der  Formel  von  §•  794  ebenfalls , 


/- 


y  und  — ß  statt  a,   a  und  ß  setzt: 

-;J^==  C-^Vßx  +  yx^, 

xVßx  +  tx^  ^*  ' 

also  algebraisch. 

An  merk.  Wie  man  sieht  CvergL  §§.  779  und  7S2,  786  und  787, 
790  und  791,  792  und  793,  795  und  796),  gehOren  immer  zwei 
Formeln ,  davon  eine  das  gesuchte  Integral  durch  Logarith- 
men, das  andere  durch  Kreisfunctionen  darstellt,  und  wo- 
von immer  eine  reell  ist,  wenn  die  andere  imaginftr  ausftUt, 
zusammen.  [Ueher  den  weitem  Znsammenhang  der  Logarithmen 
und  EreishOgen:  IIL,  314  in  der  Note.] 

§.  708.  Da  man  überhaupt  eine  irrationale  Differen* 
tialformel  fhr  so  gut  als  integrirt  ansieht,  wenn  es  gelun- 
gen ist,   sie   durch  passende  Transformationen  auf  eine  ra- 


tionalc  Form,  oder  aiicli  nur  auf  eine  endliche  Reilie 
rationaler  Monome  zu  bringen;  so  soll  im  nächstfolgenden 
§•  dieses  Verfahren  durch  einige  Beispiele  erläutert  werden. 

§.  700.    Beispiele  über  das  Rationalmachen  der  ir- 
rationalen Differentialformeln. 

CdxYx 

1.  Zar  BeatiBunuiig  des  Integrali  y  »  I setze  mAn  l^rsirs; 

J  X —  1 

sc  folgt :   X  sa  jT* ,    4x  ^»^zdz  und 

Cz^dz  ,  C  dz  /1  +  n 

,-»J^^-»/</«-2j^— ,-»«-/(— ^)  (S.  78,,    Bc-sp.). 

oder,  wenn  man  für  z  den  Werth  in  x  wieder  herstellt: 

2.  Um  das  Integral   y=l ^ rational  zw  machen,    setze 

mAn  V 1  -f-  x'  »  xz  ;   so  folgt  daraus 

^  A      j  —  r  r/r 

und    (IX 


E.  i.t  daher  y  =  "  J^^^  •  y^  (*'  -  0  "  -  Jp^   sofort 

rationaL  —  um   dieses   letztere  Integral  zu  hcstimmon ,    hat  mati 

g%                     1 
-i r  «-  1  +  Ti 7 1  folglich 


daher  wegen  z  ==■  — —  (aus  der  ersten  Gleichung) : 


x" 


^      ~~-       *H  x  +  vr+^j' 

oder,  wegen  i?(~^j^J^i4l!l)^iy[^x  +  VHF^l 

\      '-rVl  +  x'/ 

=  /  [-_  j  -f-  |/l  +  x«]  «  —  / (x  +  y  hFT^)  endlich r 


J^ 


x' 


X  X 


fWcitere  Beispiele;  III.,  316.] 

§.  800.    Enthält  die  Function  X  überhaupt  keine  an- 
dern Irrationalgrössen  als  jene  l/a-^ßa-^yx^  so  erscheint 
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X  immer  unter  einer  der  beiden  Formen :  Ä  J/a-}-ßjr-|-yjr* 
oder  7r==7=======it   wo  X'  eine  rationale  Function  von  jc 

Va  +  ßx  +  tx^' 

bezeichnet. 

§.  801.    Man  setze  nun,  um  X  rational  zu  machen, 

|/a  +  P«  -hya:*  =  z  -|-  « |/y ;    so    folgt   aus    dieser    Glei- 
chung, wenn  man  quadrirt  und  Ktlrze  halber  |/y  =  e  setzt : 

Ol  — «■  .  —  2(c**  — /2«  +  «c)rf« 

2c*  — /S'  (2cz  — ^)*  ' 

cz*  — ^«  +  atc         , 

;f  +  ca:  = — ,  also 

'^         I    r       I    /  (2cz  — ^)» 


ya  +  ^x  +  7*«        2cz— ^ 

Substituirt  man  daher  diese  Werthe,  so  wie  auch  in 
die  rationale  Function  JC'  fQr  x  den  vorigen  in  z  ausge- 
drQckten  Werth;  so  ist  das  Integral  jXda  (in  2:  ausgedrückt) 
auf  eine  rationale  Form  gebracht,  nach  dessen  Bestimmung 

man  wieder  für  z  seinen  Werth. — ^rj/y  -|-1/a  +  P*  4-y** 
und  c  =  |/y  zurück  substituiren  'oder  herstellen  wird. 

§.  802.  Oder  man  setze  |/a-j-/3a?4-y^'  =  V^*+'^^*f 
so  wird  auf  dieselbe  Art,  |/a  =  a  gesetzt: 

ß— 2az         ,  2(0«*  — iSz  +  a^)«/«  - 

x  =  — — ,    dx  =  und 

«"—7  '  («"— t)" 

a-f-  za=^ ; . 

«•  —  7 


Werden  diese  Werthe  tfSüc  a,  da  und  ]/*  +  j^x  +  yx* 
substituirt,  und  wird  die  dadurch  entstehende  rationale  (in 
z  ausgedrückte)  Differentialformel  integrirt;  so  hat  man 
dann  nur  noch  für  a  und  z  die  entsprechenden  Werthe  ]  % 

und  — (aus   der   ersten   Gleichung)  zu 

tzen,  um  das  irrationale  Integral  jXdx  bestimmt  zu  ha- 


Ul 


ben.     [Eine  dritte  Art,  dieses  Integral  rational  zu  machen: 
III.,  319,  3.;  Beispiele  zu  diesen  Methoden:   320  —  323.] 


Zweites  CapiteL 

Von   der   Integration   der  binomischen   Differential- 
formel af  dx{a-\-  hsry  insbesondere. 

§.  8M.  Die  in  der  Anwendung  sehr  häufig  vorkom« 
menden  Integrale  von  der  Form  /x*rfa(a  +  6«^)**  wobei 
die  Exponenten  n^  m^  p  beliebig  ganze,  gebrochene,  posi- 
tive oder  negative  Zahlen  sein  können,  und  von  denen  wir 
im  vorigen  Capitel  bereits  einzelne  Fälle  behandelt  haben, 
verdienen  noch  eine  eigene  Untersuchung. 

§.  804.  Ausser  den  beiden  in  §«  776,  5)  und  7)  an- 
geführten Fällen ,  in  welchen  entweder  p  eine  ganze  posi- 
tive Zahl,  oder  o^dx  (ohne  Rücksicht  auf  die  constanten 
Factoren)  das  Differential  von  a-\-baf^  ist,  gibt  es  noch 
zwei  Fälle,  in  denen  das  obige  Integral  genau  bestimmt 
werden  kann. 

§.  M5.    Setzt  man  nämlich  das  Binom  a-^-bx^^^^z^ 

wodurch  or  =  (i=?)*,  dx  =  if^(i=2)"*       und  «»=  (^)" 
wird;  so  erhält  man 

welches  Integral  sofort  nach   §.  776 ,  5)  bestinunt  werden 
kann,  wenn  --^-—  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 


-1 
•n 

f 


Beispiel.    Far  du  Integrtl  y  — /x'cfjrKl— >x'  ist  n  =9  nnd 

ii4- 1 
m«*2,  also  '■■       =  2  eine  ganze,  positive  Zahl,    Man  setie  demnach 

1  —  X»  Ä  « ,  to  folgt : 


mithin  Ist 

oder,  wenn  man  für  z  den  Werth   in  x  wieder  herstellt; 

§.  806.  Nimint  Haan  aber  aus  dem  Binom  (a  +  bx^Y 
früher  o:"*  als  Factor  lieraus ,  wodurch  das  in  Kede  stehende 
Integral  die  Form  jx^'^^  da:  (aar"** -\- by  erhSlt,  und  setzt 
dann  erst  das  Binom,  d.  i.  aa~*"  -)-6  =  r,  wodurch 

\    a    /  m   a  \    a     f 

Wird ;   so  erhält  man ,  **■       =  p  gesetzt : 


m 


und  es  kann  dieses  letztere  Integral  wieder  nach  §.  776,  5) 

entwickelt  werden,   wenn  —  (jx  -|-p)  =:  —  l^-i \-p\  eine 

gan:^e,  positive  Zahl  ist. 

Beispiel.    FtLr  das  Integral  y«  I   ,         — ^  ist  «=—3,  «=?. 

p  —  —  2  I    demnach    —  i-— L 1.  ^^  I  «==-)-  3   eine  ganze  ,    positire  Zahl, 

Man  hat  daher  nach  der  genannten  Vorbereitung : 

y«/x-7dx(x-2+l)~2, 

tmd  für  xr-^  +  1  =  «  sofort : 

X  — («  —  !)"**,    dx r'\{z^l)^^dz   nnd    x~7=r(r— 1)*; 

also  nach  einer  einfachen  Rednction: 

nnd  wenn  man  endlich  fOr  x  den  Werth  in  x  herstellt: 

r     dx 

Jx"  (1  +  x»)' 
[Beisp.  III.,  328.] 

A  n  m  e  r  k.    Die  hier  behandelte  Difierentialformel  lässt  sich  also  in  dco 
folgenden  .4  Fallen  genan  integriren,  nftnnlich,  wenn 

1.  p  eine  ganze  positive  Zahl, 

2.  x^dx  das  Differentiale   von  (o  +  6jt*»»)    (ohne  Rücksicht  auf 
^ie  Constanten  Factoren), 


=  C^i  (I  +.-2)  +  /(1  +  :r-»)  +  1(1  +  :t-»)-« 
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3.    -^— ,  und 
m 


h  ;^l  eine  gnnzc  positive  Zahl  ist. 

Reductionefornicln  für  das  Integral 

§.  8OT.  Um  die  Integration  eines  gegebenen  DiflFcren- 
tialausdruckes  von  einem  einfachem  oder  sonst  leichter  aus- 
zuführenden Integral  abhängig  zu  machen ,  bedient  man  sich 
der  sogenannten  Reductionsformcln.  Eine  der  vorzüg- 
lichsten und  sehr  häufig  in  Anwendung  kommende  erhält 
man  auf  folgende  Art :  Es  ist  d,uv=^  udv  '\'  vdu,  also  auch 
wieder  uv=judv  -^fvdiif  und  daraus: 

judv  =  uo  —  jvdu^ 

welche  Formel   das    sogenannte    t heilweise  Integriren 
begründet. 

§.  806.  Um  diese  Formel  auf  das  mehr  genannte  In- 
tegral ja^da;{a  -^  bx^^y  in  welchem  wir  Kürze  halber 
a  -\-  baf^  =  X  setzen  wollen,  anzuwenden,  setze  man  dv  =  a^dx 
und  u  =  Ä^;  so  wird ,  wegen 

t?  =  jÄ"rfa?  =  -^jr    und    du^=^  bmpJiP^^af^^dx 

nach  dieser  Formel: 

^     '     J  n-f- 1  n  -f-  1  •' 

§.  800.  Bestimmt  man  aus  dieser  Formel  das  Integral 
rechts,  und  schreibt  dann  n  —  m  und  p-\-l  statt  n  und  p; 
so  erhält  man  noch  (weil  dadurch  X=a-\~  ba^  ungeändert 
bleibt) : 

An  merk.     Von  diesen  beiden  Fonneln  {Ä)  und  {Ä)  dient  die  erstere, 

am  den  Exponenten  p  nach  und  nach  um  1,2,3,...  Einheiten 

zu  Termindem,  und  die  letztere,  am  diesen  Exponenten  eben  so  zu 

yergrOssem.    Setzt  man  nämlich  in  der  erstem  n'\'m  statt  n  nnd 

p —  1  statt  p ;  so  wird  das  Intej^ral  rechts  von  jenem  J  **•+'*»«  dx  äjp— », 

dieses  durch  die  iortgesetate  Subititutioii  Ton  n  -f-  2»!  statt  n  und 
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p  — 2  sUtt  />,  wieder  von  jenem  Jar«+3«rfx  J>-3  a.  «.  w,   aUiäa- 
gig  gemacht 

Ähnliches  gilt  von  der  zweiten  Formel  (^')i  >o  weldier  darch 
wiederholte  Substitutionen  von  n^m^  n — 2m  etc.  statt«,  nnd  /»+!, 
p  4~  3  u.  s.  w.  statt  p ,  das  Integral  rechts  nach  und  nach  rem  dea 
Integralen 

/x»-'^(fjrJS>h«,   /ir«-5"rfjrÄM-3  n.  s.  w. 

abhängig  gemacht  wird.  Auch  kann  man  diese  Snbstitutioneii,  an. 
statt  erst  bei  rorkommenden  speciellen  F&Uen,  gleich  hier  allgemein 
vornehmen.    [HI,,  380.] 

§•  810.    Beispiele  über  diese  beiden   Bedactionsfor- 
mein  (Ä)  und  {Ä'). 

1)  Um  das  Integral  y  =  S3r^dx(\^x*y  su  bestimmen ,  hat  man 
wegen  fiB>>-'4,  m=2,  p^f»  a»!  nnd  b •■  —  I ,  nach  der  Bedac- 
tionsformel  (ii),  zuerst: 

y  =  -— ^  +  — /.r^tilr-X  , 
und  f&r  n  ■■  *^  2  und  />  ==  i  (alles  Übrige  bleibt  ungeftndert)  abennals : 

wobei  endlich  fdxX^^  =  f     ^'    ^—  arctinx  ist  [§.  772,  (13)]. 

Piese  Wertfae  gehörig  substituirt,  erhält  man  also : 
^      (1-.X')*  .   d-r')*   . 

OX  X 

2)  Zur  Bestimmung  des  Integrals  y"«/x*<fx(l  +  x*)— 3 ,  Ar  wel- 
ches fi  =  4,  m  —  2,  p«-— <3,  0=1  und  6  =  1  ist,  hat  man  nadi  der 

Formel  (-4')  (§.  809):  y  =  ' 1- J/x'rfxX— 2;   nnd  wenn  man 

in  der  nämlichen  Formel ,  um  eben  so  das   letzte  Integral  weiter  zu  re- 
de dren ,  11  =  2,  p  =  ^— 2  setzt   (m ,   a  und  6  behalten  ihre  Wertbe): 

jx'dxX-'i  =  ^:^^-^^^^  +  i!dxX-^,  wobei  endlich 


/«* 


X 


-^"*  "■  Jrqr?  —  ^^^^^9 


ist  [§.  772,  (14)].    Diese  Wertbe  gehörig  substituirt,  eriiält  man 
y-C--ix«(l  +  x«)-2-.|x(l+x*)-l  +  l«in;foa^». 

§.811.   Um  femer  Reductionsformeln  zu  erhalten,  welche 
Exponenten  n  verkleinern  oder  yergrössern,  zerlege  man 


in  der  Formel  (A)  (§.  809)  AH-i  in  A'X=  Ai»(a4- 6*~) 
=  ax''  -\-  bai^AP;  so  wird  ja^^^^da  A^^^  =s  ajaf~^dx  A^ 
4-  bjj^  dx  A>.  Substituirt  man  diesen  Wcrth  für  das  an- 
geführte Integral  rechts  der  Formel  {Ä\  und  bestimmt  dann 
aus  der  entstehenden  Gleich,  das  Integral  fx^dxJCf;  so  er- 
hält man  nach  einer  leichten  Keduction  die  Formel: 


§.  812.  Bestimmt  man  aber  aus  dieser  Gleich,  wieder 
das  Integral  rechts,  und  setzt  hierauf  n-^-m  statt  n;  so  er- 
hält man  noch: 

An  merk.  Nach  der  ersten  Formel  (B)  wird,  indem  man  wieder  n— m, 
«-^Sm,  •  .  .  statt  n  setst,  der  Exponent  n  nach  nnd  nach  um  m, 
2m,  3m,  .  .  .  Einheiten  yermindert.  Dagegen  wird  in  der  iweiten 
Formel  (B)  dieser  Exponent  n  dnrch  die  snccessive  Snhstitation  von 
ft  +  "*  9  n  -f"  ^  n.  s.  w.  statt  n ,  nach  und  nach  nm  eben  so  yiele 
Einheiten  yergrössert,  während  bei  beiden  der  Exponent  p  nngeftn- 
dert  bleibt  —  Für  den  kflnftigen  Gebranch  kann  man  diese  Sub- 
stitution nnd  Torkommende  Rednction  gleich  hier  ein  flbr  alle  Mal 
ausführen.     [III.,  334.] 

§•  818.  Beispiele  über  diese  beiden  Reductionsfor- 
mehi  (B)  und  (B). 

^  hat  man  unmittelbar 

Vi  — X« 

nach  der  yorigen  Rednctionsformel  (B),  wegen  n  =  2,  m  »*  2,  />  "-  — >i, 
a  =»  1  und  6  a»  —  1 : 

r  ^'^^      X jy*  ,  ,  f  dx      ^    xv\^x^  .  , 

2)  Eben  so  erhftlt  man  unmittelbar  nach  der  Formel  (B') : 
C       dx  x-l   ,      \     C  dx  ^1 

Jx«(i  +  x-)'^:rT  +  — rJHFP"^'"  — '-^^^^^^' 

3)  Nach  einer  Eweinuiligen  Anwendung  der  Formel  (B)  erhftlt  man 
ferner :  >    # 


J- 


^*''''  C— —  (x»  + j)V^l  -x«4-iörc*titr. 


Ki'::^?  4 


§.  814.     Um   endlich   den   Exponenten  p  vergrössem 
oder  verkleinern   zu  können ,   ohne  [wie  in  (^1)  und  {A' )] 
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jenen  n  zu  verändern,  löse  man  in  der  Formel  (A),  §.  808, 
den  Factor  6jj*"^"*  auf  und  setze  *x*+"»  =^  a^  bjs""  =  a"(X  —  q) 
=^A^J[ — aa"**  (wegen  a-^-  bx^'^  =A);  so  folgt  aus  der  ge- 
nannten Formel  (A)y  wenn  man  diese  Werthe  substituirt 
und  aus  der  entstehenden  Gleichung  wieder  daa  Integnd 
ja^APdx  bestimmt: 

(O  iaf^dxXP=     '"1'^,    +       l^\J^dxXf-K 

§•  815.  Drückt  man  dagegen  wieder  das  Integral  rechts 
in  dieser  letzten  Formel  aus,  und  eetzt  dann  p^l  statt/?; 
so  erhält  man  noch: 

§.  810.    Beispiele  über  diese  beiden  Beductionsfor- 
mein  (C)  und  (C). 


1)  Um  dM  Integral  y^ SdxVa-^  kx*  xa  fiad«!,  hat  man  muiüi- 
tdbar  nach  der  Formel  (C): 

und  wenn  man  ftür  dieses  letztere  Integral  den  Werth  ans  §.  790  setxt: 

2)  Eben  so  findet  man  nach   der  Bednctionsformel  ((7),  mit  Zoiie- 
hiiBg  des  Integrals  in  §.  791 : 

jdx  Va— 6x»  =  i  X  V  a  —  b x»  +  -^  arc  siit  (x  J/-^)  +  <^. 
A  n  m  e  r  k.    Mittelst   der  bisher  entwickelten  Reductionsformeln  lassen 


sich  alle  IntegralausdrtLcke  von  der  Form  /x*dx(l — x')*  und 
/x<  dx(^l  4-  x^y  y  wobei  s  und  t  ganse,  ftbrigens  pontiTe  oder  ne- 
gative, nnd  q  ungerade  Zahlen  bezeichnen,    nnd  zwar  die  entern 

auf  das  Integral  I  -  =  arc  sin  x  oder  |    .  ===  —  VT— x*» 

Jvi-x'  JVT^^* 

Jdx 
_ — . _—  s  arc  lang  x  oder 
1  4-  x^ 


h 


'  "'%  =  Ha+''). 


je  nachdem  s  gcrad   oder  ungerad  ist,    rediicircn  und  sonach  b^ 
stimmen. 


SIT 

Koch  ist  XU  bemerken ,  das»  drase  Reductioniformeln  in  jenen 
Fällen,  in  welchen  die  Nenner  verschwinden  ,  unbrauchbar  werden; 
diess  geschieht  in  (A)  und  (^')  für  n+  1  =  0,  in  (Fr)  und  (C)  fftr 
a  «=  0,  in  (A)  und  (h)  für  6  -»  0,  in  (A)  und  (C)  för  m  «»  0  oder 
/»  +  1  «=  0 ,  und  endlich  in  (^ )  und  (C)  fllr  m/)  +  n  -}-  1  —  0.  In 
allen  diesen  FUlen  jedoch  Iftsst  sich  das  betreffende  Integral 
fx*  dx(ja'{-bx^)p  auf  Monome  oder  rationale  Brüche  znrück- 
flüuren ,  wodurch  also  diese  Bednctioiiifonnela  ohnehin  entbehrlich 
werden.    [IIL,  340  in  der  Note.] 

§.  817.    Um  nun  gleich  die,  eine  bedeutende  Anwen- 
dung  findenden  Integrale  von  der  Form  |  ^  zu    be- 

stimmen, setze  man  in  der  Keductionsformel  {B)y  §.  811» 
a  =  l,  J  =  —  1,  m=2  und  p  =  —  ^ ;  so  erhält  man  die 
epecielle  Reductionsformel : 

r    xndx       _        x>-lKl-x»        ,     «--1    Cjt^^äx 

§.  818.     Setzt   man   nun   in   dieser  Formel   nach   und 

nach  n  =  l,  3,  5,  •  ♦  .,  und  Kürze  halber  ]/l  —  a**  =  wY; 
^0  erhält  \nan: 

"IT"  =  —3 —  +  "tJ-IT"  =  ^-  (t-  +  TTäl  -^' 

"ir-= ^-(t-  +  3-5^-  +TTT75) ^ ^-  «•  ^• 

§.  819.    Man  erhält  eben  so  fhr  n^=2,  4,  65 ... »  wenn 
man  auch  noch  arc9inx^=A  setzt: 

J-]f-=  ^-l— + -2T7-^)^+^TT  ^» 

J      X       —  ^""l   6      +   TTV^    +    2.4.  6    V        ^2.4.0"^ 

U.    8.   W, 

§.  820,    Setzt  man  in  der  obigen  Formel  des  §.  817  — 


~rfx 


statt  X,  alßo  — r^    statt   dx,    wodurch    -«Y  =  ]/  1  —  x*  in 


V  r«  -  1  Jt'  , 

=  — ,  und 


X  X 


Jrfx  .  ^   .      r      Cfx  .1  4» 

-:^-  =  arc 9ma  ^A  in  i  — ■  =  —  are  am  —  =  —  A 

(wo  A'  und  i4'  derKOrse  wegen  eingeführt  sind)  übergeht; 

so  erhält  man  J^^^  ^^1—^  =  ^  +  ^jlA^    ^^ 
daraus  ihr  n  :=  1,  3,  5 . .  der  Reihe  nach  die  Formehi 


'''  =^  +  c. 


X*X  X 


Jirr  =  (3^  +T737)  ■^'+c 

/dx  /  1       I      1  .  4  \     ,      1  .  S  .  4     V'    I     /^ 


8.   W. 


§.  821.    Femer  erhält  man  Gü  n  =  2,  4,  6  . . .,  da  der 
Werth  für  n  =  0  bereits  bekannt,  und 


^^  =  areteea=C—A'  [§.  772,  (15)]  iat,  sofort: 


J- 

f  ^  *     =  I T-T  +  ^  '      ,  I  A'  —  -^-^  -4'  +  C  u,  8.  w. 

J  X*  X  \4x*    •     2  .  4x*/  2.4  ' 

An  merk.     Ähnliche  Formeln    erhAlt  man  auch  aus  der  BcdncUons- 
Formel  (F),  §.  812. 

§♦  822.     Um   das   Integral  fx9da(ax' -{-ba'y   zu   be- 
stimmen, darf  man  bloss  berücksichtigen,  dass 

a^dx(aaf'{-bx'y  =  a9-^''Pdx(a  +  ba!^y 
ist,  und  q  '{'rp  =  nf  s  —  r  =  m  setzen ;  denn  dadurch  wird 
dieses  Integral  wieder  auf  die  Form  des  bisher  behandelten 
Integrals  /«*  ddj  (a  +  6  ^^^  gebracht. 

Jx**  dx 
in.  findeo, 
k'2ax-x> 

jM  fix  it— i  1 

hat  man  — -===  — x     'rfx(2a  —  x)      .     Setzt   man  daher  in 
V  2ax  — X* 

der  Formel  (B),  §.  811,  n— «^  statt  n,  m  *s  i,  p  s  —  |,  2a  statt  a  nnd 

b  *—  —  1 ;  so  erhalt  man  nach  einer  leichten  Bednction  die  specielle  Be- 

uvtlonsformel : 


..  C     x»dx       —  jr»-iV2ax>-^x»         (2n->l)a  C     x»~l  rfx 

Jl^2ajc-x»~  »  +  n         J|^2ax-.x» 

[directe  Ableitung  dieser  Formel :  III. ,  345],  mittelst  welcher  man  durch 
encceetiTe  Sabstitationen  Ton  n  —  1 ,  n  — ^  2  ,  .  .  .  statt  n,  wenn  n  eine 
ganze  positire  Zahl  ist,  luletit  inimer  anf 

kommt. 

§.  82S.    Um  auf  demselben  Wege  das  Integral 

y  =zjdx  ]/2{Mr —  x^ 

zu  bestimmen,  hat  man,  wegen 

dx  \/^  2ax  —  «•  =  x^  dx  ]/^2  a  —  «?, 

wenn  man  in  der  Formel  (C),  f.Sli,  n=4^,  m  =  l,  p='if 
2  a  statt  a  und  &==  —  1  setzt ,  sofort  nach  einer  einfachen 
Reduction : 

und  wenn  man  für  das  Integral  rechts  den  aus  der  vorigen 
Formel  für  n  =  l  folgenden  Werth 

—  j/2aa?  —  X*  —  a  arc  sin  1 2JZ£  I 

substituirt,  endlich : 

/  dx  \/2ax  —  x^  = 

C —  i(a^-x)  \/2ax  —  x^  —  -^arc  sin  (— — )♦ 

Reductionsformeln  für  einige  besondere  Fälle 
des  Integrals  jx^dx^ct-^- ßx -{-yx^y. 

§.  824.  Setzt  man  in  den  Formeln  (C)  und  ((7),  §.  814 
und  81 5,  n  =  Oy  m^=2,  schreibt  sodann  e-}~^*  statt  x,  und 
ßetzt  endlich  wieder  nach  vollendeter  Entwickelung  (genau 
so  wie  in  §♦  786)  a-)-&ö*=*>  26c  =  /3,  ft  =  y;  so  erhält 
man.  Kürze  halber,  a  +  /3«  +  ya**  =  JC  gesetzt : 

/v\  CiL  —  ß  +  ^T  ,         «7  (ap  - »)       r  dx 


Setzt  map  ferner  y  =  j?^zi>  so  wird 

<^!f  —  A> J& ' 

und  daraus,  wenn  man  integrirt, 

(h\    f-i^l-  — \ L  CJ-L 

^^^  J   Xp    ~       2r  (p  -  1)  2CP-1         2y  J  Xp  ' 

Beispiel.     Nach    der    Formel    (o)    l&sst   Mch    z.  B.   dts  Integrtl 
jdxV(i-\'ßx'{-'fx'^  g»Dz  einfach  entwickeln;  es  ist  nflmlich, /i » }  gesetzt: 
cj^^Y       0  4-27^)1/"^:  ,     Axt^ß*   fdx 

wobei  das  letzte  Integral  bereits  in  §.  792  entwickelt  ist   [IIL,  350.] 

§.  8(5.  Um  eine  Beductions- Formel  für  das  Integral 
1  ^*^'  zu  finden  y  wo  wieder  A  =  a -f-/3a?  +  y«»*  i»*»  ^ä* 
man 

oder 

d.af^^A   = Yj^ , 

Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  -^^-^^undnioimt 
dann  beiderseits  das  Integral ;  so  erluilt  man : 

«7    j    yx  • 

A  n  m  e  r  k.     Mit  Hilfe  dieser  Formel  lässt  tiich  auch  eine  Kednctions- 
fonnel  fikr  das  Integral  jx^^dxYX  ableiten,  weil 

jr*f'idx 


ibt. 


§.  820.    Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung,  um  n  zu 
yergrössern , '  oder  die  analoge  Reductionsformel  für  nega- 
tive Exponenten  n  zu  erhalten,   das  letzte  Integral  rechts, 
>nd  setzt  n-^2  statt  n ;   so   erhält  man ,   n   gleich   negativ 
^nommcn : 


«41 


Drittes  Capitel. 

Von  der  Integration   einiger  transcendmien  Differen- 

tialformeln. 

$•827.  Um  (las  Integral  JA /of  Ja*  co  finden»  wobei 
Ä  eine  solche  algebraische  Function  von  a  sein  soll,  dass 
sich  jXdx  nach  den  vorigen  Capiteln  beßtimmen  lässt,  setze 
man  in  der  Formel  des  5»  807  u  =  l,i^  und  dü=*  Ad^r;  so 
erhält  man,  wegen 

du  —  nlx*^^—  und  v  =  JAe7a'==/(a), 

wenn  man  die  algebraische  Function  -^-^s^A'  setzt: 
(a)  /A'dxZa»=/(a)/Är-  — «/A'/.r"-^(/a-. 

§.  828.  Bestimmt  man  aus  dieser  Gleichung  das  In- 
tegral rechter  Hand,  schreibt  dann  n  +  1  «tatt  n,  und  nimmt 
endlich  n  negativ;  so  erhält  man  noch: 

Von   diesen  beiden  Reductionsformeln,   in   denen /(^r) 

=^jAdx  und  Jl'  =  -»^^^  ist,  leuchtet  die  Anwendung  und 

der  Gebrauch  von  selbst  ein. 

Beispiel.    So  ist  s.  B.  f&r  X  •»  x«"  sofort 

/(j-)— /xwc/x:«— r—  und  Ä"  — 


m  +  1  w  +  1   ' 

also  nach  der  Formel  (a) : 

ix^dxlf^  *= 7—*-  /x*»**-» T-rixV^dxlf*^*, 

'  OT-f  1  «+  1  ' 

Setxt  man  in  dieser  speeiellen  RedoetSontformel   ststt  n  nach  und  naeh 


tut 

n —  1,  fi  —  ft,  . . .,  und  Bobstitairt  die  zuletxt  gefondenefi  Integrale  im- 
mer in  die  n&chst  Torhergehenden,  so  erhält  man: 

{x^dxlx»^  '^^^  \lx»^ — /x>-i  4-   "  ^" ""  !?    /x«-« 

J'  "'•*        «+lL  m+l  ^    («H-l)* 

A  n  m  e  r  k.     Fflr  m  »  —  1  wird  diese  Formel  nnbntnchbar;  setzt  mtn 
aber  Ix  -■  «,  also  -■  dg.  so  wird 


J 


[Weitere  Beispiele:  IIL,  3S5J 

§.  829.  Um  das  Integral  jXaFdx  zu  bestimmen,  setze 
man  in  die  Grundformel  (§.  807)  u  =  X  und  dv  =  CiFdi; 
so  wird  du  =  dX  =  X'dxj  wo  (§.  655)  X  eine  neue  Func- 
tion von  a  bezeichnet,   und  »==Ja*d«= -r—  [§.772,  (5)]. 

Man  erhält  dadurch:  j Xc^dx  =  — p -r—jX^a^dx,  eine 

einfache  und  leicht  anzuwendende  Reductionsformel  ftar  das 
genannte  Integral,   wobei  A'  =  -^  ist. 

Beispiel.    Es  sei  ^ »  x«,  also  X «  nx^^-l ;   so   hat  man  nack 

dieser  Formel :  / x*a*rfx  —  — ; -— J x"^l a»cf x,   nnd  wenn  dss 

tu  I  o 

In  dieser  speciellen  Beductionsformel  statt »  nach  nnd  nach  n  —  1 ,  n  —  S, . . . 

setit  nnd  die  entstehenden  Integrale  gehörig  in  einander  sabstitnirt : 

/x»a*dx  — 

«•  r_         nx»-l    ,     «(«— l)x«^2  «(n— *1).,2.1'|    ,  ^ 

-r—l*«  —  — r — 7-= —  ..±— ^^ rziz I  -r^ 

/a  L  ia  /a'  <a^  J       i 

A  n  m  e  r  k.  Für  negative  Werthe  von  n  darf  man  nur  die  vorige  Re- 
ductionsformel umkehren,  d.  L  das  Integral  rechter  Hand  bestirameD 
und  dann  n  -}- 1  statt  n  schreiben ;  man  erhält  auf  diese  Weif«, 
wenn  man  n  gleich  negativ  ninmit: 

J^ —  (n^i)xi.-i  +  inn- Jisrir  •  Pi^.  ^"J 

§.  8M.  Um  das  Integral  jXdx  zu  bestimmen,  wean 
X  Kreisfunctionen  von  x  enthält,  setze  man  zuerst  in 
den  Formeln  (7)  — (10),  §.  772,  nx  statt  «,  also  ndx  fiir 
dx;  so  erhält  man  die  ganz  einfachen  Formeln: 


i 


(1)  / C08 nxdx'=^—8in nx ;  (2) / sin nx dx  = cos nx \    . 

(3)    I ^^- =  — tangnx\(A)    (  .    ^  ,  =s cotnx\ 

^       J    eosnx^  n         ^         '^  '   Jstnnx^  n 

welchen   Ausdrücken   noch   durchgehende   die   unbestimmte 
Constante  C  beizufügen  ist. 

§.  8S1.     Es  ist  ferner 

(1)  J8tnxcosxdx^=j  sinxdsinx^^^sinx^  (§.  774), 

(2)  f  fang  xdx  =  —  1 =  —  l  coax  =  l =:l8ecx 

^  ^  J        *f  \     COM  X  eaa  X 

(S.  777). 
Wegen  -3—  =  -^. :  fang  x  =  ^Ä5  ist   (§.  777)  : 

ö        smxcoix         coa  x'  ^  taug  x  ' 


(3)    f-r 


—  =  l  lang  x. 


\  $%n  X  eo9 

Nach  dieser  letzteren  Formel  ist  femer,  wegen  rinx 
=  2  Äin  ^  X  CO«  i  X : 

(4)  j-: =    'XX     —  l  ^^9  i  X* 

'  Jsm  X        8tn\x  cos  \x  ^  ^ 

Setzt  man  in  (2)  und  (4)  90^  ~-  x  statt  a ,  also  —  dx 
statt  dx;  BO  erhält  man: 

(5)  jcotxdx  =  l  sin  ä  =  —  /  cohc  x 
und 

(6)  f— =  — /ton^(45  — iÄ)  =  Z(?o<(45  — i^r) 

JCOM  X 

=  /  tatiff  (45  +  i  «) ; 

zu  welchen  Formeln  ebenfalls  noch   die  unbestimmte   Con- 
stante hinzuzufügen  ist. 

§.  832.  Setzt  man  in  den  trigonometrischen  Formeln 
{aus  §§•  20  Ut  21)  2  sin  acosß  =  sin  («4-/3)  +  sin  (a  —  ß), 
2  CO*  a  CO«  ß  =  CO«  (ot  +  p)  +  CM  (a  — •  p) ,  2  «sh  a «n  /3  = 
CO«  (a  —  ß)  —  co«(a  +  /3),  sofort  a=:na'  und  ß=-fnx;  so 
gibt  die  erste,  wenn  man  noch  durchaus  mit  dx  multiplicirt 
und  beiderseits  die  Gleichung  integrirt: 

2  j sinn X  cos mx d^  =  f  sin  (ri']-m)xdx-\-  fsin  (n  — m)  xdXf 

oder  wenn  man  im  zweiten  Theile  der  Gleich,   die  Integra- 
tion nach  §.  8öO  ausfährt  imd  dann  durch  2  dividirt:  . 


Genau  eben  60  erhält  man  auch  aus  den  beiden  übri- 
gen angeführten  trigonom.  Formeln: 

f,  j  nin(u  +  m)x    ,     «in  («— m)  x    ,     ^ 

(2)  ico»nxeo»mxds=-    ^^^^^^    +    ,(,_,)    +  <; 

-    .  .  ,  ««{n — »i)x         »in{n4'm)x    ,     >^ 

(3)  isinnx^ma:da:=^-^j^^—^ s(n+m)    +  ^• 

§.  8SS.  Sind  die  Exponenten  n  und  m  ganze  positive 
Zahlen,  so  lassen  sich  die  Integrale  jnnaf^dxj  jeosx^di 
nnd.jäina^coB  x^da  mit  Zuziehung  der  Formeln  in  §.  327 
auf  jene  der  §§.  830  und  832  zurückfuhren ,  wie  ganz  ein- 
fach die  folgenden  Beispiele  zeigen. 

§.  884,    Beispiele  hierüber: 

1)  Um   das  Integral  jsinx^dx    zu   beatiminen,     hat  man  (§.  3371 
sin  r*  =  }  tin  x  —  \sinSXf  also 

'  fsin  X*  dx  «*  J/«tiix</x— -  }  f  sin  9x  dx 

«  C—  icoax+  ^\eosSx  (§.  830). 

3)  Bben  lo  iit  (§.  827) 

/  CO«  X*  </x  =  / c?x  (i  CO»  4  jf  4- i  CO»  a* -f"  i) 

82  ^  4  ^'  ^ 
3)  Zur  Beatiininnng  des  Integrals  /  «in  x'  cos  x*  dx  hat  man  (nach  i 
327)  *i»x»co#x'=(i  — i  CO«  2 x)(}  00»  X  4-1  CO»  8 x)=  2co«x-|-lc»s3x 
—  ^  cos  X  cos  2x  —  j^  CO»  2  X  CO»  3  x.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  da»  ge- 
gebene Integral  und  fthrt  die  Integration  nach  den  Formeln  der  beiden 
erwähnten  §§.  ans,  so  erh&lt  man  nach  einer  ganz  ein&cben  RedoctioD: 

/  »I»  x'  CO»  x"  rf  X  «»  4  (»in  X  —  f  »tn  3  X  —  i\j  »ta  5  X  -|~  Cy 
oder,  wenn  man  wieder  auf  die  eingehen  Bögen  zurückgehen  will,  nach 
gehöriger  Substit.  und  Reduction,  auch: 

f  »in  x'  CO»  X*  cf  X  =■  J  »in  x*  —  J  »in  x*  +  C. 

§•  8t6.  Um  jedoch  diese  vielen  Substitutionen  zu  er- 
sparen, kann  man  für  das  Integral  j  dnäf^cosaf^dx,  und 
zwar  ftkr  positive  und  negative  ganze  Exponenten  n  ynd  m, 
folgende  Keductionsfo^meln  entwickeln :  Setzt  man  sin  x  =  s, 

• dt 

so  wird  CO«  X  •=  |/1  —  z^fCosxdx^dz,  also  da  =  y^'     ■  . 

nd  j^  =  /i»tna'*co«rt*rfa==/;?*dz(l  —  «?*)  *   , 


5» 

Setzt  man  nun  in  den  Reductionsformeln  (B)  und  {B\ 
§§.  811,  812,  a=l,  6  =  — 1,  m  =  2,  p  =  ^^,  läset  n 
ung^ndert  und  schreibt  z  statt  ^;  so  erhält  man,  wenn 
Kürze  halber  l  —  z^=Z  gesetzt  wird : 

ÜL±!  «-1 

y  — (m+n)       '    m  +  nJ*  '^'^  ^ 

oder,  wenn  man  in  diesen  beiden  Formeln  (in  deren  letz- 
tem man  n  gleich  negativ  nimmt)  wieder  auf  die  urspriing- 
lichen  Werthe  in  x  zurückgeht,  indem 

z=isinXf   Z=]/l  —  z^^=co8Xf  dz Z'^   ==dxy 

also  dzZ  *  =co«x*»dx-,  dzZ  ^  =<?o«a~+^d«u.  s.  w. 
ist;  80  erhält  man  die  besondem  Keductionsformeln : 

(1)   j«na"*co«a^a4?  = ; 

+  '*'T^  (mi ä"~'^ CO« x*» dx , 

dazu  kommen  noch,  wenn  man  in  diesen  beiden  Formeln 
90®  —  X  statt  a  setzt  und  n  mit  m  vertauscht,  die  beiden 
folgenden: 

(3)    r«n^co«x"'ax  = i 

+  "T    / «n j?"  cosO"*^^ da. 

/j^\     ffwrx»^   ,   ,  _^  «I»  j«H-t « — m+2  C  sin x»       ,  '^ 

W   J  co#  X«  (m—  1)  cos  xm-t  m^l    Jcos  x«»-'^  ^' 

Nimmt  man  in  (2)  m  und  in  (4)  n  negativ,  so  erhalt 
man  femer: 

dx  — l 


(5)/; 


sin  x*  CO»  x*         (n— •  1)  sin  x"^l  co»  x*»* — * 

m  +  n —  2  f  cfx 


,    m  +  n--  2  f 
'         n—  1     J«! 

^    '  Jtmx^cotx«        (m  —  1)  sm  x*-l  co« x»»— * 

■     n-^m  —  2  r  dx 

"^       »i  —  1     J«n  X*»  CO*  x«>--* ' 
Bvr*t  Compeodlun  d.  hOh.  Math.  95 


5M 

Setzt  man  in  (1)  m=0  und  in  (3)  n  =  0,  so  erhält  man 
noch: 

(7)  /«n«*aar  = 1 —jsmjf^^dx, 

(8)  (cosx^dx  =  - H ^^^^  ( cos af*^'^ d X ; 

•  und  eben  so  aus  (2)  und  (4),  indem  man  beziefaungsw.  fn=0 
und  n  =  0  setzt: 


^Qv     r  dx     — CO»  ar  ^,     « —  2  /*    rfx 

'    ^  JWiix*         (n— l)*!»««*-*  ''"  n  —  1  J«ii  o*^«' 

(10)  f  ^*  =      '*^'      -f "'— ^  r 

^       '    JCOS  X"»  (« 1)  CO»  x*»-"*      "^  w  —  1  Je 


eos  X**— 2  * 

Anmerk.    Mittelst  der  mehr  genannten  Theilformel  fudv=^uv'-~'jvdm 
lassen  sich  diese  Formeln  direct  auf  folgende  Weise  ableiten : 
Es  ist 

y  =  / «in X*  cos x^^dx  =  j sin  x**"*  cos x*» sin  xdx; 
setzt  man  daher  sin  x^^l  ■«  m  und  dv  =  om  x"»«inx  cfx,  so  wird  nach 
dieser  Pormcl : 

•in  X*— 1  CM  x«»+l   ,    n — 1  .  ,  .  ,. 

oder  wegen  cos  x«+2  ■■  cm  x»  (1  —  sin  x')  anch 

•in x«»-l  CM x«H-l   ,  .n  —  l  ^^^        .  ^ 

y^ j^^p-j 4.__[/rf,,.««^2e«,x«-y], 

woraus  sofort  die  erste  der  obigen  Formeln 

sin  X«»— 1  cos  x*»+l   .    n  — •  1  -   . ^        . 

M  s=.— ■  -| r— rjtJix*--''eMx"*tfx 

^^  m-j-n  m  -f" " 

folgt 

Auf  eine  gani  ähnliche  Weise  erhftlt  man  anch  die  Fomol  (S), 
nnd  ans  diesen  beiden  dann  dnrdi  schickliche  Änderungen  der  Ex- 
ponenten  n  nnd  m  die  übrigen  Formeln. 

§.  8S6.  Bei  wiederholter  Anwendung  dieser  Formeln 
(deren  Wahl  in  vorkommenden  Fällen  leicht  zu  treffen  ist) 
gelangt  man,  in  der  Voraussetzung  von  ganzen  Exponen- 
ten n  und  nif  zuletzt  immer  auf  schon  bekannte  oder  solche 
Integrale  y  die  sich  nach  dem  Frühem  leicht  bestimmen  las- 
sen. So  kommt  man  bei  Jenen  (1)  und  (3),  je  nachdem 
beziehungsw.  n  und  m  gerade  oder  ungerade  Zahlen  sind, 
auf  die  Integrale :  jcoax^dx,  jsinx^da,  welche  nach  (8)  und 
(7)  (die  zuletzt  auf  /da*  =  x  oder  jcosxdx  =  sinx,  und 
jdx  =  X  oder  j sinx  da  =  —  cos  x  ftkhren)  geftmden  werden ; 
"•der  auf: 


In  den  Formeln  &),  (4),  (5),  (6)  kommt  man  eben  80  bezie- 
hungsweise auf  jco8x^dx  (das  eben  erwähnte)  oder  J^^^-: ^ 

was  aus  (3)  fbr  n  =  —  1  (wobei  man  zuletzt  auf  die  in  §.  831 
entwickelten  Integrale  jjr-^  oder  jcotxd-x  kommt)  gefunden 
wird;  auf  jrinx^dx  (das  ebenfalls  schon  angeführte)  oder 
(-: ^^:r  f  was  aus  (6)  für  n  =  1  (wobei  man  auf  |-r^  oder 

I«»  X  eo§  X« '  ^  '  ^  jstn  x 

\- — ' —  §.83X9  kommt)  gefunden  wird;  endlich  auf  j  .  *  , 
was  nach  (9)  (wobei  man  auf  jdx  oder  i-: — ,  §•  831»  kommt), 

C       dx  . 

oder  auf  1-: — ; ,  was  nach  (5)  für  m=  1  (wobei  man  zu- 

letzt  auf  1—^  oder  (-: — - — ,  §.  831,  kommt)  zu  bestimmen 

jcos  X  jsinx  cosx'    *  '  ' 

ist  [Beispiele  und  sonstige  Bemerkungen  hierüber:  HE, 
363—371.] 

Anmerk.  Fflr  die  Anwendung  ist  die  Bemerkung  wichtig,  dass  die 
eben  entwickelten  Bednctionsfonneln  entbehrlich  werden,  wenn  von 
den  £iq>onenten  11  und  m  einer  nngerade  nnd  positir  ist.  Das  in 
einem  solchen  Falle  einzuschlagende  Verfahren  wird  schon  durch  ein 
einziges  Beispiel  hinreichend  klar. 

Beispiel.    Um  das  Integral  y  =:jßinx*co8x^dx  sa  bestimmen, 
löse  man  (den  Factor  mit  ungeradem  Exponenten)  cos  x*  in 

cot  X  .  cos  a:'  =  CO*  X  (1  —  hin  x*) 
auf;  so  wird,  wegen  cosx  dx=  dsinx,  wenn  man  sinxmmz  setzt: 

(Vergl.  §.  834,  Beisp.  S.)    Es  wird  nAmlich  nach  diesem  Vorgänge 
allgemein 

j sirtjr^  cosjfl  dx  =» '— /«tnx*  cosx^  dcosx 

.  =  —  jz^  dz{\ — z*ff  für  C0SX--2; 
und 

/nn x^ cos r**"^   dx f^ fsinx^^eosx^ d sin x 

— /«**</«  (!—«')*,  arwnx— «. 
[Verfahren  um   transcendente   Difi'erentialformelu   auf  eine   algebr. 
Form  SU  bringen:  III.,  871.] 
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Viertes  CapiteL 

Von  der  Integration  mittelst  Reihen  und  innerhalb 

bestimmter  Grenzen. 

§.  8ST.  Lässt  sich  das  Integral  jJLdas  nach  den  vor- 
hergehenden Capiteln  nicht  genau  bestimmen ,  wohl  aber  A 
in  eine  convergente  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  von  i 
entwickeln;  so  kann  dieses  Integral  wenigstens  approxi- 
mativ oder  näherungsweise  bestimmt  werden.  Dieses 
Verfahren 9  welches  das  Integriren  mittelst  Reihen  ge- 
nannt wird,  ist  äusserst  einfach  und  um  so  wichtiger,  weil 
es  das  letzte  Mittel  bleibt,  zu  welchem  man  leider  nur  zu 
oft  seine  Zuflucht  nehmen  muss.  Zugleich  kann  dieses  Ver- 
fahren auch  dazu  dienen,  gewisse  transcendente  Functionen 
in  unendliche  Reiben  aufzulösen. 

Beispiele. 

§.  8S8.  Um^das  Integral  i  ^  durch  eine  unendUdie 
Reihe  zu  bestimmen,  hat  man: 

^  =  -A—  =  -  —  ^  +  ^  —  ^*  +  .  .  .  (§.  261) , 
folglich : 

X  X  X  x^ 

eine  Reihe,   welche  für  alle  Werthe  von  a<Za  bis  x  =  fl 
convergirt  (§.  282,  5.). 

Da  man  übrigens  dieses  Integral  auch  durch  einen  ge- 
schlossenen Ausdruck  erhält,  indem  (§.  777) 


j^ 


'''    =l{a  +  x)-{-C    und     C—C 


wieder  eine  neue  unbestimmte  Constante  C  ist ;  so  hat  man 
zugleich : 


.  •  • 


•    •    • 


dx 
i 


Setzt  man  dabei,  zur  BeBtimmung  der  Const.  (7,  a;  =  0,  so 
wird  C  =  loj  folglich  wegen  Z (a  +  ^)  —  ^<»  =  ^1  +  ")» 
wenn  man  -  =  1/  setzt : 

[Vergl.  §.  291 ,  (3)]. 

r  a*d 

§.  8S0.    Zur   EntWickelung   des  Integrals  y  =  1-7-7- 
hat  man  -n — i  =  1  —  ^  +  -1 ?  +  •••*  ftl*ö 

8a'     '5  a*  7  a»    '  ' 

eine  Reihe,  welche  für  alle  Werthe  von  x<ia  copvergirt. 
Da  von  der  andern  Seite  auch  (§.  779) 

ist ,  so  hat  man ,  wenn  durchaus  mit  a  dividirt  und  -  =  y 
gesetzt  wird: 

arctangy^y  —  \y^  -f  ly^  —  |y'  +  .  •  ., 

wozu  keine  Constante  kommt  (d.  i.  f  =0  wird),  weil  für 
y  =  0  auch  arctangi/=^0  ist.     [Vergl.  §.  308,  (8)]. 

§.  8M.  Um  fQr  das  vorige  Integral  eine  Reihe  zu  ent- 
wickeln, welche  für  Werthe  von  a>a  convergirt ,  bemerke 
man,  dass 


a*  a« 


a*  +  x*        x*-fa* 

also 

''a'dx 


J^rpTi =/^^*  (^*  ^'-*  —  ^*  ^""^  +  •  •  •) 


a«     .      a*  a» 


=  c--+-:i--  — +  ...) 


Für  a=l  ist,  da  zugleich  I         ^  =  arc tang x  ist: 
^c  ta  w  a*  =  C r  •  •  •  j 


3x'        5;r' 


und  da  hier  immer  x>l  sein  mnss,  so  kann  man  znr Be- 
stimmung von  Cf  nicht  wie  vorhin,  x  =  0  setzen;  dag^en 
ist  fOr  ;r^oo  sofort  arctangx^^it,  demnach  C=^7:, 
und  daher: 

are  tang  x  =  +  ir +  . . . ; 

eine  Reihe,    welche  um  so  brauchbarer,  je  grosser  x  ist. 

[Auf  dieselbe  Art  erhält  man  auch  zwei  Reihen  fhr  1 — : — , 

Ja«4-x» 

s.  m.,  379.] 

§.  841.     Zur   Bestimmung   des  Integrals   |p===  hat 

man,  wenn  =(1  —  x*)       nach  dem  Binomial-Theo- 

rem  entwickelt  wird : 

,    l.x»         l.Sx*         l.S.Si'    ,  ,      _ 

'    2.3      '    2.4.5    ^    2.4.6.7    ^  ' 

Da  von  der  andern  Seite  auch   1  =zarc9inx  ist, 

so  hat  man: 

•  .     1  .  X      .    1  .  3x      ,  I     g^ 

'    2.3      '    2.4.5    ' 

Um  dabei  den  kleinsten  Bogen  zu  bestimmen,  welcher  dem 
Sinus  =  w  entspricht ,  bemerke  man ,  dass  für  x*  ==  0  auch 
arc  8ina=^0  sein  muss ;  dadurch  wird  aber  auch  die  Con- 
staute  (7=0  und  damit  die  vorige  Reihe  so,  wie  wir  sie 
bereits  auch  in  §.  308,  (7)  gefunden  haben. 


§.  842.    Zur  Ent Wickelung  des  Integrals  jdx^/iax — j?' 
hat  man 

y2aa  —  a^  =  y2^x^{l—'^^ 

—  lArii      ^  **      1.1  X*      1.1.3  x^  \ 

—  K^«^^*—  2  2i~2T4  4;?~2T4T6  8?  )' 

Mglich,   wenn  man  sqbstitiiirt ,   integrirt  und  hierauf  2  a 
Factor  nimmt; 


_i.i.3    i/*\»  lir 

äTTTi'TW  —  •••J  +  ^- 

Hieraus  erhält  man  auch  das  Integral  /rfx  V2oar-|"^** 

§.  8tt.    Auf  dieselbe  Weise  findet  man  auch: 

JK2ax  — X*         Kai-  2.32a    '    2.4.5\2o/ 

,1.3.5       /x\»  1 

und 

J*     dx        1    X«  1  . 3  **  1  . 3 . 5    X* 

[Eben  so  kann  man  auch  allgemein  das  Integral  fx^da!{a'\-bjf^)P 
bebandeki.    m.,  380  u.  f.] 

§.  814.    Setzt  man  für  o'  die  Beihe  aus  §.  292,  so  er- 
halt man: 

J  Xc^dx  =  J  X da:  +  laj  Xa  da  +  -^jJCa* dx  -f"  •  •  • 

1)  Also  s.  B.  Ar  X^x«: 

xH-l   ,    /ax«+2    .    /a'x»+«    ,  .    ^ 

/'»«'^'-;^  +  THhF+2ör+3)  +  ---  +  ^- 

2)  Für  A"»-  — : 

X 


f 


3)    Setzt    man    in    dieser    letzteren     Formel     a*  ^^  z ,     wodurch 

X  ==  -;— ,    rfx  =  — ;—  und    Ix  *=  Uz  —  IIa   wird  ;    so    orh&lt  man  ,   dos 
la  zla 

Glied  — Ha  zur  anbestimmten  Constante  gerechnet: 


J- 


dz  /«•  7^3 


§.  845.  Dass  bei  der  Auflösung  der  gegebenen  Difi'e- 
rentialausdrücke  in  unendliche  Reihen  die  einzelnen  Glieder 
nicht  nothwendig  Monome  sein  müssen ,  zeigt  das  folgende 
Beispiel.  

fdx  Vi «'  X* 

Beispiel.    Zur  Bostimmnng  des  Integrals  y  =  I — 

*'        Vi  —  x' 
hat  man: 


2,4 

daher 

'-/Ffe('-"--^'--) 

£8   sind   aber   diese   sAmmtlichen   Integrale   bereits   in   {.619    be- 
stimmt worden,   und  man  erhält,   wenn  man  die  dortigen  Werthe  sab. 

stituirt,  femer,  um  abzukürzen,  Y\  —  or'  =  JT  und   arcnux^A  actzt, 
sofort : 

+rrl••['(r+i^:•■+^)- 

-rlel'']+-+''' 

eine  Reihe,  welche,  da  zugleich  auch   x* <:  1  (wenn  Vi  — r"  reell)  ist, 
um  so  stärker  convergirt,    je  kleiner  e  ist. 

Die  Bernoullische  Reihe. 

§.  846.  Setzt  man  in  der  ursprünglichen  Keductions- 
formel  §.  807,  nämlich  in  ] Xda!=^  Xx — jxdX,  der  Reihe 
nach  (m)  dX=  X'dXy  dX'  =  X"dx  etc.;  eo  erhalt  man, 
u=^X'  und  dv=^xdxy  also  t;  =  ^x*  gesetzt,  weiters: 

lxdX  =  iX'xdx  =  X^x'^  —  ^ix'^dXi 

u  =  X"  und  dv  =  x*dx  gesetzt,   wodurch  t;  =  ix*  wird, 
femer: 

jx^dX'  =^jX''x^dx  =  i  Z"a»  —  iSx^dX"  u.  s.  w. 

Diese  Werthe  gehörig  einer  in  den  andern  substituirt, 
erhftlt  man  endlich: 

Jf' X*        X"  X*        2C"  X* 

( Xdx  =  Xx V- -— - — -  -f- . . . , 

^  2        '      2.3  2.3.4    '  ' 

oder,  da  aus  den  vorigen  Relationen  (m) 
gt,  auch: 


^  rfx  2  dx*  2.3         dx*  2.3.4     ' 

eine  Beihe«  welche  nach  ihrem  Erfinder  die  Bernonlli- 
sehe  heiflflt. 

Beispiel    Um  nach  dieser   Reihe  du  Integn]   I — ; —  sn  be- 
stmuiieD  •  DMt  nua  -a  ^"  ,  also  — r— •  ■■  ,      ra»    ,   «  ■■ r». 

rf*2r     —1.2.3  ^ ,  V  u 

C  dx  X  X  X 

Jrr;"TT^+2(i+x)*  +  3(i+x)«  +  -"'  +  ^* 

r  dx 

Wegen  Ij-jr'  '^l(l  +  x)  +  C  ist  auch: 

'<'+'>-rTi+T(fi-.)'+T(iTiV+-- 

▼ozu  keine  Constante  gehM,   weil  Ar  x  —  0  auch  /  (1  +  x)  -»  o  wer- 
den mnss. 


Fünftes  Capitel. 

Von    der    Integration    der    hohem  DiflFerentialaus- 
drücke  einer,  und  der  Partialdifferentiale  mehrerer 

Variablen. 

§.  847.  Bisher  war  immer  der  erste  Differentialquo- 
tient -j^  =  JC  oder  die  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung dy^=sXdx  gegeben,  aus  welcher  wir  durch  Integra- 
tion y  oder  jJCdx  bestimmt  haben. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  bloss  der  zweite  Differen- 
tialquotient-^-^- =  u¥  oder  die  Gleichung  zweiter  Ord- 
nung d^y=^Xdx^  bekannt  sei,  aus  welcher  man  die  ur- 
sprüngliche Function  y  herleiten  soll;  so  ist  es  klar,  dass 
diess  nur  durch  eine  zweimalige  Integration  möglich  sei. 

Es  ist  nämlich  --^  =  JCdx,  und  wegen  -— -  =  d[.--l!- 

dx  dx  dx 


(indem  da*  constant  ist)   auch  d.'j-'=  Xdx,  aka,    wenn 

man   integrirt:    -^  «JA'rfx  =/(«)+  Cl     Daraus    folgt 

weiter:  dy  =/(x)da'+  Cdx,  und  wenn  man  abermala  in- 
tegrirt; y  Ä=J/(x)da"+ C'a:+ C,  wobei  C  die  Constante 
der  zweiten  Integration  bezeichnet.  W^en  f(x)=^JAdj 
ist  also  auch :  y:=jdajXdX']-Ca'\'C\  wobei  durch 
jdxfXdx  eine  zweifache  Integration  angedeutet  wird. 

§.  848.  Ist  die  DifferentialgleichuDg  dritter  Ord- 
nung d*y=^Xdx^  gegeben«  so  findet  man  genau  auf  die- 
selbe Weise  (durch  Wiederholung  des  vorigen  Verfahrens): 

.      y^tldxidxiXdx-^-Cx^  +  Cx+C", 

wobei  Cf  C'f  C"  die  unbestinunten  Constanten  sind  und 
das  erste  Glied  rechts  eine  dreimalige  Integration  bedeutet, 
die  so  zu  verstehen  ist,  dass  wenn  die  aus  der  Integration 
von  Xdx  entspringende  Function  =/(j?)  ist,  sofort  /(x)  dx 
'neuerdings  integrirt,  und  wenn  dadurch  f  (x)  entsteht»  end- 
lich nochmals  f{x)dx  integrirt  werden  soll.  Diese  wie* 
derholte  Integration  deutet  man,  von  den  unbestimmten  Con- 
stanten abgesehen,  auf  folgende,  einfachere  Art  an:  Aus 
d*y  =  ^dd:»  folgt  y=JJu¥da?»=/*Ada?*;  2LU&d^y  =  Xdx^ 
hat  man  y=jffXda^=j*Xdx^f  und  allgemein  aus  rf'y 
=  Ada-*,  sofort  ]/=j^Xdx^. 

d*y        1 
Beispiel.   Um  b. B.  aas  dem Qaotienten  dritter  Ordnong  -r-^»-i 

dx*      X* 

die  orsprflDgliche  Fanction  y  za  finden ,  hat  man  auch  d*y  »»  -— ,  ond 
darans 


Eb  ist  aber  J— r  =  —  r-^,  also 


Cdx 1_^ 

!dxß  =  - J^,  =  j-ij,  und  daher 

also  endlich  ^  —  j/x  +  Cx»  +  Cx  +  C\ 


SM 

Integration  der  partiellen  Differentiale. 

§•  819.  Bezeichnet  u  eine  Function  der  beiden  von  ein- 
ander unabhängigen  Vftriablen  x,  y  9  und  ist  der  zweite  par- 
tielle Differentialquotient  (^j^ )  =  ^,  also  (§.  674)  z  =/(x,  y) ; 

so  lässt  sich  9  obschon  hier  zwei  veränderliche  Grrössen  x^ 
y  vorkommen,  die  ur«pr.  Function  u  dennoch  nach  densel- 
ben, fbr  die  Integration  der  Differentialformeln  einer  Va- 
riablen aufgestellten  Kegeln  herleiten;  weil  nach  dem  Sinne 
dieses  Differentialquotienten  der  Keihe  nach  nur  immer  eine 
der  beiden  Grössen  x,  y  als  variabel,  die  andere  aber  als 
constant  angesehen  wird.  Es  ist  nämlich ,  wenn  man  das 
Integral  nach  x  durch  J«  und  jenes  nach  y  durch  Jy  bezeich- 
net, wegen 

wenn  man  auf  beiden  Seiten  nach  y  integrirt:  yT^\^^iv^dy\ 

daraus  folgt:  yr^  dx  ^s=  d»  ^^zdy  f  und  wenn  man  jetzt  nach 

X  integrirt:  u=jxdxjpzdy;  dabei  ist  wegen  Gleichung  (m), 
§.  670,  die  Ordnung  der  beiden  Integrationen,  im  Allgemei- 
nen genommen,  willkürlich,  und  es  ist  eben  so  gut  auch 
u=:^fpdyjxzdx.  —  Kürzer  und  üblicher  ist  folgende  Be- 
zeichnung: u^^jjzdady  oder  u=jjzdydx9  wobei  sieh  je- 
des der  beiden  Integralzeichen  auf  eine  der  beiden  Variablen 
X  und  y  bezieht;  ein  solches  Integral  wird  auch  ein  dop- 
peltes oder  zweifaches  (duplicirtes)  Integral  genannt. 

§.  850.  In  Betreff  der  willkürlichen  Constanten  muss 
noch  bemerkt  werden,  dass  man,  der  nothigen  Allgemein- 
heit wegen,  dem  Integral  nach  y  'eine  unbestimmte  Func- 
tion von  ^,  z.  B.  Xf  und  dem  Integral  nach  x  eine  unbe- 
stimmte Function  von  y ,  z.  B.  Y,  beifügen  muss ,  weil  da- 
durch immer  noch  die  Bedingung  erfüllt  wird,  dass  das 
Differential  der  Constante  verschwindet,  indem,  wenn  man 
nach  y  differentiirt,  dJC,  und  wenn  man  nach  x  differentiirt, 
d  Y  Null  wird.  Da  indess  in  der  Anwendung  diese  Integral^ 


5M 

immer  mnerhalb  gewisser  Grenzen  (§.  869),  genommen  wor- 
den, so  sind  in  diesem  Falle  auch  diese  willkürlichen  Con- 
stanten entbehrlich. 

Beispiel.    Um  daa  Integral  ti  =  H   '^   tu  bestimmea,   bit 

1            1        V         v' 
man ,  wegen   — ; —  — i.  +  i.  _  .  .  .   (ftr  x  <: »  Bchidbt  mm 

— -. —  =  -.  —  —-  +  --—.,..)  und  w^  ixdxi  — r~~  «ofort: 


f  Ji. 


—  X>_-I!l  4.  iL—  4.x 


WO  JT  die  Stelle  der  nnbestimmteii  Coiutante  Tertritt,  nnd  daher: 

wobei   y  eine  willkürliche  Fnnction  von  y  ist 

Bei  Umkehrung  der  Ordnung  der  Integration  erh&lt  man  genau  das- 
selbe Resultat,  wenn  man  nach  der  ersten  (nach  x  ausgefOhrten)  Inte- 
gration die  Fnnct  Y^  und  nach  dei  zweiten  (nach  y  genommenen)  In- 
tegration  jene  X  als  willkürl.  Constante  beifltgt  und  lXdx^=^X-,  so 
wie  jYdy=  y  seUt 

§.  861.  Es  ist  jetzt  auch  die  Bedeutung  des  dreifa- 
chen (tripUcirten)  Integrals  jjjvdxdydzy  wobei  t?  im  All- 
gemeinen eine  Funct.  der  drei  unabhängig  veränderlichen 
Grössen  x,  y  j  z  sein  soll,  leicht  zu  verstehen.  Es  ist  näm- 
lich, wenn  der  partielle  Quotient  1^75^^)  =  ^  gegeben  isf, 

daraus,  wenn  man  zuerst  nach  Zy  dann  nach  y  und  endlich 
nach  X  integriren  will  (im  Allgemeinen  ist  die  Ordnung  wie- 
der willkürlich) : 

u  =jjjvdxdf/  dz  =zjgdxjp  dt/j,  vdz. 
In  Hinsicht  auf  die  willkürl.  Constanten  ist  wieder  zu 
bemerken ,  dass  man  nach  der  in  Bezug  auf  z  durchgeführ- 
ten Integration  eine  willkürl.  Function  von  a,  y^  und  so  in 
den  beiden  übrigen,  nach  y  und  a  ausgeführten  Integratio- 
nen beziehungsweise  eine  Function  von  x,  z  und  y ,  z  beifü< 
gen  musst 


SfiV 


Sechstes  CapiteL 

• 

Von    der  Integration    der   vollständigen  y    femer  der 
homogenen  DijOTerentialfonneln  zweier  oder  mehrerer 

Variablen  der  ersten  Ordnung. 

Integration  der  vollständigen  Differentialformeln. 

§.  852.  Da  ee  für  jede  Function  mehrerer  Variablen 
sowohl  partielle  als  vollständige  Differentiale  gibt,  so 
kann  man  auch  wieder  umgekehrt  die  Function  durch  In- 
tegration ihres  partiellen  oder  vollständigen  Differentials  zu 
finden  verlangen.  Das  erstere  ist,  wie  wir  im  vorigen  Ca- 
pitel  sahen,  immer,  wenigstens  nähemngsweise  möglich,  in* 
dem  sich  das  Verfahren  auf  die  Integration  von  Functionen 
einer  Variablen  beschränkt.  Schwieriger  ist  die  letztere 
Aufgabe,  die  uns  zum  Theile  jetzt  beschäftigen  soll;  wir 
beechituiken  uns  dabei  auf  die  Differentialausdrücke  der  er- 
sten Ordnung  von  Functionen  zweier  Variablen. 

$•  85S.  Es  sei  u  =/(«,  y)  eine  Function  der  beiden 
unablmngigen  Variablen  « ,  y ;  so  ist  (§.  671) 

(1)    du  =  Pdx  +  Qdy 
das  voUständige  Differential  derselben,  wobei  im  Allgemei- 
nen P  und  Q  neue  Functionen  von  a  und  y  sind,  für  welche 
(§.  670)  die  Bedingungsgleichung  besteht: 

(^)  f = m- 

Da  aber  (§.  671)  P=ljjl  ist,   so  erhält  man,  dieses  par- 
tielle Differential  nach  x  integrirt,  daraus  (§.  849) 

(3)      U=i::PdX'\-Y, 

wobei   F,  als  eine  willkürl.  Funct.  von  y,   die  SteUe  der 
unbest.  Constante  vertritt.  Diese  Function  Y  wird  aber  hier 

durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  (§.  671)  I  j^j  =  Q  sein 

muBS.    Differentiirt  man  daher  diese  Gleichung  (3)  nach  y, 
und   setzt   das   Integral  (4)  jxPda  =  v;   so   erhält   man: 


(j^\ = (j^ + j^,  folglich  auch  nach  der  vorigen  Be  dingnog»- 
gleichung  sofort   Q  =  1^1  +  -j-  .     Au«   dieser   Gleich  ung 

folgt  jy=  I  Q  —  i^lMy»  ^^^  wenn  man  int^rirt: 

Man  hat  daher  nach  der  Gleichung  (3)»  mit  Bücksicht  anf 
jene  (4): 

ein  Ausdracky  welcher  immer  Vollkommen  bestimmt  wer- 
den kann,  weil  die  Differenz  Q —  {dZff  ^^®  wir  der  Kürze 

wegen  durch  S  bezeichnen  wollen,  bloss  eine  Function  tod 
y  ist  f  und  also  kein  x  enthält.  Denn  es  ist,  wenn  man  nach 
a  dijSerentiirt : 

oder  wegen  (j.  670) 

nänüich  zufolge  der  Bedingungsgleichung  (2),  zum  Beweis, 
daas  S  keia  a,  und  sofort  höchstens  die  Variable  y  ent- 
halten kann« 

A  n  m  e  r  k.  Kehrt  man  die  Ordnusg  dieses  Yedahreo»  in  so  w«U  vai, 
dass  man  anstatt  Yom  Coeffidenten  P,  von  jenem  Q  ansieht ,  and 
setzt  /,  Q  (fy  =  r' ;  so  e^hMt  man  fie  mit  der  obigen  (L)  gans  ana- 
loge Gleichung 

'  idv*\ 

wobei  eben  so  diese  Difiereax  ^*-*4  j~  I  ^^^  Tf  enthalt. 

Beispiel    Um  die  Differentialformel  du  =  -- — ,"7    ,      ,     in 

welcher  P-jyX^  und  Q  -  -p^t  folglich 

idP\        iiVi         x'  —  y« 


ist,  sum  Beweis,  dait  ne  Tolktändig  sei,  zu  integriren,  hat  man 
.  = /.  P.,  » -« ,-^  (5)  «.77«).(g)  -  ^.  «  -  (g)  -  . 
also  nach  der  obigen  Fonnel  (L) : 

u^v  =  arctßngi'\  +  C.     [UI.,  ttO.] 

Integration    der     homogenen    Differentialaus- 
drücke der  ersten  Ordnung. 

§.  854.  Die  in  §.  677  entwickelte  Relation  {q) ,  welche 
zwischen  einer  homogenen  Function  und  den  Differential- 
CoefBcienten  ihres  vollständigen  Differentials  Statt  hat, 
bietet  ein  äusserst  einfaches  Verfahren  zur  Integration  ho- 
mogener DifferentialansdrQcke  dar.  Denn  es  sei  Pdx  -\-  Qdy 
-\-  Rdz  -f- .  •  •  =  du  ein  vollständiges  Differential  einer  Func- 
tion u  von  den  Variablen  x  ^  y  ^  Zy  . . ,  und  zugleich  so  be- 
schaffen y  dass  Py  Qy  i2,...homogene  Functionen  dieser 
Variablen  von  einem  und  demselben  Grade  m  sind,  wo- 
durch also  u  eine  homogene  Function  des  (m  -j-  ^J^  Grades 
wird;  so  ist  zufolge  der  erwähnten  Relation: 

Pjp  +  Qy  +  Itz  +  . . .  =  (m  +  1)  «*♦  also 

{Ä)  ii^Pdx  +  Qdy^^ Rdz +  ...)=  P'+^»+^'  +  'Y ^ c. 

»i  -^  1 

Beispiele.     1)   Ftr  das    Integral  /(yrfx  +  arrfy)  ist  JP«-y, 

^  £dP\        idQ\ 

Q  «-  jc ,  »1  =  1  und  It— I  =  I  j~l  ==  l  »  al«o  die  Bedingung  der  In- 

tegrabilitilt   vorhanden.     Nach    der    Torigen  Vonnel   (Ä)   Ist  denni^: 

iCy d*  +  »dy)  « l^l±il?  -  «y  +  C. 

S)  -Um  das  IKfiferentiale 

cf«  s=r (8i?»+  2ay*)dr  +  (4aary  +•  «äy«)  dj 
zu   integriren  ,   ftr   welches   P  »■  3x'  +  2ay'  und  Q  »«  4a:ry  +  36y> 
homog.  Functionen  des  m  «  2*<"  Grades  sind ,  hat  man  wkder  nach  der 
genannten  Formel: 

und  es  ist  hier  u  eine  homog.  Function  des  dritten  Grades. 

Anmerk.  Ftlr  m  —  — 1  AUirt^  die  obige  Formel  (iL)  ß.v£  dio  ideih 
tische  Gleichung  0  »*  0 ,  und  zeigt  dann  gewöhnlich  an ,  dass  das 
gesuchte  Integral  nicht  algebraisch  ist,  so,  dass  man  dann 
wieder  zur  allgemeinen  Integrationsmethode  Zuflucht  nehmen  mus«* 


Siebentes  CapiteL 

Von   der  Integration  der  Differentialffleichunffen  der 
ersten  Ordnung  zwischen  zwei  Variablen. 

§.  8U.  Sind  die  Differentialcoefficienten  der  gesuchten 
Function  nicht,  wie  bisher  angenommen  worden,  unmittelbar 
oder  expUdt  durch  die  unabhängigen  variablen  Groaaen  aus- 
gedrückt, sondern  hat  man  bloss  (implicite)  eine  Bdatioa, 
oder  Gleichung  zwischen  diesen  Grossen ;  so  muss  man  die 
ursprüngliche  Function  aus  dieser  Differentialglei- 
chung entwickeln  oder  herleiten. 

Eine  solche  Differentialgleichung,  imd  zwar  wie  wir 
hier  voraussetzen,  zwischen  zwei  Variablen  von  der  ersten 
Ordnung  und  vom^ ersten  Grade,  ist  von  der  Form 

/(*.y.g)=o. 

und  lässt  sich  inuner  auf  jene  (1)  Mda  +  ^dy  =  0,  wobei 
im  Allgemeinen  M  imd  N  Functionen  von  x  und  y  sind, 
zur&ckfiihren.  —  Die  vorzflglichsten  Mittel,  deren  man  sich 
zur  Zurückleitung  der  ursprünglichen  Gleichung  oder  Func- 
tion aus  ihrer  Differentialgleichung  (1)  bedient^  wenn  nicht 
etwa  ohnehin  Mdx  -^  Ndy  ein  vollständiges  Differential 
der  Function  t«  =  f  (x,  y)  ist,  in  welchem  Falle  man  diese 
nach  dem  vorigen  Capitel  bestimmen  imd  sofort  u  =  C  finden 
wird,  bestehen  a)  in  der  Absonderung  der  Variablen, 
und  b)  in  der  Auffindung  des  integrirenden  Factors. 

a)  Von   der   Absonderung   der  veränderlichen 

Grössen. 

§.  8B6.  Der  Zweck  jenes  Verfahrens,  welches  das  Ab- 
sondern der  Variablen  genannt  wird,  besteht  darin ,  die 
gegebene  Differentialgleichung  Mdx  -^  Ndy  =  0  auf  jene 
Xdx  -^  Ydy=^0  zu  bringen,  in  welcher  X  bloss  ebe 
Function  von  x  und  Y  eine  Function  von  y  ist.  In  diesem 
Falle  erhält  man  dann  jÄda  -{-jYdy  =  C,  wo  Ceine  wiU- 


SM 

kürliche  Confltante  bezeichnet ,  und  das  Oanze  sonach  auf 
die  Integration  von  Differentialen  einer  Variablen  zurück- 
geführt  ist. 

Beispiele.     1)   Ist   die    Differentialgleichnng    y  cfx  -f-  x  c/y  =  0 

gegeben  ,  so  erhftlt  man  darans   durch   Division   mit   xy   (wodurch  hier 

dx        dy 
die  Ahsondemng  bewirkt  wird) : { — ^  =  0 ,    nnd   ans   dieser   Glei- 

ehnng  durch  Integration,  wenn  man   der   willkürlichen    Constanten  die 
Form  IC  gibt:  Ix  +  ly  -^IC^  d.  i.  Ixy  —  IC  oder  xy  «  C. 

9}   Aus    der   Differentialgleichung  dxY\  +y'  —  xdy^O    folgt 

dx             dy 
durch  Absondemng:  —  «•    . i ,     nnd    darans    durch  Integration 

(§:    790) :   /x  =  / (y  +  Vi  +y*)  +  C,  oder  wenn  man  der  Constanten 
C  die  Form  —  /  C  beilegt : 

/  Cx  -  /(y  +  YTT7)    oder    Cx^y  +  VT+7'- 

3)  Ist  allgemein  die  Gleichung  XYdx  +  X'T  dy^O  gegeben, 
ao  bewirkt  man  die  Absondemng,  indem  man  diese  Gleichung  durch 
JC'Y  diyidirt  Auf  diese  Weise  erh&lt  man  s.  B.  aus  der  Gleichung 
x*y  dx  +  (2y  — i  1)  Vx  c/y  =-  0  sofort : 

jx*H-2y--/y=:C. 

§.  851.  Ist  die  gegebene  Differentialgleichung  homogen, 
d.  i«  (§.  677)  so  beschaffen,  dass  if  und  N  homogene  Func- 
tionen von  X  und  y  und  z.  B.  der  n^*  Ordnung  sind ;  so  ist 
das  Trennen  oder  Absondern  der  Variablen  immer  i  und 
zwar  dadurch  möglich,  dass  man  y  =  xz  setzt,  wo  z  eine 
neue  veriinderliche  Grösse  ist.  Denn  da  bei  dieser  Voraus- 
aetxong  die  Differentialcoefficienten  Jlf  und  N  von  der  Form 

sind ,  wobei  a  +  /3  =  y4~^=«-*=»*i8t;  so  erhalten 
diese  durch  die  genannte  Substit.  von  xz  statt  y  die  Form: 

«»  (-A  «^  +  Bz^  +  •••)»  ^  >  ^*8s  ™*°  M=  x^Z  und 
JVss  aS^Z  ^  wo  -2^und^  bloss  noch  Functionen  von  z  sind, 
setzen  kann.  Dadurch  wird  aber  die  gegebene  Differential- 
gleichung (1)  (§•  855),  wenn  man  zugleich  auch  ftir  dyden 
aus  y=^xz  folgenden  Werth  xdz'\'zdx  substituirt: 

Z«*  dx  +  Z'ai^{xdz  +  zdx)  =  ^, 
aus  welcher  Gleichung  man  durch  Absonderung 

Barths  Comptndfvm  d,  hdb,  Math.  86 


und  daraus  durch  Integration 

^^  +  J  Z+'Z'J  ^  ^ 
erhält^    in    welcher    Gleichung  nach  vollendeter  Integration 
für  z  wieder  der  entsprechende  Werth  -  hergestellt  wird. 

Beispiel.     Fflr  die  homogene  Differentialglejchimg 

•rhftlt  man,  y  =^  X2  gesetzt,  nach  gehöriger  Reduction: 

(\+z){xdz  +  zdx) 
,dx ^— ^ , 

und  darani  dnrch  Absonderung: V- -r— =-  «f 2  =  0.  Diese  letstere  Glei- 

X  2«' 

chnng  integrirt,  was  keine  Schwierigkeit  hat,  gibt;  ix  +  lf«  —  —  =  C 


2s 


y 

oder  wegen  «  ■»  i ,  endlich  : 

X 


/'  +  i^(f)  =  ~  +  C.  [IIL,  478.] 


§•  858.  In  der  gewöhnlich  sogenannten  linearen  Glei- 
chung der  ersten  Ordnung:  dy +  Py dx=  Qdx,  in  wel- 
cher P  und  Q  beliebige  Functionen  von  x  bezeichnen,  lässt 
sich  die  Absonderung  der  Variablen  auf  eine  sehr  sinnrei- 
che Weise  bewirken.  Setzt  man  nämlich  yr=^Xz^  also 
d%f'=^Xdz'\'zäX^  wobei  JT  eine  nooh  unbestimmte Funct. 
von  a  bezeichnet;  so  erhält  man:  zdX-\'Xd,Z'\-PX.zdx 
=  Qdx. 

Um  nun  diese  Gleich,  in  zwei  andere  zu  zerlegen ,  b 
welchen  sich  die  Variablen  absondern  lassen,  bestimme  man 
die  Funct.  JC dergestalt,  dass  Xdz'{-PXzdx=^Qf  folglich 

auch  Ärdu¥=  Qdx  wird.     Die   erste  dieser  beiden    Gleich. 

äz 
durch  X  diyidirt,  gibt  dz'\-Pzdx=^0  od?T —  =  —  Pdx, 

und  wenn  man  integrirt:   i;j  =  — jPdx^  oder  wenn  e  die 
Basis  der  natürlichen  Logarithmen  ist,  sofort  auch- 

üt  diesem  W^rthe  yo»  a  gibt  j«t»t  die  aw^He  d«t  äuge- 


führten  Gleich. :  dX=^  Qe^'*^*dxy  und  wenn  man  integrirt: 
{ol)  A^=^Qdxe^^'^''{-  C,  Da  aber  y^=Xz  ist,  so  hat  man 
endlich ,  wenn  in  dieser  letztem  Gleich,  ftir  X  und  z  die 
Werthe  aas  (a)  und  (a)  substituirt  werden: 

Beispiel.  Um  die  Gleich.  dy-^ydx  =  x^dx  zn  integriren,  hat 
man  P=^l  und  Q»jr',  demnach /Pc/x  »j'(/z  »  x,  und  nach  der 
Formel  (^):  y  =■  «-Jf  (Jx»«' rix  +  C),  oder  wegen  (§.  899)  /x"e«rfx 
*-  e*  (x*  —  2x  +  2)  endlich: 

y==C'«-.»f-}-x2  — 2x+2. 

An  merk.    Diese  gefundene  Qleichnng  differentürt ,  gibt: 

dy  =  c/x(2x  — 2— Cr-*), 
nnd  wenn  man  aus  diesen   beiden  letzten    Gleich,  die  Constante   C 
eliminirt,    erh&lt  man:    dy  -{-  y  dx  =  x^  dx,    nftmlich  erst  dadurch 
die  ursprOnglich  gegebene  Differentialgleichong  wieder.  Yergl.  §.681, 
Anmerk.  [III.,  481—483.] 

b)  Aufsuchung  des  integrirenden  Factors, 

§.  859.    Aus  §.  681  (Anmerk.)  folgt,   dass  eine  Diffe- 
tentialgleichung  der  ersten  Ordnung  zwischen  zwei  Variab- 
len nicht  bloss   aus  der  unmittelbaren   Differentiation   einer 
Gleichung  mit  zwei  Variablen ,   sondern  allgemein   dadurch 
entsteht,  dass  man  aus  einer  solchen  und  der  daraus  abge- 
leiteten Differentialgleichung  eine  beliebige  Constante  elimi- 
nirt  (Anmerk.  des  vorig.  §.).     Besitzt  nim   die  erstere  oder 
ursprüngliche  Gleichung  die  Form  w=C,   wo  w=y(x,  y) 
sein  soll ;   so  wird  schon  durch  die  unmittelbare  Differentia- 
tion die  Constante  C  eliminirt,    indem  man  du  =  0  erhält, 
und  es  ist  klar ,   dass ,  wenn  nicht  etwa  ein  vorhanden  ge- 
wesener gemeinschaftlicher  Factor  aufgehoben  worden,    aus 
dieser  Differentialgleichung  nach  dem  sechsten  Capitel  leicht 
wieder  die   ursprüngliche   Gleichung  t4=  (7  zurückgeleitet 
werden  könne,  indem  in  diesem  Falle  du  ein  voll  ständi- 
ges Differential  einer  Function  zweier  Variablen  x  undy  ist« 

Ist  z.  B.  '  =»  C  die  nrsprüngliche  Gleichung,  so  folgt  darans,  wenn 

y 

y  dx  '^^  X  dv 
nan  difforentUrt:  ^ r ^  «  0.  Wird  daher,    ohne  mit  dem  gemeitt- 

y' 

ichaftlichen  Factor  -^  abzuk1Uxeii,.di«  Diff«reAtia]gleichiizig 

36* 


dx        X  .        _ 
5  rfy  —  0 


iur  Integration  ge^^eben;    so  findet  man  nach  dem   vorigen  Capitel,  da 
dieses  Differential  vollständig  ist,  ohne  Schwierigkeit  wieder  -  »  V. 

y 

§•  800.  Hat  man  dagegen  einen  in  dw^zdu  vor- 
handenen gemeinschaAIichen  Factor  z  aufgehoben,  so,  dass 
nun  cfu  kein  vollständiges  Differential  mehr  ist,  und  soll 
jetzt  die  Gleichung  cfu  =  09  die,  wenn  die  ursprQngliche 
Gleichung  nicht  die  genannte  Form  »=:  C  besitzt,  auch 
durch  die  erwähnte  Elimination  der  Constanten  C  entste- 
hen kann,  integrirt  werden ;  so  kann  dieses  in  der  vorliegen- 
den Form,  da  jetzt  die  Integrabilitätsbedingung  mangelt, 
nicht  unmittelbar  ausgefohrt  werden,  und  die  Integration 
wird  nur  dann  erst  möglich,  wenn  man  die  unvoUständige 
Differentialgleichung  (fu  =  0  wieder  mit  dem  abgekürzten 
Factor  z  multiplicirt  hat. 

So  erhält  man  im  vorigen   Beispiel  durch  Abklkranng   des  Factors 

—^  die  Gleichung  ydx  —  xdy  =»0  [man  erhält  diese  Differentialgleichang 

aber  auch  ,  wenn  die  ursprüngliche  Gleichung  nicht  u  *»  xjf  »^  C,  son- 
dern u=y^-^Cx  =r  0  ist,  und  aus  dieser  und  ihrer Differentialgleichuig 
(/tisref^  — C<fx  «-0  die  Constante  C  eliminirt  wird],  welche ,  da 
xdy'^ydx  kein  voUst&ndiges  Differential  ist  [man  findet 


(^— -f^)-+'>' 


so  nicht,    sondern  dann  erst  integrirt  werden  kann,    nadidem   man  mit 

dem  abgekürzten  Factor  2  »  -^  mnltiplidrt  hat, 

.Eben  so  wird  die  unvoUst&ndige  Differentialgl.  ^ydx-^-  2xdy  =  0 
(welche  entsteht,  indem  man  die  Gleichung  x^y^^^C  differentiirt  und 
dann  durch  x'y  abktlrzt)  durch  die  Multiplication  mit  dem  Factor 
gsssx^y  vollständig  und  integrabel. 

§•  861.  Erklär*  Ein  solcher  Factor  nun»  mit  welchem 
man  eine  unvollständige  Differentialgleichung  multipliciren 
muss,  um  sie  vollständig  und  integrabel  zu  machen  9  heisst 
integrirender  Factor,  und  es  gibt  für  jede  unvollstän- 
dige Differentialgleichung  zwischen  zwei  Variablen,  die  den 
rsten  Grad  nicht  übersteigt  und  von  emer  Gleich,  f  (^,  y,  C)=0 


abgeleitet  worden,  immer  einen  integrirenden  Factor  Zy  wel- 
cher im  Allgemeinen  eine  Function  von  x  und  y  ist. 

§.  862.  Zur  Entwickelung  des  Verfahrens,  den  integri- 
renden  Factor  aufzufinden,  sei  Mdx '\- Ndy^=^0  eine  un- 
vollständige Differentialgleichung  und  z  =f(^x,  y)  der  zuge- 
hörige integr.  Factor,  so,  dass  nunmehr  Mz  dx  -f-  Nz  dy  =  0 
eine    vollständige   Differentialgleichung  ist,    mithin  die 

Bedingungsgleichung  besteht:  1-^—^1=  (-j— |.  Diese  letz- 
tere Gleichung  entwickelt,  gibt,  wenn  man  gleich  trans- 
ferirt : 

§«  86S.  Wäre  man  nun  allgemein  im  Stande,  aus  die- 
ser Gleichung  (1)  einen  Werth  für  z  zu  finden,  so  wQrde 
die  Aufgabe  gelöst  und  ein  integrirender  Factor  für  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  gefunden  sein;  allein  die  In- 
tegration dieser  Gleichung,  die  dabei  nöthig  wird,  ist  in  der 
Regel  schwieriger  als  die  der  ursprünglichen  oder  gegebe- 
nen Gleichung  selbst ,  und  es  ist  bis  jetzt  nur  erst  unter 
gewissen  Bedingungen  möglich,  diesen  Factor  z  vollkommen 
zu  bestimmen*  Diese  Bedingungen  sind:  erstens,  wenn  z 
eine  Function  entweder  bloss  von  a  oder  bloss  von  y  sein 
darf^  und  zweitens,  wenn  die  gegebene  Differentialgleichung 
homogen  ist;  beide  diese  Fälle  wollen  wir  nun  weiter 
untersuchen. 

§.  861.  Es  sei  also  z  z.  B.  bloss  eine  Function  von  or, 
so,  dass  es  hinreicht,  die  Gleichung  Mdx  +  ^dy  =  0,  um 
sie  vollständig  und  integrabel  zu  machen,  mit  einer  gewis- 
sen Function  von  X  zu  multipliciren ;  so  wird  1^1=0,  und 
die  obige  Gleichung  (1)  verwandelt  sich  in  folgende: 

oder  da  der  zweite  Theil  der  Gleichung  kein  y  enthalten 
kann  (indem  sonst  z  auch  von  y  abhängig  wäre  und  bloss 
eine  Function  von  «  ist,  so  sei: 
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^''im-mh^- 


also  —s=Xdx;  bo  ist,  wenn  man  integrirt: 

lz=jXda  oder  (I)  5  =  «/-^'". 

m 

§.  8Ö5.     Genau    eben    so  erhält  man  bei   der  Voraus- 
setzung, dass  z  bloss  eine  Function  von  y  sein  darf  ^  fOr 

An  merk.  Die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (3)  dienen  sogleich  «1» 
Kennzeichen,  ob  der  gesuchte  integrircnde  Factor  z  bloss  eine 
Function  Ton  x  oder  Yon  y  sein  darf.  —  Wird  in  (2)  X  oder  in 
(3)  y«>*0)  BO  ist  diess  ein  Zeichen}  dass  x  constant  und  die  gege- 
bene Gleichung  schon  an  und  für  sich  eine  Tollständige  Differential- 
gleichnng  ist« 

Beispiel.    Fftr  die  gegebene  Differentialgleichung 
dx  +  (adx  +  2  by  dy)  ]/  1  +  x*  «  0 
ist  M^  1  +  aV  l  +  x*  und  N^  26y  l/T+T? ,  folglich 

/^.Oundf^^-Ü^ 
\dyf  \d^J       Vl  +  x^ 

also  die   Integrabilitäts- Bedingung  nicht   vorhanden.     Weil  aber    nach 

X 

Gleichung   (2)    (§.    864)     X  =  —  -— — .  bloss  eine  Function    Ton  x 

ist,    so  lässt  sich  der  integrirende  Factor  nach  Form»  (I.)  (§.  853)  be- 
stimmen.   Es  ist  nämlich 

/-yrfz--J:j^.«.-|?(l+x»)=-^yr+?(§.  777), 
daher  ar  =  e-'Vl+ar«  oder /g  ««-■ /K  1  +  x"^  ^  w — --— »     daaa    ist 

K    1  -f-  x' 

z  ^  als  gesuchten  integrirenden   Factor.  Die  gegebene  Qletch. 

K   1  +  X* 

damit  multiplicirt,  gibt  ^-7==  -^-a  dx  -\-^by  dy  s^z^O^   welche    Glei- 

Vl+x» 

chong  nun  in  der  That  integrirbar  ist;  denn  man  hat 

(§.  790)  f  .ll_  « /  (x + y "Tmö, 

J  k^l+x" 
Jac/xssax  und  f^by  dy  »=  by*\  also  die  gesuchte  Integralgleichung: 

OX+6/-+/ (x+yTTflo  =- r. 

§.  SW.    Ist  aber  zweitens  die  gegebene  Differentialglei- 
hung  Mäx  +  Ndy  —  O  homogen,  sind  nämlich  Jf  und 


Mf 


ten 


A^  homogene  Fimclioncu  von  x  und  y  und  gebetzt  vom  n 
Grade;  so  sei  der  gesuchte  integrirende  Factor  z  vom  m' 
Grrade.  Bemerkt  man  nun,  dass  in  der  vollständigen  Diffe- 
reatialgleichung  (1)  Mzdx -{-  Nzdy=:^du  die  Glieder  Mz 
uad  Nzj  welche  sofort  vom  m  -|-  »*"  Grade  sind,  durch  das 
Drfferentiiren  von  u  eine  Dimension  verlieren  (vergL  §•  ß??), 
80  war  u  nothwendig  vom  Grade  m  -{-  n  4~  1  >  und  es  ist 
zufolge  des  in  §*  677  ent¥äckelten  Satzes: 

Mza  -j-  Nzy  =  (m  +  n  +  1)  u. 

Die  vorige  Gleichung  (1)  durch  diese  getheilt,    erhält  man, 
wenn  gleich  durch  z  abgekürzt  wird: 

Mdx  +  Ndy  1  du 

Mx  -f-  Ny  1»  +  n  +  1   u 

Da  nun  aber  der  zweite  Theil  der  Gleichung  integrabel  ist, 
so  muss  es  auch  der  erste  sein»  woraus   sofort  folgt ,  dass 

hier  ^=^tf    i  v    ^®^  gesuchte  integrirende  Factor  i6t. 

An  merk.  1.  Hat  man  f&r  die  Differentialgleichang  Mdx  -{'  Ndy^^^o 
einen  integrirenden  Factor  z  gefanden,  so  können  daraus  noch  on- 
xftUige  andere  abgeleitet  werden.  Denn  maltiplicirt  man  die  toU- 
ständige  Gleichung  Mzdx  -^ Nzdjf  ^^  du  mit  einer  beliebigen Fnnc- 
tion  von  u,  so  ist  Mztf  (u)  dx-\-Nztf  (u)dy  '^  (f  {u)  du  immer  noch 
eine  yoUstftndige  Differentialgleichung  [weil  tf  (u)  du  ein  yoUst&ndi- 
ges  Differential  ist].  Alle  Factoren  also,  die  nur  immer  aus  z(f(u) 
abgeleitet  werden  kOnnen,  sind  fOr  die  gegeb.  Diffbrentialgleich.  in- 
tegrirende Factoren. 

A  A  m  e  r  k.  2.    Die  auf  diese  Art  verrollständigten  Differentialgleidinn- 

Ren  — -^     .  -■-  ^    gehören   zum   Grade  —  1 ,    und   können  daher 
Mx  -f-  Ny 

(§.  854,  Anmerk.)  nicht  nach  §.  854  integrirt ,    sondern  müssen  aqf 

gewöhnliche  Art  behandelt  werden. 

Beispiel.   Fflr  die  homogene,  unvollständige  Differentialgleichung 
y'^dx'\^x*dy  —  xydy^O  ist  M=^  y»,  JV  =  a:'  —  xy ;   folglich   der  in- 
tegrirende Factoc:    -tt — .    ^v    =  '-r-*  ^^^  gegeb.  Gleich,  damit  mal- 
^  Mx  +  Ny        x»y  '^ 

tipHcirt,  gibt:  y  — x+  — ^«0,  und  da  in  dieser  Gleichung 

x  y         X 

iBtf.Bo  istjMO  in  der  Xbat  r^Ustüidig  ttftd  sofort  IntegrabeL     Wird  die 


Integration  ausg«Aibrt ,  so  erh&li  man  —  -^  +  ly^  C  ffkt  die  geendite 
Integralgleichung. 


Achtes  CapiteL 

Bestimmte  Integrale  und  Anwendung  derselben  auf 
die  Rectification  und  Quadratur  ebener  Curyen,  Qua- 
dratur oder  Complanation  krummer  Oberflächen  und 
Cubatur  der  von  ihnen  begrenzten  Körper. 

Bestimmte  Integrale  oder  das  Integriren  inner- 
halb bestimmter  Grenzen. 

Erklärungen. 

§.  86T.  1)  Da  man  jedem  Integral ,  um  demselben  die 
nöthige  Allgemeinheit  zu  geben ,  eine  unbestimmte  Constante 
beifügen  muss;  so  wird  ein  solches,  mit  dieser  Constante 
versehenes  Integral  ein  vollständiges  oder  allgemeines, 
und  so  lange  die  Const.  nicht  bestimmt  ist,  auch  ein  unbe- 
stimmtes Integral,  dagegen  wenn  die  Constante  C  einen 
bestimmten  Werth  erhalten  hat,  ein  besonderes  oder  par- 
ticuläres  Integral  genannt.  Wird  aber  einem  Integral  gv 
keine  Constante  beigefügt,  so  wird  es  (den  Fall  ausgenom- 
men, in  welchem  C=0  ist)  ein  unvollständiges  oder 
incompletes  Integral  genannt. 

Ist  nämlich  f(a)  die  durch  Integration  des  Dififerential* 
ausdruckes  JCdx  entstehende  Function ,  so  ist  (1)  jJ^dx 
^^/W  +  ^  ein  vollständiges,  unbestimmtes  In- 
tegral ,  wenn  C  die  noch  unbestimmte  Constante  bezeichnet. 
(2)  fJCdx=f(a!) -{-e  ein  besonderes  Integral,  wenn« 
ein  bestimmter  Werth  der  Const.  C  ist.  (3)  jXdx=^f(a) 
ein  unvollständiges  Integral  (wenn  nicht  etwa  C7=eB30 
qjeworden). 

§.  868b    2)  Weiss  man  aus  der  Natur  des  betreffimden 
^Standes,  dass  für  a  =  a  das  Integral  fÄdx  =  A  son 


muss;  80  hat  man  aas  dem  unbestimmten  Integral  (1)  twt 
Bestimmung  der  Constante  C  die  Bedingungsgleichung 
A=/(a)'\-  Cf  daraus  C=Ä—f(a),  und  daher,  wenn 
dieser  Werth  in  (1)  subsdtuirt  wird,  das  particuläre  Integral: 
SXdx=f{x)—f(a)  +  Ä.  Wird  dann  noch  der  Werth  des 
Integrals  J  Xdx  &ir  a  =  b  durch  B  bezdchnet,  so  hat  man 
J3  =/(6) -/(a) -f  ^  oder  (4)  B  —  A=f(b) --f(a)  als 
das  vollkommen  bestimmte  Integral. 

Man  nennt  A^  wenn  ^1  =  0,  den  Anfang  des  Inte- 
grals, und  sagt,  wenn  es  sich  bis  j:  =  &  erstrecken  soll,  dss 
Integral  jXdx  fange  bei  ^  =  a  an  und  sei  für  a=ib  com- 
plett  oder  y  oll  ständig.  Die  beiden  Werthe  a:  =  a  und 
jr  =  6  heissen  Crrenzen  des  Integrals,  und  wenn  diese  ge- 
geben sind,  so  wird  im  eigentlichen  Sinne  das  Integral  ein 
bestimmtes  genannt,  oder  man  sagt,  das  Integral  sei  in- 
nerhalb der  Grenzen  von  «  =  a  bis  x=ib  genommen,  und 

wird  diess  jetzt  allgemein  durch  |  Xda,  oder  wenn  das  In- 
tegral jXda  zwischen  den  Grenzen  «  =  «ö  und  xssatu  zu 

nehmen  ist,  durch  |      Xdx  angedeutet. 

§•  800.  Wie  die  vorige  Gleich.  (4)  zeigt,  wird  dieses 
bestimmte,  innerhalb  gegebener  Grenzen  zu  entwickelnde 
Integral,  ohne  dass  man  erst  die  Constante  C  zu  bestimmen 
braucht,  auch  gefunden,  indem  man  in  dem  allgemeinen  In- 
tegral (1)  zuerst  x  =  6  (bei  welchem  Werthe  tiämlich  das 
Int^ral  enden  soll),  femer  xs=sa  (wobei  es  anfangen  soll) 
setzt,  und  das  letztere  Resultat  vom  erstem  abzieht;   denn 

man   erhält  dadurch:     (5)   j    Ad«=/(6) — /(«)*   wobei 

Xdx=:  d.f(a)  ist. 

Da  sich  nun  aber  bei  diesem  Verfahren  die  Const.  C 
aufhebt,  so  erhält  man  dasselbe  Besultat  auch  aus  dem  un- 
vollständigen Integral  (3);  es  ist  daher  bei  einem  Integral, 
welches  innerhalb  bestimmter  Grenzen  genommen  werden 
soU^  nicht  erst  noth wendig,  eine  unbest.  Constante  beizu- 
fiigen.  [Häufig  jedoch  benützt  man  sie  zur  Bestimmung  def 


5111 

Anfangs  des  Integrale,   wodurch  man  sofort  jaXdx=/(y) 
— /(a)  +  A  erhält]. 

An  merk.    Der   numerische    Werth    cinefi   bestimmten   Integrals,   wie 

I   Xdx ,   lässt  fiich  daher  immer  leicht  angeben ,   sobald  man  die 

Function /(r),  jdurch  deren  Differentiation  Xdx  entsteht,  entweder 
in  einem  geschlossenen  Ausdruck  oder  durch  eine  convergirende  Reihe 
darstellen  Usst.  Ist  diess  nicht  möglich,  so  mass  man  diesen  Werth 
durch  Nftherungsmethoden ,  wovon  \veit<ir  unten  (§.  880,  Anmerk.) 
eine  ang^efllhrt  wird,  n&heningsweisd  su  bestimmen  sndien  *). 

r* 

*)  Ein  bestimmtes  Integral  von  der  Form  1  /(a)  cf  x,  wobei  a  die  Va- 
riable^ /(s)  irgoiid  eine  Fanctioü  derselben  and  a,  6  awei  constante 
Grössen  bezeidmeU)  hat  im  Allgemeinen  einen  bestimmten  oonstanten 
Werth,  und  kann,  wenn  man  denselben  eine  geometrische  Bedeotoog 
beilegen  will,  nls  die  Fläche  einer  Ourre  angesehen  werden,  deren 
Abscisse  a  und  Ordinate  f(x)  ist,  und  n^obei  die  FIftche  durch  die 
Abscissenachse,  die  Curve  und  diejenigen  beiden  Ordinaten  begrenzt 
wird,  denen  die  Abscissen  ci^=a  und  a:^b  entsprechen.  Der  Werth 
dieses  Ausdmckes  kann,  wie  bereits  bemerkt,  immer  ent\?eder  genan 
oder  näherung^weise  angegeben  werden,  mit  Ausnahme  jener  Fälle, 
in  welchen  die.  Ordinate  oder  Function  /(a)  för  einen  oder  mehrere 
Werthe  von  a,  welche  innerhalb  der  Grenzen  a  und  6  liegen,  unend- 
lich gross  wird. 

Man  kann  jedoch  von  dieser  Anfiitfisungsweise  auf  eine  noch  sll- 
gemeinere  übergehen  und  anuehmen,  dass  die  mit  /(«)  bezeichnete 
Function  eine  veränderliche  Grösse  x  in  sich  enthalte,  in  welchem 
Falle  dann  der  obige  Ausdruck  aufhört  eine  constante  Grösse  zu  be- 
deuten ,  i&dem  er  eine  Function  der  Variablen  x  wird ,  welche  ron 
der  Form  der  Function /(a)  und  den  beiden  Grenzen  abhängt  Dens 
sobald  die  angezeigte  bestimmte  Integration  iti  Besiehong  anf  a  aas. 
gefährt  worden,  ist  diese  Grösse  a  verschwunden,  und  es  bleibt  nur 
noch  eine  Function,  welche  die  Variable  x  enthälL 

Bs  kann  ftber  ausserdem  die  Variable  x  in  den  dandi  a  und  h 
bezeichneten  Grenzen  enthalten  sein,  so,  dass  also  der  allgemeinste 
Ausdruck  eines  bestimmten  Integrales,  welches  eine  Function  von  i 
darstellt,  sofort  sein  wird: 

Wir  müssen  uus  hier  mit  dieser  Andeutung  begnügen,  und  besag- 
lieh  der  weiteren  Ausführung  dieses  interessanten  Capitels  auf  grossere 
Werke,  r.  B.  «ttf  Navier's  Iiührbach  der  Differential-  iib4  lategnW 


fttt 

§.  8Y0.   Aus  der  obigen  ÜarsteUungeweise  dee  bestimm- 
ten Integrales  von  (1)  \      Xdx=/(xJ—f{xo)  folgt  auch, 

dass  man  das  Intervall  der  gegebenen  Grehzen  der  Integra- 
tion Xo9  Xf^  durch  Einschaltung  anderer  Werthe  «i ,  a2>  •  •  • 
der  Variablen  x,  in  zwei,  drei  und  mehrere  Intervalle  zer- 
legen und  sonach  setzen  kann: 

f   Xdx=\     Xda  +  \     Xdx 

=  j     -Xdx -|- j     Adi-|-j     Jrdj  =  etc., 

'o  'l  ^% 

weil  offenbar   . 

=/(:'i)-/(^o)+/(aJ-/(^,) 

=/(^l)— /(^'o)+y(^2)— /(^l)+/(0— /(*2)    U.    S.    W. 

ist. 

Dabei  können  die  Wert  he  0^19X2,...  übrigens  auch 
ausserhalb  des  Intervalles  von  Xo»  ^w  liegen« 

An  merk.    Wegen  |      Xdx  ^f{x^)  —/(x^^)  folgt  durch  VergVeichung 
mit  der  obigen  Formel  (\): 


I      Xrfx  =  — I      Xdx, 


d.  h.  man  kann  die  beiden  Orenzen  eines  beatinmiten  Integrals  mit 
einander  verwechseln ,  wenn  man  das  Vorzeichen  desselben  ändert ; 
eine  Bemerkung ,  von  welcher  in  der  Anwendung  ein  h&ufiger  Ge- 
brauch gemacht  wird. 

§.  871.     Setzt  man  nach  dem  vorhergehenden  §. 

r'tü  /*'i  /»Xm 

f(x)dx=J    /{x)dx-{-\    f(x), 

Jx^  •'x^  Jx, 

SO  wird  9  im  Falle  x^  das  arithmetische  Mittel  zwischen  Xq 
und  x^^y  und  dabei  die  Function /(^)  so  beschaffen  ist,  dass 

recfanung  mit  Zus&tzen  von  Lionville  (fkbersetzt  aus  dem  Französi- 
schen von  Dr«  Theod.  Wittstein),  Jolly's  Anleit.  sur  Differential- 
nnd  Integralrechnung  u.  0»  W.,  verweisen. 


an 

sie  zu  beiden  Seiten  dieses  Mittels»  z.  B.  für  j;  =  0:1 — a 
und  x  =  ai  -{-Uf  paarweise  gleiche  Werthe  mit  denselben 
Vorzeichen  besitzt,  sofort: 

I     f{x)dx  =  \     f{a)dXf   d  her  auch 
H     f''f{ä!)da=2rf(ä;)dx  =  2r''fix)dx; 

Jx^  Jx^  Jx, 

dagegen ,  wenn  die  Function  /{a)  f&r  diese  Werthe  a  1  —  a 
und  Xg  -{-a  zwar  gleiche  absolute  Werthe ,  jedoch  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen  erhält,  sofort 

n)    r  '^f(x)da=rf(x)da—(  'f{x)dx=:0  wird. 

A  n  m  e  r  k.  Die  Formel  (m)  begründet  in  gewissen  Fillen  eine  Verein- 
fachnng  des  Verüihrens ,  wovon  in  der  Anwendung  ein  h&nfiger  Ge- 
branch gemacht  wird. 

80  ist  z,  B. 
cosxdf^ii     c(WJpdx=i2l«ii-  — «nOi  — 2;   dagegen 


( 


^0 


I     iinxdx  -}-  I 
Ja  J  i\ 


sinx  dx  *»  I     tinx  dx  -{-X    sin  x  dx 


0  "5 


I— CM-  +CMOI+  I CO$1t+C08'\  —  1, 


/•"f  /•'^  <*^ 

I    cofxefjc«»!   cofxifx-f'l    cosxd 
Jq  Jq  *^^ 


X 


isin  -  —  «noi  +  i#i»it  —  m  - 1  —  0. 


§.  8T2.    Beispiele    über    die    bestimmten   In- 
tegrale. 

1)    Um  die  bestimmten  Integrale  |    sinx*  dx  und  j      cosx*dx  n 

finden,  hat  man  zuerst  fsin x*  dx  «»i  (x  —  sinx  cosx) 

und  fcasx^dx'^i{x  +  sinx  cosx) ;  mithin  ist 


j    «Mx'dx  •■   j    e©f  x*dx  =  j 


M 


-^»Zr^  <a  finden ,   hat  man  f aerf t  fhr  dm 

allgemeine  Integral  [§.  772.  Foiln  (14)]  {       '    ,  =  ^arciang', 

Ja^  +  x^        a  ^a 


n 


Folglich  wegen  are  taug  c«  —  -  und  arc  fang  0  s=  0  lofoit 


/: 


2 


o«+x«         2a' 


3)   Eben  lo  ist  1  «.  -,     1      «««  cfx  —  <x>, 


/. 


e— •«  rfr  =5  —  m.  •.  w. 

fi 


C   x^dx 

4)  Um  das  Integral  I     ■  innerhalb  der  Grenzen  Ton   x  -■  0 

J  K  6x  —  X* 

,  zn  finden,  hat  man 

•K6x-x« 

zuerst  nach  Formel  (a) ,  §.  822 ,  wenn  man  2a  -■  6  setit : 

/•    x«rfx            ^x»-iy6x  —  x»    ,    (2n  — 1)6  f  x*-ldx         ,,    . 
,y  — f-  i — -         L^  ■  und  da  der 

integrirte  Theil  sowohl   für  x  =  0    als   anch   ftr  x  —  (  yenchwindetp  so 
wird 

.         f»     x«rfx  (<>t— 1)  t  P   x»-lrfx 

Setzt  man   m   dieser  Formel   der   Reihe   nach  n  »-  1 ,  2 ,  8  ,  •  .  , 
und    bemerkt,    dass    wegen     (§.    772)    |  >-  arc  «int»  l-^i 

,                —  orc $tnv  2  —  arcttno  0  —  ir  —  0"-ir  Ist;   so 
•  K6x— X»  

hat   man,  wenn  noch  Karze  halber    1^6x~  x'=rjr  gesetzt  wird:       ' 


6 


I       • 


Jf^t^dx        2m^l      r^xw^Wx        1  .  »  .  5  . .  (2«t— i)  ^ 
^     -y     "      2m       J^       X       "2.4. 6. ...«m      '^''- 

5)  Um  die  Bifferentialgleichnng  dt  ^  ■    ,  —    ron 

2Vg(6— x;(2rx— X«) 

jr  =:  0  bis  X  35  6  zQ  integriren   (ein  in  der  Lehre  Tom  Pendel  yorkom- 

mender  Fall) ,  hat  man : 


m 


r 


r      p       dx 

^V9  J  .Vh7::::7^ 


^V9  J  .Vh7:=:7^ '  YTT^T 

Nnn  iit  aber 

demnach,  wenn  dittor  Wertk  tubstituirt  und  am  abinklknen,  V§x-r-x*  » JT 
gesetzt  wird : 


/  = 


'        2 


■        +2.4.6'  J?]  ^  IT  ^      •  )^ 

nnd  wenn  man  die  im  vorigen   §.  ttr  diese  bestimmten  Integrale  gefon- 
denen  Werthe  snbatitairt,  endlicli: 

^j  

6)  Um  daa  bestimmte  Integral  y^  {    sin^  d^  Vi — a^sin^p'    za 

■ 

finden  ,    set«e   man   V 1  —  a*  sin  a*  =  x  ,     so    wird   stn  o  »•  —  V I — r', 

a 

cf  (p  =    _  — --  und  daher  ,    wenn  man    diese  Werthe  in 

y  snbstitnirt  uud  bemerkt ,    dass  fllr  die  beiden  Grenzen  ,    zwischen  wel- 
chen das  Integral  zu  nehmen  ist,  d.  i.  for  ^  ««  0  und  ^  =  -  die  Variable 

X  beziehungsweise  =  l  und  =:  Vi — a'  wird  ,  sofort : 

y  =  I      —  —  oder  auch  (Anmerkung  in  §.  870^ 

^^  aVa«^l  +  x« 

^""«J      Kg'- 1  +  x'. 

Nach  der  Formel  {E)  in  §.  811  ist  aber,  wenn  man  Kflne  halber 
o*  —  1  +  ar'  =  -X^  setzt  (wegen  ««-2,  i»=2,  p  =  —  J,  a  =  a'  —  I 
und  6=1) 

Cx^dx     '   xyX  o}^\  r  dx 

JYx  ^2-^2  jVx 

Jdx 
_-  —  ^x  +  yX)  ,  sofort : 


1   CxJJx   _ 

aj  yx  -^ 


xyX  a'  — 1  ,,      .   ,/-v\ 


BertcMcbtigct  man  nun ,  dass  in  y  ftr  dia  obare  Grenze  von  *  =  ldia 
Wuradgrösae  yX=a,  nnd  ftr  die  untere  Gfense  von  x  — Vi— o" 
gleich  Noll  inrd ;  so  hat  man  endlkb 


a 

y  = 


---^'o+-)-[-i?'<^^^] 


2a 
oder  nach  einer  einfechcn  Rcdiiction: 

Noch  einfacher  gelangt  man  au  diesem  Resultate,  wenn  man  in  dem 

I ^« 

g€gabanen  Ausdrucke  von  y,  co8(f='X  und      ^,  "  —  «'  «etzt,  denn  da- 

fix 

durch    crhJÜt   man   «m  9  =  1^1  —  x*  ,    cf  y  =  ■    ==  und   mit    Rftck- 

K  1  —  Jt 

sieht  auf  die  nöthige  Aenderung  iq  deu  Grenzen: 

y^^kl  dxVcL^  +  x^  =  a\   dxVa}+x\ 

£«  ist  aber  (§.  816,  1.) 

px  V»'+x»=  1 X  Va»+x»+  Y"  /  (^  +  V*'  +  x») 

und  daraus  ganz  einfach,  nach  einigen  Reductionen,  und  wenn  man  den 
Wcrth  von  a*  wieder  herstellt : 

wie  zuvor. 

Anmerk.  1,     Ans  diesem  letztem  Beispiele  ist  ersichtlich,  dass  wenn 

man  in   einem  bestimmten  Integrale    I      /(x)  t/x  ftr  die  Variable 

X  eine  neue  Veränderliche,  z.  £(.  u,  lyelehe  mit  der  ursprtUiglicben 
X  durch  die  Gleichnng  x  =  9  (ti)  susammenhftAgen  mag,  einftüiren 
will,  man  zugleich  auch  die  Integrationsgrenzen  in  der  Art  andern 
müsse,  dass  dabei  die  ursprftnglicha  Bedeutung  beibehalten  wird. 
Man  muss  nftmlich  bei  dieser  Annahme  von    x  =  9  (u)   für  dx  so- 

lori      y^'  du  [§.  631,  Relat.  (4)]  und  statt  den  Grenzen,  x»,  x^ 
du 

diejenigen  Werthe  von  u  setaen,  welche  sich  beziehungsweise  aus 
den  Gleichungen  x«  «  9  («)  und  Xj^  =■  9  («)  Älr  u  ergeben. 

Anmerk.  2.  Die  Eigenschaft  der  bestimmten  Integrale  Iftsst  sich 
auch  zur  Ableitung  der  Taylor*  sehen  Reihe ,  und  zwar  auf  fol- 
gende Weise  benützen. 

Nach  der  Relation  (5)  in  §.  869  ist,  wenn  man  sich  Kfkrze  hal 
ber  der  l<ag  rang  ersehen  B^zeichnnog  ($.  6d7)  bedient,  sofort 


f. 


Setst  man  nnn  im  ersten  Theil  dieaer  Gleichong  x-f-il  — i 
Btfttt  X,  wobei  tf  eine  neue  Teränderliche  GrOsse  bezeichnet,  w  er 
hUt  man  nach  der  ▼origen  Bemerkung  flb*  die  neuen  Integratioiis 
grenien  (ant  den  Belat  x«»x  +  ^*^«  vnd  x  +  k  =  x-\'k^t 
besiehnngiweise   «  =  A   und  ti  ■-»  0 ,   so  wie  statt  dx  sofort 

d.(*  +  A-fi) 


du 
folglich  ist 


</ti  ■=  — Jw, 


T'^'Vw''*--- f /(»+*-•  ti)rfii-f*rf«/(x+i--i), 


daher  anch 

/(*  +  Ä)-/W  ^Cdu/(x  +  A-n) . . .  («) 

Wendet  man  anf  das  unbestimmte  Integral  f  du/ix-^-k-r 
die  Methode  des  theilweisen  Integrirens  ($.  807)  an ,  so  eriiüt  my 
gana  einükch 

«»— *  du       j|« 
2.8..(n  — l)-^'  +  *  -  •> 


/i 


Nimmt  man  nnn  dieses  Integrale  zwischen  den  Grenien  0  ud  i  * 
erh&lt  man,  (da  die  slmmtlichen  Glieder  der  Reihe  Ar  Batist 
Greme  «  =  0  Terschwinden) : 

*cf  «/(x  +  *-«)-  A/cx) + ^rxx)  +  rrr"  w + . .  • 


/. 


2.8 

■*■  « .  8  . .  (Ji  —  !)•' (*)      "^J^  2 .  8  . .  (n  —  !)''('+*-'* 

Durch  Substitution  dieses  Werthes  in  der  obigen  Glddnif  (« ^^j 
hllt  man  endlich  ftr  die  Taylo  rasche  Beihe  den  Ansdrod: 

/(x  +  h)  =/(,)  +  V(x) +5^/' W  + . .  a.8.*^Li)/^  ^ 

^2.8..(a— i/('tH 

in  welchem  das  letsta  Glied  den  B  e  « t  der  B«ihe  hwidm. 


£ 
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chen  man  yernachltosiget ,    wenn  mau   bei   ein<»in  bestimmten  Glied 
der  Reihe  stehen  bleibt.     (Vergl.  §.  660,  Anmcrk.) 

Auf  gleiche  Weise  erh&lt  man  aus  dieser  letztem  Reihe  für  die 
Maclanrin'  sehe  Reihe,  wenn  man  x  a-  0  und  x  an  die  Stelle 
Ton  h  setzt,  den  Ausdruck : 

/w  -/(x.) + x/(,.) +|:yv.) + .  •+,.3.'.V-i/i>:r+ 


/; 


2.8..V«—  1)    (^  — tt). 
[Allgemeine  Methode  der  näherungsweisen  Integration;  III.,  396  E] 

Rectification   der  Curven. 

§.  873,  Erklärung.  Eine  Curve  rectificiren  heisst 
eine  gerade  Linie  finden,  welche  mit  einem  bestimmten  Bo- 
gen der  Curve  einerlei  Länge  besitzt ,  oder  noch  gewöhn* 
lieher:    den  Bogen  durch  die  Abscisse  ausdrücken. 

§.  874.  In  §.  710  haben  wir  für  das  Element  oder  Dif- 
ferential des  Bogens  einer  ebenen  Curve,  diese  auf  recht w. 
Coordinaten  bezogen^  den  Ausdruck  gefunden: 


d8  =  Ydx^  +  dt/*  =  dl  y/\  -f- 


c/y» 


Entwickelt   man   daher  aus   der   Gleichung  der  Curve  den 

dy 

Quotienten  --=^=f(a)  und  substituirt   denselben  in  ds,   so 


^erhält  man  ds  =  dx\^  1  +/(*)*  =  -^  dx^  also  für  die  Länge 
les  Bogens,    welcher  zwischen   den  Puncten   enthalten    ist, 
'  lessen  Abscissen  a'  und  x^'  sind,    sofort  das  bestimmte  In- 
..  egral : 


JCdaj 

X 

"y  7obei  das  Integral  je  nach  Beschaffenheit  von  A  entweder 
^  "enau  oder  nur  näherungsweise  bestimmt  werden  kann;  im 
•^Tstem  Falle  heisst  die  Curve  rectificabel. 

vs  Anmerk.  Da  fllr  eine  Cnnre  von  doppelter  Krflmmnng  das  Gurren- 
element  nichts  anders,  als  der  Abstand  der  beiden  Functe  jt,  y,  s 
und   ' •  + rfx,  y  +  c/y,  z -^  dz  ist;  so  hat  man  daftlr    (§.  555): 

).}■     Bvry*!  Compendlam  d.  hSh.  Math.  37 
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§.  8T5.     Beispiele  hierüber. 

1)  El  sei  die  zu  rectificirende  Cnnre  die  Evolvente  des  Krei- 
ses, so  ist  daftr  (§.  746)  ds  »^  R^d{p,  also 

S)    Ans  der  Oleichnng  der  Neil  'sehen  oder  cnbischen  Parabel 

dv  4 

(|.  730)  y^mmpx*  folgt  -j^  — fV>V;  es  ist  daher  allgemdn 

8     .,  .  a....f 


,-/rfxV^l  +  J/x  -^(l+f;»x)^+C(S.  776,  6.). 

Und  da  der  Scheitel  der  Conre  im  Ursprung  der  Ck>ordinaten  liegt,  also 

Ar  or  a«  0  anch  #  =  0  ist ;    so  hat  man  inr   Bestimmnng  der  Const  C 

8  8 

die  Bedingungsgleichnng  0  —         ,  -{-  C,   und  daraas  C«» —t,  m, 

27p  S7p 

daks  also  die  vom  Scheitel  bis  zn  einem  beliebigen  Pnncte  der  Corre, 

welchem  die  Abecisse  x  entspricht,  gezählte  L&nge  des  Bogens 

Offenbar  ist  dieser  Ansdrack  nichts  anderes,   als  das  bestimmte  Integral 

►*  

cfx  Vi  +  fp'x  . 
0 


r 

•/n 


3)    Fttr    die   gemeine   oder  Apolonische   Parabel   ist  aus 
y*  =•  p  T  sofort   -T^  —  iy^  i  demnach  s  =  fdx  Vi  -f-  t/>  *""*  »     oder, 

CdxVT+7 
wenn  man  J  p  —  a  setzt :  s  —  J tt^ • 

Es  ist  aber,  wenn  man  Kflne  halber  Vax  +  «'  ■-  -ST  setit : 
Va  +  *        a-^  X         g  ar 

Vx    "*    X    "*  x  "^  jk:* 

folglich  anch: 

Cxdx  C  dx 

Da  nun,  wenn  man  in  der  Bednctionsformel  (i))  (§.  8S5)  n«»  l,  s  =  a 

Jx  d!x         «.       a  Cdx 
— = —  —  Ä —  —  I  -T=-    und   (  !•    792 ) : 

/»  y*   ■ 

-=■  — /(a+2x+  2-3r)  ist,  so  hat  man  #  — Jr+  ~5~|~5F"»  ""^  ^'*'*" 

der  Bogen  wieder  vom  Scheitel  aus  gezählt  wird,  sofort: 

y,      a    C'  dx        w T—r,    «,r«  +  2'+  2Kax-fx»l 

.  =  -^+T-J      — -Vax  +  x«  +  -/[^ J. 


so- 


64» 

Anmerk.  Gibt  maa  der  Oleiehang  der  Parabel  die  Form  x-ap'y*,  so 

wird  -7—  -■  Sp'y ,  and  man  erhält  aus  da  *-»  dy  1/     1  -|-    .  , 
fort  einfacher: 

+  iy  l^l  +  4/F'*y*  (§.  816,  Beispiel  1.). 

4)  Fflr  die  Bectification  der  Ellipse  hat  man,  die  Abscissen  vom 
BIkteipimcte  gezahlt  (§.  710,  Beispiel): 


cf«  — 


«Vfl»- 


oder  wenn  man  —  ^  0  nnd  —  »  s  settt ,    wodurch   dx-^»  a  dz   wird, 

a  a 


und  i^aidi  integrirt: 


fc/«  V"  1  —  «»  «• 
=  0  I .  — • 

J      Kl-*« 


ein  Intc^ni ,  welches  sich  in  keinsr  endlichen  Form  darstellen  Uset,  in- 
dem es  zur Classe  der  elliptischen  Functionen  gehört  (welche 
diesem  spedellen  Falle  ihren  Namen  verdanken),  jedoch  bereits  in  §.  845 
dnrdi  eine  convergirende  Beihe  ausgedrückt*)  worden.     Es  ist  nämlich, 

c  X 

wenn  man  gleich  wieder  Ar  t  und  %  die  Werthe  —  nnd  ~heititeUt,jand 


um  abzukflrzen,   1/  1 j-  —  X  setzt : 

'    2a  |,Sa  I 

WOZU  keine  Constante  kommt,  wenn  man  den  Bogen  oder  das  Integral 
«  von  r  «a  0  anfangen  lässt ,  weil  dafür  A  «*  arc  tin  I  -  I  eben&lls  (eben 
so  wie  X)  verschwindet ,   und   die  Gleichung  0  «-  0  -)-  C  entsteht.    Soll 

*)  Unter  den  elliptischen  Functionen  oder  Transcenden- 
t  e  n  versteht  man  im  Allgemeinen  alle  Functionen ,  welche  in  dem 
Integrale  begriffen  «ind : 

Xdr 


/, 


wobei  X  eine  rationale  Function  von  x  und  a,  ß  .  .  reelle  Grfesen 
bezeichnen.  Ausser  Euler ,  welcher  diese  Functionen  zuerst  unter- 
suchte, hat  sich  besonders  Legendre  in  seinem  „Exereiees  de  Calcul 
Intigral*'*^  und  später  Jacobi  mit  diesem  interessanten  Gegenstande 
beschäftigt. 

37* 
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sich  ferner  das  Inte^cral  bis  r  *—  a  erstrecken,  to  wird,  wenn  U  den  Cifv- 
fang  der  ganzen  Ellipse  bezeichnet,  daftr  « •—  ^  (7,  und  nach  der  Torigeo 

Reihe,  wegen  A  >-•  arc  sin  1  ■■  -—  und  JT  «•  0 ,  wenn  man  glddi  durch- 
aus mit  4  moltiplicirt : 

1/1.8.5  c'V  1 

~5l274T6  aV  ••   •J' 

•^0 


eine  Beihe  (nichts  anderes,  als  das  bestimmte  Integral 


c        Va'  — 6» 


§.  868),   welche   um  so  besser  convergirt,   je   kleiner  die  Excentricität 

ist.    [HL,  483.] 
a  a 

Zusatz.  Fflr  6  «»  a  oder  c  =0  verwandelt  sich  die  Ellipse  iB 
einen  Kreis  vom  Halbmesser  a,  und  man  erhftit  dafftr  ans  der  rorigea 
Reihe,  wie  es  sein  soll:   £7«-*2aff. 

5;  FOr  die  Hyperbel  hat  man  (§.  473)y  «=-  V  x* — a*  ,      ond 

dy  b  X 

daraus  -~-  «^  — ,  ,  folglich  fllr  a»  +  6*  —  c' : 


-J^ 


rfjrl/c^x'  — a 


4 


aVx^'-a* 


Nimmt  man  a  zur  Einheit  und  entwickelt  V  c*  jr'  —  1  in  eine  Reihe,  so 
erhftit  man 

J'  xdx      \  c    d'        !•  1    r    ^^ 

und  wenn  man  f&r  diese  Integrale,  indem  das  erste  ohnehin  bekannt  und 

gleich  V x^ — 1  ist,  vom  zweiten  angefangen,  die  in  §.  881  gefnndeneo 
'Werthe  setzt  und  die  Constante  so  bestimmt,  dass  ItLr  za^aani,  «»0 

(also  da  das  dortige  A'  «»  aresin  -  -a  —)  wird,  endlich : 

[1.1      1 11.8    /  1    .   1.8  \       liz-Tirr 
^       2.4c'  2r«        2.4.6c*l4x*"^   2.4r'|""'J'^' 

(«  .    1  \r    1      ,     1.1  1,1.1.3  1.3     ,        1 

A  n  m  e  r  k.     Um    in  diesen  Ausdruck   die  Grösse  a  wieder  hinein  so 
bringen  oder  sichtbar  zu  machen,  darf  man  nur  (§.371)  ,  

X 

und Btiitt  «,  c  und  x  setzen. 

a 


S81 


6)   Fftr  fie  gemeine  C  y  c  1  o  i  d  e  ist  (J.  740)  dx  —        "  =, 

folglich  Krfx'i-cf/-K27.  y4kj'  "*^  ^" 

jK2a— y 
d.  L  #«.C— 2y2a(SUi— jr). 

Z&hlt  man  den  Bogen  «  Tom  Ursprung  ul  (Fig.  67),   bo  wird  fftr  ri«.  r. 
X  —  ^  »  0  ancli  «  -*  0,  und  daher  ist 

,  -  /i^  1      ^   "^y        -  4a  —  2 K2a(2a--y) 
J,K2o-y 

die  lAnge  eines  Bogens  Tom  Ursprung  A  bis  zn  einem  Pnncte  If,  wel- 
chem die  Ordinate  y  entspricht  Für  y»-2a  wird  #  =  Bog. -4/)  — 4a; 
demnach  ist  der  ganze  cycloidische  Bogen  ÄDB^sz^a* 

7)  Um  auch  ein  Beispiel  Ar  die  Bectification  der  Folarcarren  zn 
geben,  sei  «——  die  Polargleich,  einer  Gurre  *)»  '^  "**  J"^  5^»  ^"^^ 
nach  der  hieher  gehörigen  Formel  [5),  §.  735] 

rf,«|lyr+7,  also  B^^Cd^VTT?. 

Wird  die  Integration  ausgefthrt  [am  einfachsten,  indem  man  im  Integral 
§.  816,  Beispiel  1,  a  —  1,  6  —  1  und  x  — tp  setzt),  so  erhAlt  man: 

47t 

An  merk.  Als  Beispiel  ftr  eine  Cunre  von  doppelter  Krflmmung  kann 
man  die  Schraubenlinie  wählen,  deren  Gleichungen  (§.  626,  An- 
merk.)  sind:  x^rsin^^  yz=rcos^  und  z  — roy.  Hieraus  folgt 
dx^rco9(fd^,  dy^-^rsinffd^  und  dz  =  rad^\  es  ist  also  das 
Currenelement  ({.  874 ,  Anmerk.) : 


♦)  Es  ist  diess  die  Archimedische  Spirallinie,  und  entsteht  durch 
die  combinirte  Bewegung  des  Halbmessers  eines  Kreises  um  seinen 
Mittelpunct  und  eines  Punctes,  welcher  auf  dem  Halbmesser  Tom  Mit- 
telpnnct  gegen  den  Umfang  des  Kreises  so  fortschreitet,  dass  er  die- 
sen Halbmesser  in  der  n&mlichen  Zeit  gleichförmig  durchlauft,  in  wel- 
cher der  Halbmesser  eine  Umdrehung ,  ebenfalls  gleichförmig,  ToUen- 
det  hat  Setzt  man  daher,  dass  dieser  Pnnct  auf  dem  Halbmesser 
—  1  das  Stack  tt  zurftcklegt,  während  der  letztere  den  Winkel  (p  be- 
schrieben hat ;  so  ist  dieser  Erklärung  zufolge  n :  1  =  ip  :  2«,  woraus 

sofort  die  obige  Gleichung  der  Cunre  «  "-  ^  "'^K*- 


d»  —  Vdx*  -h  dy*  +  dz*  ^rdtpVl  +  d», 
und  dmher 

ein  leicht  eintaflefaeiides  Besultat.    (Bin  weiteres  BeiBpiel  HL,  498.) 


Quadratur  der  Curven. 

§•  8T6.  Erklär.  Eine  ebene,  auf  Parallelooordinaten 
bezogene  Curve  quadriren  heisat  im  ADgemeinen ,  die  Fläche 
bestimmen,  welche  zwischen  einem  beliebigen  Bogen  der 
Cunre,  den  Ordinaten. seiner  Endpuncte  und  der  zugehöri- 
gen Abscisse  li^.  Am  gewöhnlichsten  jedoch  wird  die 
Fläche  vom  Scheitel  der  Curve  (wenn  ein  solcher  voiiianden 
ist)  an  gerechnet« 

$•  8Ty»  Da  wir  in  §.711  bei  Voraussetzung  rechtwin- 
keliger Coordinaten  ftir  das  Element  oder  Differential  der 
Fläche  dz  =  j/da  gefunden  haben;  so  redncirt  sich,  wenn 
y  =  (f(x)  =  Ä  die  Gleich,  der  Curve  ist ,  das  Problem  der 
Quadratur   auf  die  Berechnung   des   bestimmten   Integrals 


r- 


Xdx^   wenn  x\  si'  die  Abscissen  derjenigen  Ordinaten 
sind,  welche  die  zu  bestimmende  Fläche  begrenzen. 

§.  818.    Beispiele  hierüber. 

1)   Fftr   die  Familie   der  Parabeln,   welche  in  der  Gleichung 

1     m 
y«  ««^x"*  begriffen  ist,  folgt,  wegen  jf  <»  p»  x"  »-  X,  sofort,  wenn  die 
Fläche  vom  Bcheitel  der  Cunre  gerechnet  wird: 


Jo 


ar«  cfaf  —  — ; —  p"  x 
m-f-n 


2)   Fttr  die  gemeine  Parabel  erhält  man ,  wegen  m -■  1  und 
n  *«•  2 ,   ans  dem  vorigen  Integralansdraoke   flb-  die  Tom  Scheitel  A  bis 
Fiff.  M.     %n  einer  beliebigen  Ordinate  PM^y  (Fig.  54)  gesählten  Fläche: 

*  =  }p*x   — }xVplr  — }rjr. 

SoU  aber  die  awischen  den  beiden  Ordinaten  PM  and  PAf^  deren 

abscissen  AP^a  und  AP ^h  sind,    liegende  Fläche   PPM'M  m^ 

edrückt  werden;  so  bestimme  man  entweder  in  dem  allgemeinen  Inte- 


gral   m:=^p^'z^  +  C  snerat  die  Constante  C  so,  dAia  Ar  z->a,  z=0 

wird  (d.  L,  §.  868,  ftkr  den  Anfang  des  Integrals),  wodurch  C  —  —  ip    a    , 

demnach  z^=^p  (x  — a  )  wird,  und  nimmt  dann  dae  Integral  his 
X  B-  6  (bei  welchem  Werth  das  Integral  enden  soll) ;   so  erh&lt  man  Ar 

die  gesuchte  Fl&che:  «  — §p  (6  —  a^).  Oder  man  nimmt  sogleich  das 
bes  timm te  Integral  f  p^  sfi  dx  »  }p^  (6^  —  a*)  (weiches  n&mlich  in 
dem  Unterschiede  der  beiden  Fl&chen  AFM^  und  APM  besteht). 

3)  FOr  den  Kreis,    dessen  Gleichung  (§.  406)  y  — Vo"  — «■  ist, 
hat  man  »— /rfxVa' — x»  oder  (§.  816,  Beisp.  2) 

wobei  die  Gonstante  C  wegfUlt,  wenn  die  FlAche  von  der  durch  den 
lüttelpunct  gehenden  Ordinate  (Ar  welche  sofort  x=0  ist)  gerechnet 
wird.  Nimmt  man  dann  das  Integral  bis  x-«a  (d.  h.  also,  nimmt  man 
das  bestimmte  Integral  Ton  z»-0  bis  x<»a),  so  erh&lt  man  Ar  die 
FlAcbe  des  Vierteikreises: 

«  »■  ^a'  arc  tin  1  =  \a^  ~, 

und  sonach  Ar  die  ganze  Kreisfl&che:  F=a*n, 

Man  kann  auch  von  der  Gleichung  y  -»  V2ox— «x*  (f.  413)  ausge- 
hen und  das  Integral  z=jdxy2ax  —  x',    welches   das   Elreissegment 
A'pm'  (Fig.  92),  woftir  Ap  =x  ist,  darstellt,  aus  (.  623  nehmen;  oder  Fig.  fli 
wenn  man  Ar  ir  eine  unendliche  Beihe  haben  will,  dieses  Integral  nach 
§.  842  entwickeln« 

4)  Fttr  die  Ellipse  hat  man,  die  Absdssen  vom  Scheitel  gesihlt: 

X  =    fdx V2ox  —  X*  —  Segm. Ä'p m  (Fig.  92).    Da  aber  (voriger  J.)  fh.  si 

das  Integral  jdxV2ax  —  x'  das  Kreissegment  A'ptn  darstellt,  und 
dieses  mit  dem  erstem  Ar  x^O  gleichzeitig  verschwindet,  also  das  eben 
genannte  Integral  in  beiden  FlAchen  einerlei  Anfang  hat;   so  ist, 

/rfxV"2ax  — x' —  Jf  gesetst,    sofort  A'pmiA'pm^-X'.X'^bia 

Dieses  constante  Verh&ltniss  gilt  aber  Ar  jeden  Werth  von  x  bis  zu 
x«»2a,  wofür  A'pm  in  die  Halbellipse  =i/,  und  A'pm  in  den  Halb- 
-*  ^F  flbergeht,  so,  dass  man  hat  i/z  iF^=:  b  :  a,  woraus  endlich 


6  b 

Abr  die  Fl&che  der  ganzen  Ellipse  /«a-/*»  -a'imaön  folgt. 

5)   Zur  Bestimmung  des  elliptischen  Bectors  ACM  (Fig.  92)  hat  vir 
man  Ar  das  Element  der  FlAche  [§.712,  (p)],  wenn  die  Abscissen  von^ 

Mittelpuncte  gesuhlt  werden:  rfs  —  —  -  -,  also  (§^791) 

*  K  o*  — X* 


S»i 


^C-'^arcnnf^: 


dabei  wird,  wenn  man  das  Integral  oder  die  FIftche  bei  x—a  anfangen 
l&8st ,  wegen  0  =  C eure  sin  1 ,  die  Constante  C  —  -r-  - ,  ako  Seetor 

^CJf=r'rf»  — —  (i-"'»^'*^^)»    ^^   x^CPiau    Für  X  — 0 

geht  Sect.  ACM  in  ACE  r^  \f  über,  nnd  man  hat  \f^  I    d«  """^ 

oderyBa6ir,  wie  im  yorigen  {. 

Anmerk.    Für  6  •— a  erh&It  man  ans  dem  vorigen  Ausdrucke: 

Kreissect  A  CM  «-—-■-  —  arc  sin  - 1 

=  |.«(^-«rc«V»^)  =  |Bog.4Ar. 
wie  es  sein  soll. 

6}   Für  die  Hyperbel  hat  man,  die  Abscissen  rem  Scheitel  ge- 

s&hlt  (§.474):  z=^-  fdx  V  2  a  x  -f-  *' »    and    wenn   man    dieses  Integral 

o 

nach  §.  824  (Beisp.)  entwickelt  und  Kurse  halber  K2ax-f-''**^ 
setzt: 

dabei  erh&lt ,  da  fär  x «  0  auch  2  -»  0  ist ,  die  Constante  C  den  Wertb 
•<— ^a6 /(--«a}.  Auch  kann  das  genannte  Integral  nach  §.  842  in  eine 
unendliche  Reihe  aufgelöst  werden. 

Geht  man  Ton  der  Gleich.  (§.  472)   y  «=?  -  Vx^  —  a'  ans ,  so  mus 

a 

das  Integral  nach  §.  816  (Beisp.  1.)  und  die  Constante  so  bestimmt  wer- 
den, dass  für  x«*»,  «•— 0  wird.     [III,,  445  u.  446.] 

7)  Um  auch  ein  Beispiel  für  die  Fl&chcnberechnung  einer  auf  Fo- 
larcoordinaten  bezogenen  Curve  zu  geben ,  so  mnss  man  bemer- 
ken, dass  es  sich  dabei  um  die  Berechnung  jenes  Flächenranmes  ABM 
F%.  w.  (Fig.  93)  handelt,  welcher  von  der  Curve  BM,  einen  festen ,  etwa  mit 
der  Achse  zusammenfallenden  Radiusvector  AB  und  dem  vaiiablea  oder 
beweglichen  Leitstrahl  AM  eingeschlossen  wird. 

Bezeichnet  man  diese,  dem  Drehungswinkel  BAM^^^  entspre- 
chende Fläche  durch  co,  so  hat  man,  wenn  9  um  dff  zunimmt,  wof&r 
auch  der  Leitstrahl  AM'^u  um  du  wächst,  für  das  Dreieck  ^ifsi 
sofort 

dta  ^^  ^u  {u  '\*  du)  ain  dff  ^^\u(u'\'du)  dff^  \h'*  dtf  -^^  \u  du  dff 
d.  i.  dta  sa  ^ti*  dff. 

Wäre  z.  B.  die  betreffende  Curve    die   logarithmische   Spi- 


r « 1  c  deren  PolAiig^leichiing  tf  =  logun  oder  «  «■  «'  i§t  •)  (wolÖr  man 
aach  «»«<•.?  schreiben  kann),  wobei  a*die  Bads  da  betreffenden  Lo- 
garithmensysteme« bescidinet ;  so  wfirde  man  ftr  die  sarischen  der  Cnrre 
und  swder  Leitstrahlen  a«  und  «,  die  mit  der  Achse  die  Winkel  tf^ 
aod  7,  also  unter  sich  den  Winkel  9  —  ?«  dnschliessen,  liegende  Fl&che 
den  Ausdruck 


dtpa*9  = oder  auch    »«— 


Ala  4/a 


5.  819.  Die  Gleichung  der  Hyperbel,  auf  ihre  Asym- 
ptoten bezogen,  ist  (§.  543)  «y  =  i(^*"f"^*)>  ^"^  ^*  ^^* 
rechtwinkeligen  Coordinaten  der  ÄBymptotenwinkel  ein  Rech- 
ter, also  (§.472,  9.)  die  Hyperbel  gleichseitig  oder  b  =  a 

ist,  in  diesem  Falle:  ay==ia^  oder  y=— .  Mit  diesem 
Werth  erhält  man  für  die  von  der  Curve  und  einer  Asym- 
ptote begrenzte  Fläche :   jj  =  y  I—  =  y  Zir  -}-  C. 

Rechnet   man   die  von   der  Asymptote  CJC'  (Fig.  78)  n^»- 
begrenzte  Fläche  von  der  durch  den  Scheitel  gezogenen  Or- 
dinate AE\  für  welche,  wegen  W.ACA'=Ab\  x=CE' 

=  AE  =  ]/ -   (und  xj/  ■:==  x^  =  ^)    wird ;    so    hat   man : 

z  =  -5-  (Z«  —  l  CE%  oder  wenn  man  CE'  =  -—  =:  1   setzt, 

auch  z=zlx.  —  Es  stellen  also  die  natürlichen  Loga- 
rithmen die  asymptotischen  Räume  der  gleichseitigen 
Hyperbel  dar ,  und  diess  ist  der  Grund ,  warum  man  diese 
Logarithmen  auch  hyperbolische  genannt  hat.  Ue)»ri- 
gens  muss  bemerkt  werden ,  dass  nicht  bloss  die  asympto- 
tischen Räume  dieser,   sondern    überhaupt  jeder   Hyperbel 

*)  Nimmt  man  a  ;>  1  an,  so  w&chst  der  Leitstrahl  ti,  welcher  fftr  y-  0 
sofort  =  1  wird  (so  dass  also  die  Cunre  in  einem  Pancte  B  der 
Achse  Ax  beginnt,  wof&r  AB  '^l  ist)  bei  einer  positiven  Zunahme 
Ton  9  ununterbrochen.  Die  Cnrre  entfernt  sich  also,  indem  sie  eine 
anendliche  Zahl  Ton  Windungen  um  den  Fol  A  bildet,  fortwährend 
Ton  diesem  Puncto.  L&sst  man  9  in  neg^atirer  lUchtung  wachsen, 
so  wird  tt  ununterbrochen  kleiner:  die  Curve  nAhert  sich  daher  wie- 
der Ton  dem  Puncte  B  aus  in  unzfthligen  Windungen  dem  Pole  ^1, 
ohne  diesen  Pnnct  jemals  wirklich  sn  erreichen. 


logarithmiBch  ausgedruckt  werden  können;  nur  sind  dann 
die  Logarithmen  keine  natCürlichen ,  sondern  je  nach  der 
Orösse  des  Asymptotenwinkels  aus  irgend  einem  andern 
Systeme  zu  verstehen.  Sie  sind  z.  B.  aus  dem  Briggi- 
sehen  Systeme  zu  nehmen  fllr  eine  Hyperbel ,  deren 
Asymptotenwinkel  nahe  =  45*  W  25"  ist.  [HE.,  447  ; 
Fläche  der  Cycloide:  448.] 

§•  880.  Um  endlich  noch  die  von  den  beiden  Curventheilen 
"•  •*  NMN'  und  NM'N'  (Fig.  94)  begrenzte  ebene  Fläche  zu 
berechnen ,  so  seien  auf  die  rechtwinkeligen  Coordinaten- 
axen  AJC^  ^F  bezogen  AQ=^x',  AQ'^=x'  die  beiden 
äussern ,  und  AP=  x  die  aUgemeine  Abscisse ,  femer 
QN=^f^,  QN'=^y'*  die  den  Abscissen  x\  aT  ^  und 
PM  =  y  =/  («) ,  PM*  =  y  =  /'  (x)  die  der  allgemeinen 
Abscisse  x^  und  zwar  beziehungsweise  in  der  obem  und 
untern  Curve  entsprechenden  Ordinaten ;  so  hat  man  nach 
den  bisher  Entwickelten  filr  die  gesuchte  Fläche  den 
Ausdruck : 

wofür  man  offenbar  auch  \    d»   \      dv  schreiben 


dx   I       dy 


B  e  i  s  p  i  e  L  Wird  s.  B.  die  zu  suchende  Fläche  Ton  swei  Kreis- 
n«.  Mw  bögen  NDN*  und  NE y  (Fig.  S5)  eingeschlossen,  woron  der  er. 
stere  den  Halbmesser  R  nnd  der  letztere  jenen  r  angehört  und  welche 
die  gemeinschaftliche  Sehne  NN^  :=  Sa  besitzen ,  die  mit  der  Abaoaseo- 
achse  ÄX  parallel  sein  soll ;  so  nehme  man  den  Durchtfchnittspanct  Ay 
des  ans  dem  Halbimngspnnct  B  der  Sehne  NN^  anf  die  Achte  geftUtea 
Perpendikels  som  Ursprung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  und  setse 
AB  «-  6.    Diess  rorausgesetzt  ist  wie  leicht  zu  sehen : 

PM  '^/(x)  —  6  +  l^Ä*  —  .r«  —  Kä«— a*  und 


PM'  =/(x)  -  6  —  Kr»  -  **  +  l/r*-a« 

daher  (wegen  /rfar  Vr»— x»  —  — -  Kr» — x»  A-  ^--  aresin  —\ 

2  2  r* 

J  ^rfx/(x)  -   r^'^rfx  [6+  Ki2«-x*  —  VR^  —  aS\  = 


—  2a6  — oVä*— a»  +  K'arcBin^ 


und     ydxfCx)^   j     'dx  [6—  Kr«  — X»  +  Kr»—  a«] 


a 


—  2a64-a  Vr*  — «*  —  r'orvm 
also  endlich  iiacli  der  obigen  Formel: 

F  =  ^a  [Kä*— a»-f  Kr«  — a»J  +  [ä*  arc«w -|  +  r*arc.w  ^. 
Gehören  beide  Kreisbögen  sn  einem  nnd  demselben  Kreise,  so  ist  JS  »  r 


und  dafür 


/»«  — «aKr»  — a«  +  tr«  '    " 


arcctJi  - 

r 


Geht  in  diesem  letstem  Falle  die  Sehne  in  den   Dorchmesser  Aber,    ist 
also  a  a»  r,  so  wird 

F=  Sr«  arem  1  —  Ir*  J  «-  r"« 

2 

wie  es  auch  in  der  That  sein  soll,  wefl  die  gesuchte  FUcbe  fai  diesem 
Falle  in  die  Kreisflftche  Tom  Halbmesser  r  übergeht» 

AnmerjLnng.    Da  man   das  bestimmte  Integral  I      jfdx   immer   als 

den  Ansdmck  einer  Ton  der  Abscisse ,  swei  bestimmter  Ordinate 
nnd  einer  ebenen  Cure  begrenaten  Fliehe  ansehen  kann,  so  wird 
man  Ar  dieses  Integrale,  selbst  wenn  in  der  wirklich  bestehenden  Re- 
lation y  "»/(x)  die  Function  /(x)  unbekannt,  und  jr  nur  f&r  einzelne 
Wertfae  Ton  x  gegeben,  oder  jf  gar  nicht  als  Function  Ton  x  aus- 
drtlckbar  (die  Cunre  als  ganz  unregelm&ssig)  w&re,  einen  genftherten 
Werth  erhalten,  wenn  es  möglich  ist,  die  genannte  Fläche  nach 
irgend  einer  andern  als  der  Integrationsmethode  mit  hinreichender 
SchAife  SU  berechnen. 

Eäne  solche,  in  der  Anwendung  sehr  brauchbare  Nfthemngsme- 
thode  erhalt  man  aber  nach  Sympson,  wenn  man  die  betreffende 
Gurre  in  allen  F&llen  als  einer  gemeinen  Parabel  angehörig 
ansieht 

Ist  nftmlich  QNLy  Q[  (Fig.  96)  die  zu  berechnende  FlAche  und  pis-  m 
sieht  man  den  Bogen  NLN*  der  B  egrenzungscure  als  Bogen  einer 
gewOfanlidien  Parabel  an,  welche  durch  die  drei  Puncte  N,  Z,  N' 
geht  und  wobei  die  Ordinate  PL  zwischen  den  beiden  &ussem  QN, 
QN*  gerade  in  der  Mitte  liegen  soll;  so  fehlt  bekanntlich  (ILf.  135) 
zur  völligen  Bestimmang  dieser  Parabel  noch  eine  Bedingung  und 
man  kann  als  viertes  Bestimmungsstflck  annehmen,  dass  der  Punct 
X  der  Scheitel  eines  Durchmessers  PJL  der  Parabel  sein 
soll,  (welcher  also  }.  520  mit  der  Achse  AB  der  Parabel  pa- 
rallel  ist). 

Dies  vorausgesetzt,  wird  (§.  522)  die  Sehne  NN*  durch  die  Or- 
dinate PL  im  Puncte  £!  halbirt,  und  die  durch  den  Punct  L  mit 
NN'  parallele  Gerade  bildet  in  diesem  Puncte  eine  Tangente  an  die 


Crn-ve.  Da  nun  bekanntlich  das  parabolüdie  Segment  NLITN^ 
}  Parallelogramm  Nf,  dasselbe  also  doppelt  so  gross  als  dis 
Fläche  NFLN'F'  ist,  so  hat  man,  wenn  man  Kftne  halber  das 
Trapez  QNEN'  Q  ^^A,  jenes  dPr  Q  ^  B.  Die  parabolische 
Fl&che  Q  A^Xr  A^'  Q'  »  F  nnd  das  parabolische  Segment  NL  N'  N=/ 
setst,  sofort/— /'—ul  — 4 (Ä—^  nnd  daraus  9F=A+tB{\) 

Nnn  ist  aber  A'^(QN+ Q' N')AP  und  Ä-(QF+Q'#")X 
AP  oder  wegen   PL=^ — \.  ftnch   B-^tPL.AB^   nnd 

daher,  wenn  man  diese  Werthe  in  (1)  snbstitnirt,  unch 

A  P 
^==  ^{QN+Q'N'  +  4PL), 

9 

oder  wenn  man  QQ'  — >  a  setst,  sofort: 

F-i.;(Q-V+Q'iVr  +  4PZ)     (2) 

Halbirt  man  QP  und  P  Q'  in  den  Fnncten  p,  p'  nnd  sieht  durch 
diese  Halbirungspnncte  die  Ordinaten  pm,  p'm';  so  ist,  wenn  man 
QP'^PQ'  =  a  setzt,  auf  dieselbe  Weise  die  Flftche 

QNLP'^^  .1   (Qi\r+PZ  +  4pm)   und  die  Fliehe 

PLir  Q'  =  5  .  ^  (PX  +  Q'iV  +  4/»'m) ,  folgMch  anch 

p«  1     ^  (^QN+PL+Apm  +  PL+dN'  +Apm) 
S       2 

oder  wegen  a  =  x  und  wenn  man  die  Ordinaten  QN,  ^at, ..  Qlf 
der  Reihe  nach  durch  y«,  yj  •  •  ^4  bezeichnet,  endlich: 

^=  Y7^  &•  +  *yi  +  2y, -h  *y3  +  yj 

Diese  Formel  lässt  sich  leicht  weiter  fortsetzen,  im  Falle  man  die 
Intervalle  Op,  pP  u.  s.  w.  abermals  halbiren  und  durch  die  Hal- 
birungspuncte  wieder  die  Ordinaten  ziehen  wollte. 

Theilt  man  hingegen  jedes  der  beiden  vorigen  Intervalle  QP  and 
PQ'  anstatt  in  zwei,  sofort  in  drei  gleiche  Theile,  bezdcfanet  die 
entstehenden  auf  einander  folgenden  Theilungspuncte  durch  1 ,  2,  3, 
4,  5,  6,  so  wie  die  durch  die  Puncte  Q  (oder  0)  1,  2  . .  6  (oder  Q) 
gezogenen  Ordinaten  der  Reihe  nach  durch  y^,  yi  .  .  y«  nnd  seut 
die  Orfisse  der  Intervalle  0,1  «»1,2  »- ...  >»-5,6aBa";  so  hat  maa 
nach  der  durch  die  vorige  Relation  (2)  ausgesprochenen  Regel  far 
die  Flächen  der  auf  einander  folgenden  Streifen  oder  Trapeae  der 
Reihe  nach: 


(yo  +  ya  +  *yi)»^-r  Cy.  +  y4  4- 4y.) ,  x-^  (y*+y«+  ♦y»)» 


3^2   wo    .    ^,    I     -,t,,  8.3    w.    .    ^.    .     -or./»  3^2 


folglich,  wenn  man  diese  FlAchen  summirt,  wegen  a"  —  -r-  sofort: 

Ans  dem  Gange  dieser  Entwickelnng  folgt  non,  datts  wenn  man  die 
Abscisse  QQ  ^^a  Oberhaupt  nur  in  eine  gerade  Anzahl,  s.  B.  in 
8fi  gleiche  Theile  theilt,  sofort  auch  allgemein  die  gesuchte  Fl&che 
durch  die.  Formel 

und  xwar  um  so  genauer  ausgedruckt  wird,  je  grösser  man  n  nimmt. 

Es  ist  also  endlich,  auf  das  oben  erwfthnte  Integrale  zurftckkom« 

•» 

mend,  wegen  1     ydx  ^^F,  wobei  jr«  nnd  y^  die  den  Abscissen  x' 


X 


nnd  x"  entsprechenden  Ordinaten  bezeichnen  and  wegen  a  =  x' — x', 
sofort  auch 

ein  Nftherungswerth  Ar  dieses  bestimmte  Integral ,  und  zwar  von 
jeder  beliebigen  Genauigkeit  Dieser  eben  entwickelte  Ausdruck  (a) 
ist  unter  dem  Namen  der  Simp»on*Bchen  Formel  bekannt*). 


^  Es  ist  nicht  uninteressant ,  zu  zeigen ,  wie  diese  Formel  durch  die 
Differenzenrechnnng  oder  die  Interpolationsmethode  entwickelt  wer- 
den kann. 

Ist  nftmlich  y  =/{t)  und  iJLsst  man  die  Variable  x  um  die  con- 
stante  Differenz  Jx  wachsen ,  so  erh&lt  man  für  y  die  aufeinander 
folgenden  Wenhe/(0), /(z/x), /(2z/x)  .  .  .f(ndx\  wolÄr  wir  y,, 
Sfi*  y>  •  •  y«  Batzen  wollen.  Nun  ist  nach  der  Formel  (II)  im  §.283 
sofort 

y«  — yo  +  »-^yo  +  "  "y^ —  ^"y©  +  •  •  •+  ^y.- 

Bezeichnet  man  den  jedesmaligen  Werth  von  y ,  welcher  irgend 
einem  Werthe  x  der  unabhängigen  Variablen  entspricht ,  durch  y« , 
und  will  man  ys  nach  der  vorigen  Formel  ausdrücken,  also  yx  statt 
y«  setzen,  so  muss  man,  wie  die  Vergleichnng  zeigt  (da  yii»-/^nz/x], 

dagegen  yx  =y(x)  ist),  x  statt  nzix,  d.  i.  -^  statt  n  setzen«  wo- 
durch, wenn  man  sogleich  die  Multiplicationen  in  den  Binomialfa& 
toren  ansftkhrt,  entsteht: 


Um  ^iese  Fonnel  auf  ein  einfSaches  Beispiel  ansowenden«    90  sä 
darnach   das   bestimmte  Integral  1    — ^  m  berechnen. 


•'1 


Setst  man   in  der  genanntetf  Fonnel  (a)  saerst  nur  n  «—  3 ,   so 
hat  man  wegen  y  —  —  nnd  x'  «  1 ,  ar"  =  i  sofort 

X 

_1_1       _1        «  1    — ft         — •        _•         —• 

y» — ^  —  I » 9i —  iT ^ * '  y* ■■  "jT  — •»  y»  —  ■»  y*  —  t»» y»  —  t»» 

3r.=y»,=  iV  — --!r  =  4,    sofort 

X 

1    ' 


J, 


—  ^  (19*477056)  =r  •  6931 69. 


..-,.+^^.+[(i;)-(i)]4^ 

+i{i;r-(i)+'(Ä)]i^^-- 

Da  nun  nadi  Tlem  Begriffe  des  Interpolirens  diese  Formel  die 
Function  y  nicht  bloss  fllr  die  Werthe  Ton  0,  ^x,  2zlx  . .,  aoodeni 
ttberhanpt  für  jeden  beliebigen  Werth  der  Variablen  x  darstellt ,  so 
darf  man  nur  mit  dx  mnltipliciren  und  swischen  den  Qrenaen  von  x' 


f  ,4. 


Ua  X*  iategriren,   nm   das  gesachte  Integrale    |     ydx  kq.  eriuüten. 

x' 

Setst  man  dabei,   nm  auf  die  obige  Formel  sn  kommen,    x'  -»0 
nnd  x"  =  9z/x,   d.   h.   integrirt   man   swischen  den  Orensen  O  nnd 
9^x,  so  erhAlt  man  gans  einftch: 
^^dx 

•'o 

oder  wegen  (§.  282)  4^0  — yi  —  yo  «"^  ^*yo'"y«  — *yi +n  «och» 
wenn  man  substitnirt, 
2^x 

yifx-^x[iy.+  ly,  +  ly.-A^*y»+A^»y.-..3. 
0 

Genau  auf  dieselbe  Welse  erii&It  man  auch  ftr  die  folgendoD  In- 

^A/fx     ^%dx 
terralle  die  Integralansdrflcke  för  |  i         •  •  • »    und  swar  am 

•'2^x    ^A/ix 
einfechsten  ans  dieser  letstem  Formel  selbst,   wenn  man  besiehnngs- 
weise  y,.  y,,  y^  .  .  an  die  Stelle  von  y«  setzt;   man  erh&lt  dadnrcb, 
wenn  man  die  ahnliehen  Theile  susaramen  nimmt  nnd  n  eine  gerade 
Zahl  bezeichnet   (wegen: 


/, 


Nimmt  maa   dagegen,   mn  das  latQgnle  gesaaer  an   erteilen, 
n  =  Sj   wo  eriuUt  man  eben  so : 
.2 


/, 


— -AO +  *.«  +  «.«+...  + *-H  +  i) 
1   ' 

»  ^  (SV958S5182) 

=:-69S148e6. 

.2 


Da  nun  aber  bekanntlich   | «■  lognaL  x,  also  j     —f—  lognau  S— 

-  6931472  iat ,  so  sieht  man ,  dass  das  letztere  Resnltat  erst  in  der 
6**"  Decimalstelle  abweicht  nnd  un  eine  Einheit  sn  gross  ist.  Nimmt 
man  dagegen  n  grosser,  als  6  a.  B.  g^cfa  8  oder  10  n.  8.  w. ,  so 
kann  man  das  Besnltat  bb  an  jeder  beüebigea  Decimalstelle  genau 
erbalten. 

Complanation    oder    Quadratur    der    durch 
Umdrehung  erzeugten   Oberflächen. 

§.  881.    Es  sei  BMAT  (Fig.  80)  die  (gänzlich  ober-Fn^aa 
halb  der  Axe  AX  liegende  Curve,    durch   deren    Umdre- 

tmdx  ^%dx  t^Kdx 


2jx 

Jndx 
ydx  .%.  870)   sofort: 
(fi— 2)  dx 

Iyo  +  *yi  +  2y«+*yi +2y4+-.+*ya-i  +yii 
--TiJTj(^Vo  +  -^»y,+ +^V-'i)1 
tt.  s.  w. 

/ix 
Wie  man  sieht,  so  ist  die  erste  Reihe  -r-(yo+*yi+8ya+..+yii) 

nichts  anderes,  als  die  obige  Nfthemngsformel  (a),  in  welcher  man 
nur,  nm  die  Übereinstimmung  in  der  Bezeichnung  herzustellen,  ar's»0, 
x"  »»n  und  a  statt  2n  setzen  darf.  Diese  Reihe  stellt  sofort  den  In- 
halt  jener  Fiftehe  dar,  welche  entsteht,  wenn  man  in  dem  Intervall 
von  0  bis  2dx  statt  der  Cnnre ,  deren  Ordinate  y  ist,  den  Bogen 
einer  Pluabel  substitnirt ,  welcher  durch  die  Endpuncte  der  drei  Or- 
dinaten  y^ ,  y^ ,  y,  geht ;  und  eben  so  in  den  folgenden  Intervallen 
von  2dx  bis  4^r  u.  s.  w. 

Die  übrigen  Reihen  des  gefundenen  Ausdruckes  bilden  die  Correc- 
tion  der  genannten  N&hemngsforroel. 


hnng  um  die  Absciseenaxe  AA  die  zu  beatimmende  krumme 
Oberfläche  erzeugt  wird.  Man  ziehe  zu  den  beiden  Absois- 
een  AP=a  und  -4P'  =  j?-|-ä  die  rechtwinkeligen  Ordi- 
naten  PJf,  P M\  und  die  Sehne  3/3/',  bezeichne  die  der 
Abscisse  x  entsprechende  (durch  BM)  erzeugte  krumme 
Oberfläche  durch  « =/(x)  [wo  eben  f{x)  die  zu  bestim- 
mende Function  ist] ;  so  ist  die  der  Abscisse  x-\'h  ent- 
sprechende Oberfläche :  «'=/(j?  +  Ä),  und  die  vom  Bogen 
MM^  erzeugte  Zone: 

»  =  o'  — co=/(x  +  A)— /(jf)=^A  +  pÄ*  +  ..  (§,  660). 

Wird  femer  die  durch  Umdrehung  der  Sehne  MM' 
um  diese  Axe  AX  erzeugte  Obei-fläche  des  abgestutzten 
Kegels  durch  v  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich 

ü'-=  TT  {MP  +  M'P')  MM\  oder  wegen 

3rr-y'  =  y  +  ^A  +  ..     und    J/Jf '  =  |/A«  +  (y' - y)' 

=  Ä  1/  1  +  —^  +  ^Ä  +  . .  (wenn  man  nämlich  fiir  y  sub- 
stituirt)  auch: 

r' =  «  (2y  + /»A -f-/A* -I- . . .)  A  J/H- -^ -1- PA  +  . . . 
Es  ist  daher,  wenn  man  gleich  durch  A  abkürzt : 

^  +  ?A  +  .. 

ein  Quotient,  welcher  sich  immer  mehr  der  Einheit  nähert, 
je  kleiner  A  wird,  und  diesen  Werth  endlich  für  A  =  0 
vollkommen  erreicht     Setzt  man  also   A  =  0 ,   so  hat  man 

(wegen  —  =1),    wenn  man  gleich  mit  —  multiplicirty   fiir 

das   Element   oder   Differential    der   krummen 

Oberfläche:  dw  ==  2wy<i«  1^1  + -r^»  also  für  die 
^durch  Umdrehung  erzeugte)  Oberfläche  selbst : 

(1)     °  =  2-J>'^^J/l+l; 
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An  merk.    Nach  der  Methode  des  unendlich  Kleinen  findet  man  diese 

Formel  ganz  einfach  auf  folgende  Art :  Nimmt  man  (Fig.  80,  a)  die  ^y^ 
Zunahme  PP"  der  Abscisse  anendlich  klein  oder  =^dx  an,  so  fällt 
(§.  712,  Anmerkung)  der  Bogen  JStiAf  mit  seiner  Sehne  sutammen 
(d.  i.  der  Unterschied  ist  unendlich  klein  der  zweiten  Ordnung)  nnd 
Ist  -«  da.  Durch  Umdrehung  dieses  Bogens  ds  um  AX  wird  dem- 
nach die  krumme  Oberfi&che  eines  abgestutsten  Kegels  er« 
seugt,  die  durch  dia  bezeichnet  werden  muss,  wenn  man  die  durch 
Umdrehung  des  Bogens  BM  erzeugte  Oberfläche  ^>*  cd  setzt;  in- 
dem,   wenn  x  in  x-^-dx   übergeht,    auch  <a  um  du  zunimmt.     Ei 

folgt  also  wie  vorhin :   rf«  «*-  «  (y  -f- y  +  dy)  ds'^2ny  Vdx^-\-dy*f 

wenn  man  n&mlich  lOr  ds  den  bekannten  Werth  V  dx*  +  dy*  setzt. 

§,  862.     Beispiele  hierüber : 

1)  Es  sei  die  gegebene  Umdrehungscure  die  gemeine  Parabel, 

so  ist  ihre  Gleichung  y'»px  ,  und  wegen  ~-  »  — ^s^nach  der  vorigen 

"'        ^Vpx 
Formel : 

«  =  «/rfxl/p«+4;i*-  ^(p*  +  4px;*  +  C(§.  77«,  6). 

6p 

Wird  die  Oberfl&che' vom  Scheitel  an  gerechnet,  so  wird  für  x  =  0  auch 
M«»0,  also  0  =  ip*i{  +  C ,  und  daraus  die  ConsL  C=— Jp'ir, 
daher  endlich  die  krumme  Oberfl&che  des  Paraboloides  oder  p a- 
rabolischen  Conoides,  dessen  Höhe  x  =h  ist : 

«'-^[(p'+4p*)*-p']. 

2)  Ist  die  gegebene  Gurre  eine   Ellipse,    deren  Gleichung  also, 
wenn  die  Umdrehung  um  die  grosse  Achse  Statt  findet, 

^  s8 '  V  a*  —  X*    ist ;    so    folgt    nach    der    obigen    Formel ,     wegen 

-~  —  — "^  und  o'  —  6»  =  c*  sofort : 

dx        aVa*  —  X* 

(»0     CO  =  ?^    /c/xVa*-c"x* 


T  [l»^«*-  <^*''  +   fj  ^rcsin  (^^)]  +  C(§.  81«,  «.). 


o 
26 
a' 

Nimmt  man  dieses  unbestimmte  Integral ,  um  die  ganze  elliptische 
Oberfl&che  zu  erhalten  ,  von  x  »»  —  a  bis  x  *-e  -(.  a  ({.  868)  ,  so  erhält 
man  fiir  diese  Oberfl&che  0  des  Ellipsoides  oder  elliptischen 
8  ph&roides  (durch  Umdrehung  der  Ellipse  um  ihre  grosse  Achse) : 


0  =  26?:  I  6  -| arc$in  l-l  I. 


Zusatz.     Für   den  Kreis    wird    6  ««  a    und    c  =?  0 ,    folgUch    das 

2  6ir 
vorige  Integral :    ta  =  — j-  fa'  <f  x  =  2a7rx,  welches  wieder  von  x  —  —  o 

o 

bis  X  =  -f~  A  genommen  ,  die  Kugeloberfl&che  o)»« 4äht  gibt. 

Barg *8  Com|»«ndlani  d.  üöli.  Maih.  3g 
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Anmerkang.  Dieset  Bendtat  arh&It  man  ftbrigens  andi  au  dem 
vorigen  Anadrack  f^  O,  wenn  man  dabei  den  Weiili  des  letxt«o, 
die  Foim  %  annehmenden  Gliedes  (welchea  » a  ist),  naeh  §.  685 
bestimmt. 

S)  Geschieht  die  Umdrehung  dieser  Ellipse  nm  die  kleine  Achs«, 
so  erhält  man  die  entstehende  kmmme  Oberfläche  es'  am  einlachsten , 
wenn   man   im   vorigen   Integral   (m)  a  und  6  mit  einander  vertauscht; 

dadurch  entsteht  aber:  «'  =  --r-  SdxVh*  +  c*x*     oder    (§.  816,  1.) 

0 

Soll  die  durch  Umdrehung  eines  Bogens  ,  dessen  Endpancten  die 
Absdssen  x  ==  a  und  x  =  ß  zukommen ;  eneugte  Zone  berechnet  wer- 
den ;  so  wird  man  dieses  Integral  von  r  —  a  bis  x  <»  /3  nehmen.  Soll 
dagegen  die  ganae  Oberfläche  bestimmt  werden ,  so  ist  dafikr  a  — ^  —  6 
und  ß  =  4'  6f  ii^d  daher: 


<'=•"[• +  s'(Ä)] 


Z  u  s  a  t  s.    Auch  hier  hat  man  wieder  für   6  =  a ,    wobei    das   die 
Form  i  annehmende  letste  Glied ,    nach    §.  685   bestimmt ,    den  Werth 

—  =  o  hat ,  Ar  die  Kugelfläche:  4a  «. 

Cubatur  der  durch  Umdrehung  erzeugten 

Körper. 

§•  88S.  Bezeichnet  man  den  bei  der  oben  (§.  881) 
Fiff.  so  angenommenen  Umdrehung  der  Curve  BMM''  (Fig.  80)  um 
die  Abscissenachse  AX  durch  daa  Segment  ÄBPM  er- 
zeugten (und  von  der  in  §.  881  berechneten  Oberfläche  be- 
grenzten) Körper  durch  u^  jenen ,  welcher  dem  Segment 
ABP'Af  entspricht  9  durch  u  und  endlich  den  Körper, 
welcher  von  dem  Segmente  PM'  erzeugt  wird,  durch  r; 
80  i8ty  wenn  man  u  =  /{a)  setzt  [wo  f{i)  die  zu  beeüm- 
mende  Function  ist] ,  auch  u'  =/(a?  -\~  h)  und 

Das  Trapez  FAT  beschreibt  bei  dieser  Umdrehung  den 
abgestutzten  Kegel 

v'  =  ^  PP*^ {MP^  -{-M  P'^  +  MP.Afr) 

=  iAar(3y«-f3ygA+..). 
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Ee  ist  also,  wenn  man  gldch  wieder  durch  h  abkfirzt: 

V  du  • 

und    für    A  =  0  ,    wofür   —  =  1  wird :  j^  =  iry* ,     also 
du  =  'Kf/*dXf  oder  das  Volumen   des  durch   Umdrehung 


erzeu 


gten   Körpers:    (2)   tt  =  ir  j   y*ir. 


Anmerkung.  Nach  der  Methode  de«  unendlich  Kleinen  entsteht 
durch  Umdrehung  der  Flftche  ABMP  der  Körper  v,  slao  durch 
jene  des  unendKch  schmalen  Trapeses  Pm ,  welches  (§.  719,  Anm.) 
als  ein  Bechteck  behandelt  werden  mnss,  das  Element  desselben  du 
und  da  dieses  Bechteck  einen  Cylinddr  beschreibt,  dessen  kreis- 
förmige Basis  den  Halbmesser  y  besitst  und  Höhe  ==  dx  ist ;  so 
folgt  wie  Torhin  du  =zny*dx. 

f.  88^  Beispiele  hier&ber. 

1)  Ist  wieder  die  Umdrehungscnnre  die  gemeine  Parabel,   so 
ist  w^en  jr'  =  j»  x : 

«  •— irp  j    xdx^^\Kpx^  »^ -xyK 

Usst  man   die   Abscisse   x  bis  A   annehmen   nnd   setst   die  gngehörjga 

Ordinate  jf=  Vp  A  s=:r,  so  bildet  A  die  Hohe  nnd  r  den  Halbmesser  der 
kreisförmigen  Basis  des  parabolischen  Conoides ,  und  man  hat  för  den 
Inhalt  desselben:  v  —  ^r'itA,  dieser  ist  also  dem  halben Cylinder gleich, 
welcher  mit  dem  Conoid  einerlei  Basis  und  Höhe  besitst 

S)  Fftr  das  durch  Umdrehung  der  Ellipse  um  die  grosse  Axe 
entstehende  EUipsoid  hat  man: 


-fp<- 


,V«-^(a>T--ir«)  +  C. 


Fflr  den  Inhalt  der  Zone ,  deren  Oberi'ache  durch  einen  Bogen  er- 
zengt wird,  dessen  Endpuncten  dieAbscissen  a  und  ß  entsprechen,  muss 
dieses  Integral  wieder  von  x— a  bis  r— ß  genommen  werden«  Ftbr  das 
ganae  elliptische  Spharoid  ist  demnach  dieses  Integral  ron  x  ^  —  a  bis 
X  —  -|-  a  zu  nehmen ;  dadurch  erbilt  man  (§•  869) ,  wenn  man  dieses 
EUipsoid  durch  K  bezeichnet: 

3)  Geschieht  die  Umdrehung  derselben  Ellipse  nm  die  kleine  Axe, 
so  erhalt  man  för  das  nun  entstehende  EUipsoid  (indem  man  nur  in  der 
Torigen  Formel  Ton  v,  a  nnd  h  mit  einander  verwechseln  darf) 
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u  «« 


(MW 

nnd  wenn  man  rar  Beatimmnng  des  ganzen   elliptischen  Sphiroides  K 
dieses  nnbestinunte  Integral  Ton  x=s  —  6  bis  x  =  -f'^  nimmt : 

Znsats.   Die Vergleichang  der  l>eiden  nm  die  grosse  nnd  kleine 
Axe  erzengten  elliptischen  SphAroide  gibt: 

Ffir   6  ««  a   dagegen   erhUt  man  ans   beiden  Ausdrücken  als  Inhalt 
der  Kugel: 

flg.  M.  Anmerk.  Dreht  sich  irgend  eine  ebene  Figur  NMN^M*  (Fig.  94)  nm  eine 
in  ihrer  Ebene  liegende  Axe  ^X  um,  so  erh&lt  man  den  Inhalt  des 
erzeugten  KOrpers  sofort  durch  das  bestimmte  Integral: 

x" 

wenn  wieder  y  —  PM=f{x)  und  y  =  PM!  =f(x)  die  der  allge- 
meinen  Abscisse  x  beziehungsweise  in  der  obem  und  untern  Cunre 
entsprechenden  Ordinaten,  und  x\  x"  die  Abscissen  AQ  und  AQ 
bezeichnen. 

Beispiel     Ist  z.  B.  die  beschreibende  Flftche  eine  Kreisfl&che 
F%.  sr.      mjtf  (Fig.  97)  Tom  Halbmesser  CA^=r,  der  Abstand  des  Mittelpunctes 

C  von  der  Umdrehungsaxe  AX^a,  und  A  der  Ursprung  der  recfatwin- 

keligen  Coordinaten,  also  AP^mx;  so  ist 

PM^f(x)  -  a  +  Vr^^x^    und  PW  =/(x)  -  a  — Vr*-T», 

folglich  nach  der  vorigen  Fonnel   der  Inhalt  des  erzengten  ringförmigen 

EUirpers: 

rfr  Kr»  — X»  =  4aic . —ir  —  aar*«* 

(wegen  /rfxl^^^^^^-^  V?=?  +  yarc*tnp  §.816,  a> 

Anmerk.  Stellt  man  diesen  Ausdruck  in  der  Form  ron  ii  —  r'w.Sa« 
dar,  so  erkennt  man  darin  die  Guldins'sche  Begel,  welche  in  der 
Mechanik  (Supplem.  41)  abgeleitet  wird. 

Wäre  die  erzeugende  Fl&che  eine  EUipse  von  den  Halbaxen  a 
nnd  6,  welche  sich  um  eine  mit  der  grossen  Axe  Sa  parallele  Ge- 
rade, die  von  ihr  um  die  Grösse  c  absteht,  umdreht,  so  wftre  der 
kubische  Inhalt  des  erzeugten  Körpers  « —  atir.  Acic  — Safte«*- 


Anhang« 


Die  Elemente  der  Variationsrechnang. 


Einleitung. 


§.  1.  iJie  Aufgaben  über  die  Sfaxima  und  Minima 
fahren  nicht  nur,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  zu  ersehen, 
zu  einer  schönen  Anwendung  der  Differentiak^chnungy  son- 
dern auch  noch  zu  einer  merkwürdigen  Erweiterung  der- 
selben oder  zu  einer  neuen  Rechnungsmethode,  nämlich  zur 
sogenannten  Variationsrechnung.  Bei  den  bisher  be- 
handelten Problemen  dieser  Art  handelte  es  sich  bloss  da- 
rum, diejenigen  Werthe  der  veränderlichen  Grössen  zu  be- 
stimmen, für  welche  die  betrefifende  Function  dieser  Va- 
riablen, die  immer  als  gegeben  oder  bekannt  voraus- 
gesetzt war,  ein  Maximum  oder  Minimum  wurde. 

Fasst  man  hingegen  diese  Fragen  von  einem  allgemei- 
neren Qesichtspuncte  auf,  und  sieht  dabei  die  Function, 
welche  unter  gewissen  Bedingungen  einen  grössten  oder 
kleinsten  Werth  annehmen  soll ,  selbst  als  unbekannt 
oder  unbestimmt  an;  so  reicht  die  Differentialrechnung 
nicht  mehr  aus  und  man  muss  zu  dieser  neuen,  nämlich  zur 
Variationsrechnung  Zuflucht  nehmen. 

Soll  z.  B.  in  einer  gegebenen  ebenen  Curve,  deren 
Gleichung  y=f{x)  sein  mag,  unter  allen  Bögen  derselben, 
deren  Projection  auf  die  Abscissenaxe  eine  constante  Grösse, 
z.  B.  =  a  ist ,  jener  gesucht  werden ,  welcher  dabei  die 
kleinste  Länge  hat,    so  muss  man  in  dem  bestimmten  In- 

ydx*  +  dy*  jenen  Werth  der  Variablen  x 

suchen,  wofür  dasselbe  ein  Minimum  wird,  was  ganz  ein- 
fach nach  den  bekannten  Regeln  mit  Hilfe  der  Differential- 
rechnung geschieht. 


Soll  dagegen  unter  allen  ebenen  Curven ,  welche  durcli 
zwei  beetimmte  Puncte  x', y',  x\y"  gehen,  diejenige  be- 
stimmt werden,  deren  z?n8chen  diesen  Puneten  liegender 
Bogen  am  kleinsten  wird;  so  muss  die  Gleichung  der  ge- 
suchten Curve  y  =/(^) »  d.  i.  die  Relation  zwischen  der 
Ordinate  y  eines  beliebigen  Punctes  dieser  Curve  und  der 
entsprechenden  Abscisse  x  erst  gefunden  werden,  wofür  das 


bestimmte  Integral  s  =  i     l/dä?*^p~dy*  ein  Minimum  wird, 

eine  Aufgabe,  welche  nach  der  bisher  vorgetragenen  Regel 
der  Differentialrechnung  nicht  aufgelöst  werden  kann. 

Auf  gleiche  Weise  kann  verlangt  werden,  unter  allen 
ebenen  Curven  diejenige  zu  finden,  welche  bei  einem  gege- 
benen Umfange  die  grOsste  Fläche  eiuschliesst  (oder  was 
dasselbe  ist,  bei  einer  gegebenen  einzuschliessenden  Fläche 
den  kleinsten  Umfang  besitzt)*     Diese  Forderung  fällt,    da 


yda  die  Fläche  der  von  der  Abscisse,   den  beiden,  den 

Abscissen   x'y  x'   entsprechenden    Ordinaten   und  dem  zwi- 

\/dx^  +  dy^    die   Länge 

dieses  Bogens  bezeichnet,  mit  der  Aufgabe  zusanunen :  die- 
jenige Relation  oder  Gleichung  zwischen  ^  und  y  aufzu- 
suchen (oder  die   Function  /  in  y^=f(x)    zu   bestimmen), 

wofür  das  bestimmte  Integral  \  yda  unter  der  Voraus- 
Setzung,  dass  der  Ausdruck  |     \^dx^  +  ^y*  dabei  constant 

^  X 

bleibt,  ein  Maximum  werde.  Auch  dieses  Problem  lasst 
sich  nur  mittelst  der  Variationsrechnung  lösen. 

A  n  m  e  r  k.  Noch  allgemeiner  werden  diese  Anfgaben  über  daa  Maxi« 
mnm  and  Minimum ,  wenn  man  dabei  auch  die  Grenzen  der  In- 
tegrale ,  d.  i.  x' ,  x"  als  variabel  ansieht.  Sind  s.  B.  zwei  eben« 
Curven  gegeben,  und  soll  unter  allen  Curven ,  welche  diese  beiden 
mit  einander  verbinden  können ,  überhaupt  die  kürzeste  gefanden 
werden;  so  muss  man  wieder  jene  Relation  y^/(x)  auisochen,  f!kr 


i 


welche  der  Integnlatudrnck  1      V^<fx*+ J^*,   a   welchem  jedoch 


die  Grernen  x,  x,  in  der  Art  vmiimbel  dnd,  da»  de  die  Abedtsen 
beliebiger  Fnncte  der  g^ebenen  beiden  Cnrren  bexeichnen,  ein  Mi» 
ninmm  wird. 

In  der  analjtisdien  Hechjuiik  nnd  solche,  in  das  Gebiet  der 
Variationsrechnng  gehörigen  Aufgaben  noch  wichtiger,  nnd  es  hat  in 
der  That  auch  das  ron  ML  Beruamlii  inerst  behandelte  Problem  der 
Linie  des  schnellsten  Falles,  oder  der  ürachystockrone  die  erste  Ver- 
anlassung snr  Begründung  der  Yariationsrechnnng  g^ebeo. 

Erklärangen. 

§.  2«     Soll  in  der  Voraussetzung  von 

V=F(x    •/    -^    -^        ) 
y  als  eine  Function  von  x  angesehen  und  dabei  so  bestimmt 

werden  9   dass   das   bestimmte  Integral  (a)  1      Füo?  dafür  ein 

l^Iaximum  oder  Minimum  wird,    so  sei  y=/(x)  diese  ge- 
suchte Relation  (also  /  die  erwähnte  Function)»     Setzt  man 

sonach  in  dem  Ausdrucke  von   V  für  y,   -~-  .  .  .    bezie- 
hungsweise f(a:)f     "^      ,      ^  a      •  •  •  lind  führt  die  in  (a) 

angezeigte  Integration  aus,   so   ^^drd   man   einen  Ausdruck 
von  der  Form 


r 


Vdx  =  (f  (a!\  x") 

X* 

erhalten. 

Bezeichnet  ferner  /'  (a)  eine  Function ,  welche  von  der 
vorigen /(j?)  nur  unendlich  wenig  verschieden  ist,  so  ent- 
steht, wenn  man  eben  so  in   V  wieder  /'  (x),        .        . . .  für 

y ,  j^  •  •  •  setzt ,  und  die  Integration  zwischen  den  genann- 
ten Grenzen  ausführt,  ein  KeiBultat  9'(^',  x"),  welche«  von 
den  vorigen  y  {x\  x")  nur  um  unendlich  wenig  abweicht. 

Man  bezeichnet  nun  die  auf  solche  Weise  entstehende 
verschwindend  kleine  Differenz  9'  {x'y  x")  —  y  (x',  x")  durch 


den   griechischen  Buchstaben  i   und   nennt  S^(x',   x")    die 
Variation  der  Function  f(x',  x"). 

§.  S.  Da  maa  also  unter  einer  Variation  die  unendlich 
klein  werdende  Änderung  einer  Function,  oder  wenn  man 
will,  das  Difterentiole  der  Function  nach  dem  Buchstaben  i 
versteht,  so  folgt,  dass  wenn  y=^f{ßc)  ist  und  f  (x)  eine 
von/(a:)  nur  unendlich  wenig  abweicheDde  Function  be- 
zeichnet, sofort 

Stf=f(x)-f(x)  ist. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  ist  auch,  unter  derselben  Vor- 
aussetzung, für  y  =f(x,  u,  r  . . .)  sofort  die  Variation  von  tf : 
*y=/(x,  «,  z...)—f{x,  u,  z...). 

§.  4.  Die  Bedeutung  der  Variationen  läset  sich  Qbri- 
gens  auch  durch  folgende  geometrische  Betrachtung  an- 
schsulich  macheu. 

Es  sei  y^f{x)  die  Gleichung  der  ebenen  Curre  RS 
»1**  (Pig.  98),  und  fUr  irgend  einen  Punct  M  derselben  seien 
AP  =  x,  PM  =  y  die  Coordinaten;  so  entsprechen  dem 
Übei^ange  von  diesem  Puncte  M  zu  dem  unendlich  nahe 
liegenden  Functe  N  in  derselben  Curve  die  unendlich 
kleinen  Zunahmen  FQ  =  dx  und  QN — PM=dy. 

Ist  ferner  RS  eine  der  vorigen  unendlich  nahe  liegende 
zweite  Curre,  so  entsprechen  dem  Übeigange  von  don 
Puncte  M  der  ersten  Curve  zum  correspondirenden  Puncte 
At  der  zweiten  Curve  die  ebenfalls  unendlich  klonen  Zu- 
nahmen PP'^Sx  und  P'M'  —  PM^Sy,  oder  da  es,  um 
HUT  den  Eiiilluss  kennen  zu  lernen,  welche  eine  Veränderung 
in  dui  Relation  y  =/(3)  auf  das  Integrale  jVdx  hervor- 
bringt, genügt,  y  unabhängig  von  x  zu-  oder  abnehmen, 
also  X  unverändert  zu  lassen,  oder  Sx^O  zu  setzen,  wo- 
durch M'  auf  m  fallt,  sofort  auch  Mm  =  äy. 

So' wie  also  die  unendlich  kleine  Änderung  dy,  welche 
(niieiL'lit,  wenn  man  in  der  nämlichen  Curve  A5  von  einem 

■Vit  M  zu  dem  nächst  folgenden,  dem  erstem  unendlich 
liegenden  Puncte  iV  fortgeht,  das  Differentiale 
heisBt ,    so  wird  jene  unendlich  kleine  Änderung  dy. 


wdche  in  y  entsteht,  wenn  man  von  dem  Pmiete  M  der  ge- 
nannten Curve  BS  zu  dem  correspondirenden  (in  derselben 
Ordinate  liegenden)  Puncte  m  der  zweite  n,  der  erstem 
unendlich  nahe  liegenden  Curve  RS  übergeht,  die  Varia- 
tion Ton  y  genannt. 

§.  5.  Da  also  die  Variation  iy  nichts  anderes,  als  ein 
I>iSierentiale  von  y,  nur  in  einer  andern  Bedeutung,  ist,  so 
fordert  die  Variationsrechnung  im  Grunde  genommen  keine 
neuen  ,  von  der  Differentialrechnung  verschiedene  Regeln 
oder  Grundsätze,  sondern  nur  eine  neue  Anwendung  der 
bereits  bekannten.  Üie  Regeln  und  Formeln  der  Differen- 
tialrechnung gelten  daher  auch  fbr  die  Variationsrechntmg, 
nur  dass  man  dabei  überall  den  Buchstaben  i  statt  jenen  d 
setzen  muss. 

So  ist  z.  B.  für  y  =  2tt'  +  ö'  die  Variation: 

^y  =  6  tt'  Jtt  4"  ^  I09  ^  Ä^t 
dabei    dürfen  jedoch  die  Grössen  iu  und  Sa,   obschon  sie 

ebenfidls  unendlich  klein  sind,   dennoch   mit  jenen  du  und 

djp,  denen,  wie  wir  gesehen,  eine  andere  Bedeutung  zukömmt, 

nicht  verwechselt  werden. 

Wir  gehen  nunmehr  zu  einigen  vorbereitenden  Sätzen  über. 

§.  6«    Es  ist  nach  dem  eben  Gesagten 
5 (y  +  dy)  =5j/  -\-  Sdy  und  daraus  Ädy  =  4 (y -f- dy)  —  iy. 

Um  von  Sy  das  Differential  zu  erhalten,  muss  man  in 
iy  sofort  y  in  y-^dy  übergehen  lassen  und  Sy  abziehen; 
dadurch  entsteht  aber  d  Jy  =  ä  (y  -f-  dy)  —  dy,  nämlich  wie- 
der der  vorige  Ausdruck,  so  dass  also 

Sdy  =^diy  ...  (1) 
ist.     Es   ist   nämlich   ganz    gleichgiltig,    ob    man 
zuerst    eine    Function    differentiirt    und    dann 
variirt,  oder  umgekehrt  zuerst  variirt  und  dann 
differentiirt  *)• 

*)  Da  die  Ordinate   QN'   (Fig.  98)    eben  sowohl  durch  die  Variation  n*.  m 
der  Ordinate  QN,    als  durch  die  Differentiation  Ton  jener  P'M'  enU 
stehen  kann,  so  hat  man,  da  im  erstem  Falle  Q*N'  »  QiNr+  i .  QN 
^y  +  dy+^  (y+dy),  nnd  im  letstem  Falle  QN'  ^P'M'  +  d .  P'M 
"*  ^  "H  ^y  4*  <^  (y  4*  ^J^)  ^^  sofort  wieder  die  obige  Relation  (1), 
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Aus  dieser  Belation  (1)  folgt  weiters  unmittelbar 
id*jf  =  d*it/  und  allgemein  Sd^f/  =  d*Sy. 

§.  r  Es  sei  femer  V=jü,  also  dV=UuiidSdV=dir, 
so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  rorige  Belation  (1)  auch 
dSV=^  SU  und  daher,  wenn  man  wieder  integrirt, 

.  5V=jSU, 
oder,  wenn  man  fiir  V  den  ursprOnglichen  Werth  herstellt: 

ijU=SSU .  .  (2), 
d.  h.  es  ist  gleichgiltig,  ob  man  zuerst  integrirt 
und  dann  variirt,  oder  umgekehrt  verfährt«  Eben 
so  folgt  daraus  auch  ferner: 

SjjU=f5jU=J!SU,  d.  l  Sj*U=piü,  so   wie  auch  alt 
gemein: 

§.  8.  Ist  Z7eine  Function  von^?,  y,  da,  dy,  d«*,  dy\..y 
so  muss  man,  um  iU  zu  erhalten,  o;  in  ^  4~  ^^9  y  hi  y  ~h  ^y 
u.  s,  w.  übergehen  lassen,  und  von  der  auf  diese  Weise 
geänderten  Function  die  ursprüngliche  abziehen;  dadurch 
erhält  man  aber  (indem  man  dabei  ebenfalls  die  mit  den 
hohem  Potenzen  von  ix^  fy  .  .  .  behafteten  Glieder  aus- 
lassen muss)  nichts  anderes,  als  das  gewöhnliche  Diffo^n- 
tiale  von  ü  in  Bezug  auf  die  Variablen  ^,  y,  dx,  dyu*Q.  w», 
jedoch  hinsichtlich  des  Buchstaben  S  genommen.  Es  sind 
nämlich  die  Variationen  von  a^  y,  dx^  dy  • .  sofort  jor,  £y, 
idxy  Sdyy  Sd^x  u.  s.  w*  so,  dass  wenn  man  das  Differen- 
tiale von  U  durch 

dU=Mdx+Nd*x+Pd^x  +  ..+M'dy-\-N'd*y+jP'd*y+.. 
ausdrückt,  sofort  auch  die  Variation  von   ü  durch 

SU=  Mix  '{-NSdx  +  PSd^x  +  Q  id^x  + . . 
-^APSy  +  N'Sdy  +  F'Sd^y  +  ^Sd^y  +  . . 
ausgedrückt  wird,   woraus  sonach  folgt,   dass   man  in  dem 
Ausdrucke  von  dU  nur  überall  das  erste  aus  der  Differen- 
tiation von  U  entstehende  Differentialzeichen  d  in  das  Varia- 
tionszeichen S  verwandeln  darf. 

%  0.     Lässt   sich  dabei  U  auf  die  Form   Vdx  bringen 
ird  y  als  eine  Function  von  x  betrachtet,   so  ist   F 


irgend  -eine  Fonction  von  x^  j/y  p,  g,  n.  8.  w.,  wenn  man 
nämKch-^=p,  -f  =  g  u.  a  w.  setzt,  folglich  ihr  Dif- 
ferential 

(a)  .  dV=Mdx  +  Ndi/  +  Pdp+Qdq  +  ..y 
oder  waiB  dasselbe  ist: 

Nach  der  vorigen  Bemerkung  ist   sonach  die  Variation 
von    V: 

oder  auch: 

Dabei  kann,  wie  bei  der  gewöhnlichen  Differentialrech- 
nung, ^1>  =  ^«3^  entweder  unter  der  Voraussetzung,  dass 

dx  constant,  oder  auch  unter  jener  entwickelt  werden,  dass 
dx  selbst  noch  veränderlich  ist;  dasselbe  gilt  auch  in  Be- 
gehung auf  Sqy  dr  u.  s.  w.    In  diesem  letztem  Sinne  ist 

Ä  ^    ^y   dx  idy  —  dy  idx     idy  —  p  idx  .  \ 

■^    •  *  dx  dx^  dx  \(   \ 

*     ^     dp  dxidp  —  dpidx  idp  —  qidx    i^' 

^9  =  ^'  Tx  = 17^ —  Tx j 

u.  s.  w. 

Man  muss  also ,  im  Falle  die  Variation  von  V  in  dem 
Sinne  entwickelt  werden  soll,  dass  dx  varii^bel  ist,  in  dem 
obigen  Ausdrucke  {a)  von  jFfür  ip,  £},•.•  diese  eben 
entwickelten  Werthe  setzen. 

An  merk.  In  den  vorstehenden  Entwickelungen  wnrdo  bloss  der  Fftll 
betrachtet,  in  welchem  nnr  eine  einzige,  von  der  absolut  Variablen 
X  abh&ngige  Function  y  vorkömmt,  wol  sofort  auch  /Qr  alle  Auf- 
gaben genügt,  die  sich  auf  ebene  Curven  beliehen»  In  Jenen  Auf- 
gaben jedoch,  in  welchen  Curven  von  doppelter  Krümmung  he« 
trachtet  werden,  kommen  ausser  der  nnabh&ngig  varialHsln  OrOsse  9 
zwei    davon   abh&ngige  Functionen  y    und   s  vor ,   so  diiss  dabei    V 

du        d*  y 
ausser  der  Veränderlichen  x  die  Functionen  y,  -/• ,    -,   «    . , ,  und 

dx       dx* 

dz       d*z 
z ,  -T- ,    -T-r  etc.  enth&lt»     In  dieiMrm  Falle   ist   es  aber  eb<eriftills 
dx      dx' 

leicht,  ans  den  obigen  Kntwiclu^lnng<m  die  eritsprec^iemUrn  Attsdrtt/4# 


Ar  die  Variatioii  r<sk  V  tu  erhalten ;   es  folgt  nlmlidi  9Belo^  aa» 
der  obigen  Relation  (a): 

(a")  «r-Jf<Jx  +  i^*y  +  P^-^4-Q^^4-.. 

Dabei  fUlt  eben  lowohl,  wie  in  der  obigen  Entwickelnng  (a),  das 
erste  Glied  M^x  noch  hinaus ,  wenn  man  annimmt ,  dass  x  in  F 
keine  Variatioa  erleidet,  was  bei  allen  Aufgaben  der  Fall  ist,  bei 
welchen  die  Abscissen  der  Endpuncte  der  gesuchten  Carre  Con- 
sta n  t  sind. 

§.  10.  Um  nun  unter  der  VorausBetzungy  dass  D  eine 
Function  von  «,  y,  dx^  dy^  d^a^  d^y ...  ist ,  die  Variation 
i^U  zu  entwickeln,  hat  man : 

ijU=jSUf  oder  wenn  man  fiirÄf/den  Werth  aus  §.  8  setzt,  auch 
ijU=](M5x  +  NSda  +  PSd^x  +  QSd^x  +  ...) 

+/(Jf Äy  +  N'Sdy  +  P'Sdh/  +  QfSd^x+  • . .). 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  jedoch  dadurch  weiter  re- 
duciren,  dass  man  in  allen  Gliedern,  in  welchen  die  beidoi 
Operationszeichen  d  und  5  zusammen  vorkommen,  das  Dif* 
ferentialzeichen  d  vor  das  Variationszeichen  S  setzt  und 
dann  die  Theilintegrationen  anwendet.  Dadurch  wird 
jMSx  =  jMSa,  SNSda=jNdSa  =  NSx—iiadN 
!PSd*a  =  jPdHa  =  PdSx—idSadP  =  FdSx—dPdx 

+  jSxd^P 
jQSd*x=jQdHx=Qd*Sx—fd^SxdQ=Qd^Sx—dQdSx 
+idSxd*Q=Qd*Sa—dQdSx+d*Qdx—JSxd^Q 

u.  s.  w. , 
und  da  man  durch  blosse  Verwechslung  der  Buchstaben 
hieraus  auch  dieselben  Ausdrücke  fbr  jJlTiy^  j  N'Sdy  u. 
s.  w.  erhält,  so  folgt,  wenn  man  diese  Werthe  in  dem  vo- 
rigen Ausdrucke  von  SjU  substituirt  imd  AUes  nach  ix^ 
dSXf  d^Sx  u.  s.  w.  ordnet,  sofort: 

(3)  ÄJ U=  (N—  dP+d^Q  —  ..)Sx  +  (P—dQ  +  ..)dix 

+  (Q—etc.)d*ix+.. 
+  {N'-dP'  +  d*Q—..)iy+(P'—dQf  +  ..)dSy 

+  ((/— etc.)d*Äy+.. 
+  S(M—  dN  +  d*P—  d*  Q  +  . .)  Sx 
'\'j{M'—  dN'+  d^P'—  d*  Qf+  ..)iy, 
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nämlich  ein  Ausdruck^  welcher  ans  zwei  ganz  ähnlichen  Thei- 
len  besteht,  wovon  der  eine  durch  die  Variation  von  x,  und 
der  andere  durch  jene  von  y  erzeugt  wird. 

A  n  m  e  r  k.     Entb&lt    U  ausser  x  und  y  noch  die  Variable  x  ,    so  mnss 

man   dem  vorigen  Aaidracke  noch  einen    dritten  Theil   hinznf&gen, 

welcher  ans  der  Variation  ron  *  entsteht,    nnd  den  beiden  Theilen 

in  X  nnd  y  ganz  ähnlich  oder  analog  ist.    Ahnliches  gilt,   wenn  in 

U  noch  mehrere  Variable  enthalten  sind. 

§.  11.  Setzt  man  die  unter  den  Integralzeichen  stehen- 
den Ausdrücke  gleich  Null,  so  verschwinden  in  (3)  die  mit 
den  Integralzeichen  behafteten  Glieder,  und  es  müssen  so- 
nach die  beiden  Gleichungen 

und    M'^dN'+(PP'—d^Q+..  =  Q\    ^"^^ 

die  Bedingungsgleichungen  für  die  Integrabilität  von  I/seiny 
was  sich  auch  in  der  That  leicht  beweisen  lässt. 

Ist  n&mlich  U  ein  vollständiger  Differentialansdmck  nnd  s.  B. 
U'^dü'y  so  ist  anch  iü=  idü'^  diU',  mithin  SU  ebenfalls  ein 
ToUstftndiges  Differentiale  (n&mlich  von  SU'),  Hat  man  nun  in  derEnt- 
wickelnng  von  jSÜ  alle  Glieder,  welche  integrabel  sind,  von  ihren  In- 
tegralseichen befreit ,  so  müssen  sich  die  übrigen  Glieder ,  welche  noch 
unter  diesen  Zeichen  stehen  bleiben,  von  selbst,  ohne  dass  man  erst 
eine  gewisse  Bedingung  swischen  x,  y,  ix  und  iy  anzunehmen  braucht, 
aufheben ;  es  sind  demnach  die  vorigen  Gleichungen  (m)  in  der  That  su- 
gleich  die  Bedingnngsgleichnngen  für  die  Integrabilität  von  jU. 

§.  12.    Die  vorigen  Ausdrücke  lassen  sich  noch  weiter 
Tereinf achen  y   wenn   sich   die  Function    U  unter  der  Form 
Vdx  darstellen  lässt,  denn  es  ist  dann: 

SfVdx  =  jiVdx  =  SiSVdx  +  VSdx)  =  jSVdx  +jVdSa, 

oder   wegen  jVdSx=VSa — jdVSx  (wenn   man   nämlich 
theilweise  integrirt)  auch 

(6)    SjVdx=::VSa  +  i(dxSV—dVSa!). 

Setzt  man  femer  für  dV  und  2  T  die  in  §.  9  gegebenen 
Ausdrücke  aus  (a)  und  (a),  so  erhält  man 
daSV-^dVia  =  N(daSy  —  di/ia)-\'F(dxip  —  dpia) 

+  Q(dxSq  —  dqSa)  +  ..T 


oder  wegen  dt^=pdx  und  [§.  9,  Relat  (p)]  ip  =     ^"T^ — — 

wodurch 

dxSy : — df/ia=  daiy — pdxSx='  dx(ßy  — pÄx) 
und  femer 

dxSp  —  dpSa=^idf/  — pSda  —  dpSx 

z=diy — pdSa  —  dpSas 

(wenn  man  nämlich  die  unmittelbar  vorhergehende  Relation 
berücksichtiget),  dann  (wozu  man  in  dieser  letztem  Relat. 
nur  p  statt  y  und  q  statt  p  setzen  darf) 

daSq  —  dqSa!=d.  \   '  ^Z*  ^      f 

u.  s.w.  wird,  auch,  wenn' man  noch  Kürze  halber  Sy — pdx=-v 
setzt,  woraus  weiters 

dxSy  —  dySx  =  vdx, 

dx$p  —  dpSx  =  dvf 

daSq  —  dqSa  =  d.  j- 

u.  6.  w.  folgt,  endlich  nach  gehöriger  Substitution: 

j(dxiV—dVSa!)=^jNvda!  +!Pdv+SQd.^^  +  . .  .« 

Die  vorige  Formel  (6)  erhält  daher,  wenn  man  darin  diesen 
letztem  Werth  substituirt,  die  Form: 

SjVdx=^VSx+jNvda:'\-iPdv+jQd.^  +  ... 

Es  ist  aber  ferner,  wenn  man  theil weise  integrirt, 
jPdv=^Pv—jvdPy 

^  U.     8.    W. , 

daher  auch  endlich: 

(4)    SjVdx=:^ 

=  VSx  +  (P-57  +  ..•)«  +  (q_  etc.)  Jl  +. . . 

§.  IS.    Berücksichtiget  man  vorläufig  nur  den  mit  dem 
^egralzeichen  behafteten  Theil  dieser  Formel  (4),  und  stellt 


fbr  V  wieder  den  Werth  her ,  so  zerfallt  dieser  genannte  In- 
tegralansdmck  in  die  beiden  folgenden: 

'      J(^V_Jf  +  i.f.JJ-...)jx«y    und 

woraus  sich  jetzt  ganz  einfach  die  Beziehung  ergibt ,  in  wel- 
cher die  Coefficienten  von  iy  und  ix  zu  einander  stehen; 
denn  es  folgt  daraus,  dass  wenn  man  diese  Coeffieient^i  be- 
ziehungsweise durch  'I  und  f  bezeichnet,  sofort 

(c)       (f  =  —  ;?  1 

ist  Wird  daher  einer  derselben  Null,  so  verschwindet  auch 
der  andere,  und  es  ist  sofort  der  Ausdruck  Vdx  integra- 
bely  wenn  einer  dieser  beiden  Coefficienten  verschwindet, 
d.  h.  wenn  die  Bedingungsgleichung  besteht: 

Grösste  und  kleinste  Werthe  der  unbestimmten 

Integral  forme  In. 

§.  14.    Integrale  von  der  Form  JVdx^  wobei 

und  y  irgend  eine  Function  von  x  sein  soll,  sind  so  lange 
unbestimmt,  als  diese  letztere  Function,  d.  i.  die  Relation 
zwischen  a  und  y  noch  unbekannt  oder  unbestinunt  ist. 
Soll  ein  solches  Integral  fOr  irgend  eine  erst  aufzufindende 
Kelaüon  von  ^=:f(x)  ein  Maximum  oder  Minimum  werden, 
so  kann  diess,  wie  bereits  bemerkt,  nur  innerhalb  gewisser 
Grenzen  von  x  Statt  finden. 

Die  grössten  und  kleinsten  Werthe  solcher  unbestinun. 
ter  Integrale  zwischen  gegebenen  Grrenzen  werden  aber  mit- 
telst der  Variationsrechnung,  und  zwar  nach  dem  in  der 
Differentialrechnung  bewiesenen  analogen  Satze  bestimmt, 
dass  für  ein  Max.  oder  Min.  der  variirenden  Function  u,  so- 
fort die  Variation  Su  gleich  Null  sein  mCksse ;  weil ,  wenn  u 
eine  zunehmende  Grösse  ist  und  variirt,  diese  in  u -{- iu, 
dagegen,  wenn  sie  eine  abnehmende  Grösse  ist,    in  u  —  iv 
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übergeht.  Nimmt  aber  u  zuerst  zu  und  dann  wieder  ab,  so 
dass  u  an  irgend  einer  Stelle  ein  Maximum  erreicht ;  so  geht 
die  Variation  iu  aus  dem  positiven  in  den  negativen 
Zustand  Qber  und  dabei  in  der  Regel  durch  Null  (und  nur 
ausnahmsweise  durch  Unendlich).  Das  Umgekehrte  findet 
sofort  für  ein  Minimum  Statt,  wobei  u  zuerst  ab- ,  und  dann 
zunimmt,  also  Su  aus  dem  negativen  in  den  positiven  Zu- 
stand, und  zwar  wieder  durch  Null  geht. 

Da  überhaupt  Alles  das,  was  bei  der  Begründung  des 
Verfahrens  zur  Bestimmung  der  grössten  und  kleinsten  Wer- 
the  der  Functionen  mittelst  der  Differentialrechnung  (§§.  695, 
696)  entwickelt  oder  bemerkt  wurde,  auch  hier  seine  volle 
Anwendung  findet;  so  mag  nur  noch  bemerkt  werden,  dass 
ausser  der  ersten  Bedingung  von  iu  =  0,  welche  Statt  fin- 
den mus9,  wenn  u  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll, 
sofort  beziehungsweise  i^u<zO  und  i*u>0  sein  muss, 
wenn  nicht  etwa  auch  S*u  =  0  wird,  worauf  man  auf  die 
nächst  höheren  Variationen  überzugehen  hat. 

§.  15.  Ist  nun  u=jUf  so  ist  Su=jSU,  und  daher 
für  ein  Maximum  oder  Minimum  von  jU  sofort  jSU=0; 
dabei  kommt  jedoch  zu  bemerken ,  dass  in  dieser  letztem 
Bedingungsgleichung  das  Integral  jiU  zwischen  den  näm- 
lichen Grenzen  genommen  werden  muss,  zwischen  welchen 
es  eben  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll. 

Berücksichtiget  man  aber,  dass  die  Entwickelung  von 
jiU  in  (3),  §.  10  aus  zwei  wesentlich  verschiedenen,  un- 
gleichartigen Theilen  besteht,  wovon  der  eine  vollkommen 
integrirt,  der  andere  aber  mit  dem  Integralzeichen  behaftet 
und  so  lange  nicht  i  n  t  e  g  r  a  b  e  1  ist ,  als  ix  und  it/  ihre 
gegenseitige  Unabhängigkeit  oder  vielmehr  Unbestimmt- 
heit, was  jedoch  gerade  (§.  1)  für  die  gegenwärtige  Unter- 
suchung die  wesentlichsteBedingung  ausmacht,  bei- 
behalten ;  es  kann  daher  diese  Entwickelung  nicht  anders 
Null  werden,  als  indem  die  mit  dem  Integralzeichen  behai- 
teten  Theile  für  sich  verschwinden.  Bezeichnet  man  näm- 
*ch  in  diesen  letztern  Theilen  die  Coefficienten  von  Sae  und 
'  mit  (f  und  ;|;,  so  führt  die  Bedingungsgleichung  jiU=0 


«1 

sofort  auf  jene  /fix+j-^^y  =  0,  uinl  di»^se  wiediT  ^uf  die 

beiden  folgenden: 

M     y  =  o    und    ^  =  0, 
d«  i.  auf 

und    M  —  dX^d^'F'-d^(/^...=0\^'^^ 

Anm^rk.  Es  ist  leicht  zu  schea.  «lass  äberhaupt  eb«n  so  riele  solcher 
Becl)Qgung.'>glcichuii<;en  entstehen,  als  in  iC  ron  einander  unab- 
hängige Variationen  vorkontmen. 

§.  16.  Enthält  C  bloss  die  beiden  Variablen  x  und  y, 
und  läset  sich  diese  Function  C  daljei  auf  die  Form  Vdx 
bringen,    so  hat  man,    wegrn  [§.  13,  (r)]  j  =  —  />'|^,    d.  i. 

9  =  —  ^  ;j?    oder   y  t/x  +  t ^y  =  0,   für   y  =  0   sofort  auch 

^  =  0 ,  so ,  dass  die  eine  der  beiden  vorigen  Bedingungs- 
gleichungen («)  not  h wendig  auch  die  andere  nach  sich  zieht, 
oder  viehnehi*  beide  identisch  sind  und  in  die  eine 

T.J        dP    ,    cTa  d  R     ,  ^      ,,v 

^-57  +  d7^-d-T  +  --    =0    (]3) 

zusammenfallen.    Dasselbe  findet  auch  fbr  den  vorigen  Fall 

von  jiU  Statt,   wenn   x  nicht  variirt    und  also  jar  =  0  tat, 

ein  Fall,    welcher  z.  B.  eintritt,    wenn   die  Grenzen  dieses 

Integrals  in  Beziehung  auf  x   vollkommen    festgesetzt, 

also  nicht  variabel  sind. 

Anmerkung.  Diese  unbestimmte  Gleichung  (fS)  bildet  die  Dif- 
ferentialgleichung swischen  x  und  y ,  sie  gehört  allen  Functen  der 
betrettenden  Cnrye  an,  und  sie  muss  vor  Allem  durch  jene  Relation 
zwischen  x  und  y ,  durch  welche  die  Aufgabe  gelöst  wird,  realisirt, 
d.  h.  es  muss  ihr  dadurch  Genüge  geleistet  werden. 

§.  17.  Diese  Bedingungsgleichungen  (a)  im  erstem, 
und  jene  (j3)  im  letztern  Falle  sind ,  wie  man  sieht ,  genau 
dieselben,  welche  [§§.  11  und  13,  Belat.  (m)  und  (n)]  die 
Ausdrücke  Jf/  und  jFdxintegrabel machen.  Siebestimmen 
zugleich ,  wenn  nicht  U  oder  Vdx  schon  an  und  für  sich 
integrabel  sind,  was  jedoch  bei  den  liieher  gehörigen  Pro- 
blemen nicht  sein  darf  oder  soll,  die  Relation,  welche  zwi- 
schen X  und  y  Statt  finden  muss,  wenn  das  unbestimmte 
(dann  aber  bestimmte)  Integral   J  f/ oder  jenes  jFd.i  inner- 
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halb  gegebener  Grenzen  ein  Maximum  oder  Minimum  werden 
'  soll.  Lagrange  nennt  aus  diesem  Grunde  die  genannten 
Gleichungen  (a)  und  (ß)  die  allgemeinen  Bedin- 
gungsgleichungen des  Maximums  und  Mini- 
mums« 

Was  noch  fiberdiess  die  Gleichung  (ß)  betrifir,  so  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  sie  bis  zur  Ordnung  2n  steigen  kann, 

wenn  in  V  noch  der  n**  Difierentialquotient ,  d.  i.  ^-J  vor- 
kommt; es  wird  sonach  auch  die  daraus  abgeleitete  Inte- 
gralgleichung, die  sofort  bei  geometrischen  Problemen  die 
Gleichung  der  gesuchten  Curve  selbst  Ist,  im  All- 
gemeinen 2n  willkürliche  Constanten  enthalten. 

§.  18.  Sind  nun  zufolge  der  Bedingungsgleichungen 
(a)  in  §.  15  die  mit  dem  Integralzeichen  behafteten  Glieder 
oder  Theile  in  dem  Ausdrucke  von  SjU  in  §•  10,  Belat. 
(3)  herausgefallen,  so  hat  man  noch,  wenn  man  KOrze 
halber  die  CoefBcienten  von  dx,  dSx..,  durch  Aj  i?,..., 
so  wie  jene  von  iy,  diy..  durch  A  j  Bf  u«  s.  w.  be- 
zeichnet, sofort: 

liü=  Alx'\'Bdhx'\-  Cd^U  •\'  .  .. 

§•  19.  Setzt  man  Kürze  halber /d£/^=tt,  so  mussman, 
um  dieses  Integral ,  wie  es  die  Bedingung  für's  Maximum 
und  Minimum  fordert ,  zwischen  gegebenen  Grenzen  die 
wir  durch  Xq  und  Xu>  bezeichnen  wollen,  zu  erhalten,  sofort, 
wenn  u  ftkr  die  untere  Grenze  in  tio  und  ftlr  die  obere  in 
tiw  übergeht ,  schreiben  (§.  869) 

3^7=  t4oi  —  tio- 

Man  hat  also  für  das  Maximum  oder  Minimum  des 
bestimmten  Integrales 

ü 

st  den  vorigen  Bedingungsgleichungen  (a)  in  §.  15  sofort 
\  jene,  d.  i.  die  sogenannte  Grenzen-Gleichung: 


/: 


i 


«-  — «o  =0  .  .iy) 
da  aber  diese  Gleichnng,  wie  man  sitrht,  nur  solche  Grossen 
enthält,  welche  sich  anf  die  Grenzen  Jo  und  x«i  des  In- 
tegrals jü  beziehen;  so  dienen  die  daraas  herrorgehenden 
Bedingungen  im  Allgemeinen  zur  Bestimmung  der  bei  der 
Integration  der  allgemeinen  Gleichungen  ^  =  0  und  ^  =  0 
[§.  15,  Relat«  («)]  eingeführten  willkürlichen  Constantos.  Es 
kann  übrigens  noch  bemerkt  werden,  dass  in  dieser  letztem 
Bedingungsgleichung  die  Variationen  ix,  iy^  dix  u.  s.  w. 
entweder  Null  oder  durch  anderweitige  Bedingungen  mit 
einander  verbunden  sein  können. 

Soll  2.  B.  lu&ter  allen  dorch  swd  gegebene  Panefee  mOgiichea  eboMB 
Cnnren  die  kürzeste  gefnnden  werden ,  lo  mnas ,  wenn  man  die 
Coordinaten  dieser  beiden  festen  Pmcle  dnreh  x\  y  and  x",  jf'  be- 
zeichnet ,  das  Integral  /  U  swiachen  den  beiden  gvnannten  Orenaen,  d.  i* 
so  genommen  werden,  dass  es  in  dem  einen  Pnnct  aaftngt  nnd  in  dem 
andern  aufhört.  Da  aber  diese  beiden  Pnnete  allen  Cnrren  gemein- 
schaftlich angeboren,  die  man  sich  dnrch  die  stetige  Vertndemng,  d.  i. 
durch  das  Yarüren  der  gesuchten  Cnnre  nnr  immer  denken  mag;  so 
aind  die  Variationen  dieser  beiden  Grenipunclo  offenbar  Nnll,  d.  i. 
man  hat : 

(Tx— 0,    (Jy— 0,    <rx"  =  0,    «y'  — 0. 

Es  fallen  daher  in  diesem  Falle  ans  der  genannten  Bedingnngsglei- 
cfanng  (7)  alle  Glieder ,  welche  diese  letztem  OrOssen  enthalten  von 
selbst  heraas,  nnd  im  Falle  darin  keine  anderweitigen  GrOssen  yorkommen, 
würde  diese  Gleichung,  ohne  irgend  eine  Bedingung  oder  Relation  für 
die  vorhin  erw&hnten  willkürlichen  Constanten  zu  liefern ,  von  selbst, 
d.  i.  identisch  Null.  Die  Curve ,  welche  den  Gleichungen  (s)  in 
§.  15,  (p=0,  «t  ="0,  oder  wenn  t/—  Vax  ist,  jener  {ß)  in  f.  I6 
ip  aa  0  entspricht ,  löst  dann  die  Aufgabe  voUst&ndig  auf ,  wenn  man 
diese  nnr  noch  der  Bedingung  unterwirft,  dass  sie  durch  die  beiden 
Puncte  x\  y  und  r",  y"  geht,  was  sich,  um  hier  nur  von  dem  zweiten 
Falle  (von  U=Vdx)  zu  reden,  im  Allgemeinen  mittelst  der  beiden 
willkürlichen  Constanten  bewerkstelligen  lässt,  welche  in  der  dieser  Dif- 
ferentialgleichung 9  «B  0  (die  in  diesem  Falle  von  der  zweiton  Ord- 
nung ist,  weil  bei  dieser  Aufgabe   K  nur  den   ersten   Differentialquo- 

dv 
ticnten  -^  enth&lt)  entsprechende  Integralgleichung  enthalten  sind. 
dx 

Es  können  aber  selbst  noch  die   mit   den    Variationen    ^dx\    ^«fjr', 

Sdr\  ^dy*  behafteten  Glieder,  im  Falle  sie  überhaupt  in  der  genannten 

Grenzgleiehiing  »(,,  —  «0  =  0   vorkommen  ,   unter   gewissen    Bedingungen 

verschwinden.     Es  darf  z.  B.  zu  den  beiden  vorigen    Bedingungen  (dass 

die  gesuchte  Curve  durch  zwei   gegebene    Pnnete   x' ,  y' ,  x" ,  y"    gehen 
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Boll)  nur  noch  jene  hinzukommen,  dass  die  in  den  gegebenen  Endponcten 
an  die  gesuchte  Cnnre  gezogenen  Tangenten  eine  gegebene  Neigung 
gegen  die  Abscissenachse  haben  sollen ,  so  werden ,  da  dann  dx\  dy\ 
so  wie  dx",  dy*  bestimmte  Werthe  annehmen ,  also  constant 
werden ,  ihre  Variationen  gleich  Null. 

§.  20.  Bezeichnet  man  in  der  Belation  (4)  des  §.  12 , 
bei  welcher  nämlich  die  Form  von  f7=  Vdx  yorausgesetzt 
ist,  die  Differentialquotienten  P,  Q,  jB  .  .  für  die  beiden 
Grenzen  x^  und  «„  des  Integrals  JFda*  beziehungsweise 
durch  Po>  Qo»  -fii)  .  •  und  P^,  Qw»  -ß«  •  •  ^^  ^®  **i<*  V 
dafür  mit  ^q  und  y^ ;  so  erhält  man ,    wenn  .zugleich  für  r 

der  Werth  iy — j^^^  hergestellt  wird,  die  Bedingungs- 
gleichung für  das  Maximum  oder  Minimum  in 
der  vollständig  entwickelten  Form: 

dR  dy         d'y 

+  (C2»  -  -5^  + . .)  i^^-j^i'")  +  etc. 
0  =  (  -  Foe;r%,-<Po-^  +  ^-..)(«yo--^  Äao) 


,     ,  ^,        dP    .    d^Q       d'R    .        V  ,  ^  ffy  i    \ 


Der  mit  dem  Integralzeichen  behaftete  Theil  dieser  Be- 
dingungägleichung  liefert  die  bereits  in  §.16  aufgestellte 
unbestimmte  Gleichung  (J3),  während  der  integrirte 
Theil,  welcher.  Null  gesetzt,  die  sogenannte  bestimmte 
Gleichung  bildet,  selbst  wieder  in  zwei  solche  Gleichun- 
gen zerfällt,  wenn  die  Variationen,  welche  sich  auf  die  un- 
tere Grenze  w^  beziehen,  von  jener,  die  sich  auf  die  obere 
Grenze  u^  beziehen,  unabhängig  sind. 

A  n  m  e  r  k.  Enth&it  die  Function  V,  wie  in  §.  9  (Anmerk.)  bereits  be- 
merkt, die  beiden  von  x  abhängigen  f^nnctionen  y  und  z,  so,  dass 
also  Ar  ^  F  der  dort  angefdhrtc  Ausdruck  (a")  gilt ;  so  verwandelt 
sich  die  vorige  unbestimmte  Gleichung,  wie  leicht  an  sehen, 
in  die  l'olgende: 


615 


(«)  {y 


dx  '^  dx 


dz   - 

Z  —  -: »JX 

dx 


)-., 


oder,    wenn  die  Variationen  ix,  iy  und  iz   von   einander    unab- 
hängig Bind ,  in  die  beiden  folgenden : 

dx  dx'         dx»  ^  \ 

«nd    iV-_  +  ___  +  ..-0j 

dy         ,     d^y         0t 
wobei,  wenn  man  der  Kürze   wegen,    -7^-  =  ^,     -   -  =v    u.  s.  w. 

dx  dx 


dz 
dx 


dx* 


z"  etc.  setst,   sofort 


-— (^).-'-(S).''-(S)-- 

Was  femer,  wenn  die  Variationen  in  Beziehung  anf  die  beiden 
Grenzen  von  einander  unabhängig  sind,  die  den  beiden  Endpuneten 
der  Cunre  entsprechenden  bestimmten  Gleichungen  betrifft ,  so 
sind  diese  im  vorliegenden  Falle  sofort,  ftlr  den  ersten  Punct: 

''.".+(''.-^+^-)0'.-S'-)| 


S--0 


+ 


(Q'o- 


dx 

dir. 


+  .. 


dx      '       f \   dx 
und  für  den  zweiten  Punct 

rfa.,       d*  R 


)0&-£?*'.)+- 


^9a  , 


dQ' 


) 


d'R, 


) 


=  0 


§•  21.     Bleiben  bei  allen  Veränderungen,   die  man  mit 
der    betreffenden    Curve,    welche  sofort   die  Beziehung  zwi- 
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sehen  x  und  y  räumlich  darstellt,  vornehmen  kann,  die 
Endpuncte  derselben  beständig  auf  den  nämlichen  Ordin»- 
ten  oder  Parallelen  zur  Axe  der  y;    so   sind  in  dem  Inte- 

VdXf  welches  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 

werden  soll,  die  beiden  Grenzen  x^  und  x^  constant,  und 
man  lässt  hei  diesen  Veränderungen  der  Curve  oder  dem 
Uebergange  aus  einer  Lage  in  eine  andere  unendlich  na- 
hen, die  Variable  a  nicht  yariiren,  d.  h.  man  nimmt  dabei 
an,   dass   dx*  =  0   sei,   indem  es  in  diesem  Falle  hinreicht, 

in  der  Function   V  nur  den  Grössen  y ,  -—,  -r^  •  • .  belie- 

«^  '    dx       ax' 

bige,  von  einander  unabhängige  Veränderungen  oder  Varia- 
tionen beizulegen,  welche  eben  durch  äi/^  ^^7"  ^-  ®-  ^-  "^*" 

gedrückt  werden.  In  diesem  Falle  reducirt  sich  die  vorige 
Bedingungsgleichung   für   das  Maximum  und  Minimum  des 


Integrales  j      Vdx  auf  die  folgende : 


dQ  da  dw 

(Po,-- ^+..)5yco+(Q.-  ^  +  ..)Ä^ 

+(Äo— e(c.)Ä  -j-^  +  . . 


dx 


-(iSo-etc.)*-^ 


Es  fallen  aber  selbst  in  dieser  Gleichung  noch  die  Glie- 
der, welche  die  Factoren  tfy^  und  dy«  enthalten,  heraus, 
wenn  die  Endpuncte  der  Curve  der  Lage  nach  vollkommen 
gegeben,  d»  h.  wenn  die  Werthe  der  Ordinalen  y^,  y«  eben 
sowohl,  wie  jene  der  Abscissen  Xq,  am  constant  sind. 

A  n  m  e  r  k.     Die    in    der    Anmerkung    des    vorigen   §.   aufgestellten  be- 
stimmten Gleichungen ,    welche  sich  auf  den  Fall  beziehen ,   dass  in 
V  die   beiden    von  x  abh&ngigcn  Functionen  y    und  i  vorkommen. 


re4la«M'ren   sich    unter   der  suleut   gemnchten  VonuMctsung  auf  die 
folgenden : 


=  0 


und 


dQ^  dR  rfy 

du:^  dH         dz         ^"■*' 


Relative  Maxima  und   Minima^ 

§.  22.  Es  wurde  bisher  ausdrücklich  festgesetzt,  dass 
unter  den  in  der  Function  ü  enthaltenen  yariabeln  Grössen 
keine  Beziehungen  im  Voraus  gegeben  seien,  sondern  diese 
erst  aus  der  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  ent- 
wickelt oder  gefunden  werden  müssen«  Es  können  jedoch 
Aufgaben  vorkommen,  bei  welchen  gewisse  Bedingungen  in 
der  Art  berücksichtiget  werden  müssen,  dass  die  Wahl  der 
Werthe  der  mit  8  bezeichneten  Variationen  eine  Beschrän- 
kung erleidet 

Ist  z.  B*  ein  vorliegendes  bestimmtes  Integral  von  der 
Natur  einer  Curve  abhängig,  deren  Endpuncte  in  zwei  ge- 
gebenen Linien  enthalten  sein  sollen ,  deren  Gleichungen 
y  =  f  (x)  und  y=^(x)  sind;  so  müssen  die  Variationen 
'^0  9  '^0  ^^^  8xiay  ät/(a  der  Coordinaten  der  Endpuncte  ^o, 
j/q  und  atjo  f  yta  in  einer  solchen  Beziehung  zu  einander  ste- 
hen, dass  sie  diesen  beiden  Gleichungen  respective  Genüge 
leisten,  so,  dass  die  Gleichungen 

S^Q  = — ili^  8x^  und  dyw^ — j-^dx» 

sofort  gleichzeitig  mit  der  bestimmten  oder  Grenzengleichung 
(y)  in  §.  19  bestehen  müssen.  Eben  so  könnte  auch  ver- 
langt werden,  dass  die  in  den  Endpuncten  der  gesuchten 
Curve  gezogenen  Tangenten,  mit  den  Tangenten  zusammen- 
fallen sollen,  welche  beziehungsweise  an  die  gegebenen  Cur- 
ven  y  =  y  (a?)   und  y  =  ^  (^)  gezogen    werden  ;    in    diesem 
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Falle    wären  auch   die   nach  d  (genommenen  Differentialver- 
hältnisse  bedingt,  nämlich 

*  rf7  —  "  dr«~*^0'  ''TT  —  rfx'  ^"■'  "•  "•  ^- 
A  n  m  e  r  k.  Es  können  übrigens  auch  Bedingungsgleichangen  vorhanden 
sein,  welche  fdr  alle  Werthe  der  Variablen,  die  innerhalb  der  Gren- 
zen des  vorgelegten  bestimmten  Integrales  enthalten  sind .  gelten 
müssen.  Soll  z.  B.  die  kürzeste  Linie  gefunden  werden,  welche  auf 
einer  gegebenen  Fl&che  zwischen  zwei  in  derselben  liegenden  Puncte 
gezogen  werden  kann ,  und  ist  F  (x,  y,  2)  »  0  die  Gleichung  dieser 
Fläche;  so  muss  ofifenbar  die  Ordinate  der  gesuchten  Cunre  dieser 
Gleichung  immer  Genüge  leisten.  In  diesem  Falle  werden  also  wie- 
der  die  Variationen  der  in  U  enthaltenen  Grossen  in  so  weit  be- 
schränkt, als  ihre  Werthe  diese  gegebene  Gleichung  stets  befriedigen 
müssen.  Diese  Gleichung  der  Fl&che  wird  also  offenbar  auch  noch 
bestehen  müssen,  wenn  man  in  ihr,  statt  der  erwähnten  Grös&en,  die 
um  ihre  Variationen  vermehrten  Werthe  dieser  GrrOssen  einsetzt, 
woraus  also  auch  folgt,  dass  man  die  gegebene  Gleichung  der  Flikhe 
in  Besiehung  auf  diese  erwähnten  Grössen  variiren,  d.  i.  nach  dem 
Buchstaben  d  differentiiren  kann.  Ist  daher  Z  =  0  eine  solche  Bc- 
dingungsgleichung ,  in  welcher  Z  eine  Function  sowohl  der  unab- 
hängig,  als  der  abhängig  Yariabeln  und  ihrer  derivirten  oder  abge- 
leiteten Functionen  bezeichnet ;  so  bildet  mau  daraus  die  Gleichung 
^Z  *-  0  und  benützt  dieselbe  sur  Elimination  einer  der  Variationen, 
welche  in  der  unbestimmten  Gleichung  [fß),  §.  16.]  vorkommen. 

.    Eben  so  verfährt  man,  wenn  noch  mehrere,  der  vorigen  analoges 
Bedingungsglcichungen  gegeben  sind. 

§.  23.  Es  gibt  ferner  Aufgaben  ,  in  welchen  das  ge- 
suchte Maximum  oder  Minimum  an  die  Bedingung  gebun- 
den wird,  dass  gleichzeitig  ein  gegebenes  bestimmtes  Integral 
(wie  wir  bereits  in  der  Einleitung  im  §.  1  einen  solchen  Fall 
angeftihrt  haben)  einen  gegebenen  oder  bestimmten  Werth 
beibehalten  soll ;  und  es  sind  insbesondere  diese  Fälle,  welche 
man  mit  dem  Namen  der  relativen  Maxima  und  Minima  be- 
zeichnet. 

So  gehört  z.  B.  die  bereits  erwähnte  Aufgabe  hieher, 
diejenige  Curve  zu  finden,  welche  bei  einem  gegebenen  L^m- 
fange  die   grusst  oder   kleinst   mögliche  Fläche  einschliesst. 

Vda  zu  einem 
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Max.  oder  Min.  machen ,   während  gleichzeitig  die  Rehition 
bestehen  soll: 


V'dx  =  Const. , 


wobei  Bowohl   V  wie   V  Functionen  von  x,  y,  ^,  j4  ö«  '»• 

w.  sind. 

Die  Bedingungen  der  Aufgabe  liefern  dann  die  beiden 
Gleichungen : 

«('""Vdx  und  *r''"Fd^  =  0. 

Dieselben  Bedingungen  können  aber  eben  so  gut  da- 
durch ausgedrückt  werden,  dass  man  die  zweite  dieser  Glei- 
chungen mit  einer  willkürlichen  Constanten  a  multiplicirt 
und  dann  zu  der  erstem  addirt ;  man  kann  nämlich  schreiben : 

dj''^Vdx-i-aSr''v'da  =  Ooderdf'\v+a  V')dx=0, 

und  man  wird  diese  letztere  Gleichung  gerade  so  behandeln , 

(V'-\-aV')da   zu  einem   abso- 


'• 


luten  Maximum  oder  Minimum  machen  wollte ;  indem  jene 
Relation  zwischen  a  und  ^,  welche  diese  letztere  Function 
zu  einem  Maximum   oder  Minimum   macht ,    offenbar  auch 

der  Forderung  Genüge  leistet,  dass  der  Ausdruck  i       Vdx 

Vdx  einen   ge- 

gebenen  Werth  annimmt,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 
Was  die  Constante  a  betrifft,    so   ist  sie   so  zu  bestimmen, 

daas  das  Integral  |  Vdx  eben  jenen  gegebenen  oder  be- 
Btimmten  Werth  annimmt. 


Beispiele   und    Aufgaben. 

§.  24.  Die  kürzeste  Linie  zu  finden,  welche 
man  zwischen  zwei  gegebenen  Puncten  ziehen 
kann. 

Nimmt  man  der  grösseren  Einfachheit  w^en  an ,  dass 
dieser  Forderung  nur  durch  eine  einfach  gekrümmte  Curre 
Genüge  geleistet  werden  kann,   so  kommt  es  darauf  an,  in 

dem  Ausdrucke  Jf7= J]/c?a:*  -}"  ^y*  i^^  Länge  einer  ebenen 
Curve,  §.  710)  diejenige  Relation  zwischen  y  und  x  zu  fin- 
den,   wofür   dieses  Integral   innerhalb   bestinunter   Grenzen 
ein  Minimum  wird. 
Es  ist  aber 

^  ^     ^  Vdx^-^dy^  ds 

(§.  6),  folglich 

oder  wenn  man  theilweise  integrirt: 

oder  endlich 

a.  Um  nun,  wenn  man  die  Coordinaten  der  beiden  ge- 
gebenen  Puncte   durch   a',  y'   und    a",  y"    bezeichnet ,     die 

Jx  ^x       

^7=1     \/dx^  -\-dt/*  zu  einem  Minimum  zu 

machen,  hat  man  nach  §.15  [Relation  (a)]  zunächst  die  bei- 
den unbestimmten  Gleichungen: 

,Z^=Oundd^  =  0 

ds  da 

[d.  i.  y  =  0  und  ^J?  =  0,  welche  sofort  durch  das  Nullsetzen 
des  mit  dem  Integralzeichen  behafteten  Theiles  der  vorigen 
Gleichung  (m)  entsteht],  woraus  durch  Integration 

-^  =  c  und  -~-  =  c',  folglich  auch   -^  =  —  =  C  oder 

dy  =  Cdx  f 
und  durch  abcnnaligcs  Integriren: 


Ml 

wobei   C  und  C   <lte    beiden    willkaHichen    Consrtuiten    der 
Irite^raiinnen  bezeichnen,  erhalten  wird. 

b.  Was  nun  die  Bedingungen  belrifft,  welche  sich  auf 
die  Grenzen  des  obigen  IniegraU  beziehen,  80  liefert  die 
bestimmte,  d.  i.  die  Grenzenglei^hung  (y)  in  §.  19, 
nänilieh  ««» —  u,^0,  welche  ini  vorliegenden  Falle  (wrgcn 


über^ht ,  keine  weitere  Eclntion ,  indem  dieselbe ,  wegen 
3j=0,  Äa'  =  0,  di/'=0  und  *y"  =  0  (da  *,  y,  x",  / 
constant  sind)  identisch  Null  wird;  es  löst  daher  die  vo- 
rige Gleichung  («)  die  Aufgabe  voUfltändig  auf ,  wenn  man 
nur  die  darin  vorkommenden  beiden  Conetanten  C  und  C 
auf  eine  solche  Weise  beeiiii.mt,  dass  diese  Gerade  (a)  durch 
die  beiden  Puncte  x,  y  und  x",  tf  geht.  Dazu  hat  man 
aber  aus  der  Gleichung  (a)  selbst  y — y  ^  C{x"  —  x'),  also 

^)  ■  c=  fcj 

und  femer  wegen  y  —  y*  ^  C(;f  —  x"),  endlich  für  die 
völlig  bestimmte  Gleichung  der  gesuchten 
Lin  ie : 

y~y  =  7^  («-  x')     (Vergl.  §.  394). 

Da  »ich,   wegen   Vdx-^-^dy^    =  dxV\  +  p*,   wobei 
,  die  Fnncdon    U  txd  di«   Fonn    Vax   bringen    1i«it, 


wobei     F— V  1  +p'   i»t ;  w  hat  m«n  anch   da   dV  =  - 
V 

also  infolge  der  Belation(a}  in  $.9  H~0,  N  — 0,  P=  - 

Q  —  Ü  —  ...=:  0  wird,    für    die    Bedingnngigleichuu 

i.   16    lofort   -T-d. —        ■  ■   ^0    and   darsos  — 

•••      Vl+p-  KTT? 

■o  ,    du*   min  hi«ranB  schliesaen  iunn,  dau  p  oder  bBf 

tia]qnoti«nt  -r^  fOr  alle   Puncte    der   geBocblen   Linie   c  o 

«ein    mun ,    wm   sofort  nnr   hei    dfr    geraden    Linie    der 


<B2 

Setzt  man  daher  diesen  Quotienten  ^  «»  a ,   so   ist    die    GleichaDi; 

dx 

der  gebuchten  Linie: 

y  =  ar4-  6, 

welche  man  nur  noch  wie  vorhin ,  i  da  die  Grcnxengrleichung 
(«j,j  —  Uq  =  0  in  §.  19)  identisch  Nnll  wird  und  keine  weitere 
Kelation  liefert ,  der  Bedingung  au  unterwerfen  hat,  daas  die  Gerade 
durch  die  awei  gegebenen  Puncte  x' ,  y    und  x" ,  y"  geht 

A  n  m  e  r  k.  2.  Will  man  nicht  von  der  hier  gemachten  Yorartssetxung 
ausgehen  ,  dat^s  die  gesuchte  Linie  oder  Curve  eine  ebene  seia 
niüsM* ,  SU  niiisti  uiun  eine  Curve  im  Kaume  annehmen,  und  wenn 
man  ihre  Coordinaten  durch  x,  y,  z  bezeichnet ,  sofort  das  In- 
tegrale 


J 


X 

XU  einem  Minimum  machen. 


:>'  ^^^^whw 


Nun  ist    aber    wegen    K  «=  r     1  -^  i -iJ  j    -|_  j_I  |     sofort 

dx      €x        dx      dx 
V 

demnach  zufolge  der  Relation  (x")  in  §.  9 : 

Af=0,  iV=0,  P=  -1  .  ^,  a=Ä=  .  .  =0     und 

V       dx 

Die  beiden    unbestimmten  oder  Bedingungsgleicbungen  (^')  in  §.  30 
(Anmerkung)  sind  dah<^r  : 


^  </ .  ■  .-7-=======-.  1=0 


nnd       j-  d . 
dx 


woraus  wieder  unmittelbar ,    wie    vorhin   geschlossen    werden  kanr. 

dy  dz 

dass   die    Differentialquotienten  -~  und  -r—    constante   Werthe 

haben  müssen,  und  daher  die  gcsuchie  Linie    keine  andere  als  eine 
gerade  sein  kann. 
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§.  25.  Die  kürzeste  Linie  zu  finden,  welche 
sich  zwischen  zwei  gegebenen  Curven  im 
Kaume    ziehen   lässt. 

Da  es  sich  in  diesem  Falle  darum  handelt ,  die  von  x 
abhängigen   Functionen  y   und  z  dergestalt    zu  bestimmen, 

daes  das  Integrale  s  =  ^\^dx^  +  dy^  -f"  ^^^  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  ein  Minimum  wird;  so  hat  man,  wenn  man 
för  die  erstere  Form  J  U  beibehalten  will ,  wegen 

5  Vdx*  +  dy*  +  dz*  =  ^"^'-^  ^!>l^y  +  ^'  *'^'  ,  sofort: 
;  8  \^dx*-\-dy*  +  dz*  =  fc  ddx  +  Jg  ddy  -f  Jli  döz 

Tirenn  man  nämlich  (ohne  von  den  bereits  oben  entwickelten 
Formeln  Notiz  zu  nehmen)  wieder  die  Theilintegrationcn 
anwendet. 

a.  Der  summatorische  oder  nicht  integrirte  Theü  liefert 
flir  das  Minimum  die  Bed  in  gun  gs  glei  chung: 

d'£ia>+d^Jy  +  d'^Jz^O 

oder  da  die  Variationen    ix,  Sy ,  iz  von    einander    unab- 
hängig sind ,    die   drei  folgenden  [die  analogen    mit    (a)  in 
§.  15]  : 

aus  denen  man  durch  Integration  erhält : 

dx   dy   /       dz   „ 

ds    —  ^>     dT  ~^  '     ds     "^    * 

so  wie  aus  diesen  drei  Gleichungen : 

dy c    ^    dx  c ' X7/ 

dx         c  '  dx         c 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man  endlich 
durch  abermaliges  Integriren : 

y=(7x+a     und     z=Cx-\'ß 
welches    sofort    die    Gleichungen    einer   geraden   Linie 
sind. 
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b.  Um  nun  auf  die  Gren  zgleichungen  u^  =  0 
und  u^.,  ^  0  (§.  19)  überzugehen,  so  hat  man  aus  dem  in- 
tegrirten  Theil  der  obigen  Gleichung  (m)  ffir  die  untere 
Grenze     dxia^  +  ^!/o  ^!/o  "f"  ^^o  ^-^o  =  ®    ^^^  nxich 

1  +  ^.^  ^_  ^.  p  =0 

ax    ox,       '       aar     ox, 

und  eben  so  für  die  obere  GreiTze: 


17  JTZ    "^  17  T 


woraus  sich  (§.  577)  ohne  Mühe  folgern  lässt,  dass  die 
beiden  gegebenen  Curvcn  von  der  gesuchten  kürzesten 
Linie  unter  rechten  Winkeln  geschnitten  werden  müssen. 

An  merk.    1.      Will    man    mit    Berflcksichtigang ,     dass    sich    hier 
ü ^  V dx*''^'  dy*  -^  dz*  auf  dte  Form   Vdx   hringen  lAsst,  wobei 

r«  K  1  +/—)'  +  l^y  ist,  die  in  §.  20  Anmerk.  entwickel- 
ten Formeln  benfitten ;  so  hat  man  zuerst  wieder  dieselben  beiden 
unbestimmten  Gleichungen  wie  im  vorigen  §.  Anmerk.  2., 
aus  denen  man  schliesst ,  dass  die  gesuchte  Linie  eine  gerade 
sein  muss. 

Was  femer  die  beiden  bestimmten  Gleichungen  betrifft,  welche 
sich  auf  die  Grenzen  des    Integrals    beziehen ;    so  hat    man   wegen 

P=   4^.^     und  P'—    -i:-^     (w&hrend     if-0,     2^-0, 
V   dx-  V   dx     ^ 

Q— Ä=..«=0,    i/'=-0,iNr  — 0,Q'«Ä'  =  ..=  0  ist) sofort 

nach  den  erw&hnten  Formeln  des  §.20   f&r   die    untere    Grenze 

die  Bedingungsgleichung: 

-^(■"•-S'-)+T'('--fe'-), 

woraus ,  wenn  man  redncirt 

oder  wieder  die  vorige  Gleichung 

'     dx     ix^  dx  3x, 

folgt.  Auf  dieselbe  Weise  erhftlt  man  auch  die  zweite  Gleichnng, 
welche  sich  auf  die  obere  Grenze  des  Integrales  oder  den  andern 
Endpunct  der  gesuchten  Linie  bezieht. 


0 


A  n  m  e  r  k.  9.  £iii  ganz  fthnliches  Resnitat  erhält  man  aach,  wenn  man 
die  kflrseste  Linie  swischen  swei  gegebenen  krammen 
Flächen  sncht.  In  diesem  Falle  mnss  man  die  Variationen 
<^2«t  ^y^i  ^'o  ^^^  vorigen  Gleichung  als  die  Projectionen  irgend 
eines  Cnryenelementes ,  welches  man  auf  der  kmmmen  Fläche  von 
dem  ersten  Pnnct  der  gesuchten  Linie  ans  angenommen  hat,  anf 
die  drei  Coordinatenachsen  ansehen.  Diese  so  erhaltene^  der  rorigen 
ganz  identische  Gleichnng  drückt  dann  die  Bedingung  ans,  dass  die 
gesuchte  kürzeste  Linie,  welche  wieder  eine  gerade  ist,  auf  der 
betreffenden  kmmmen  Fläche  rechtwinkelig  steht  Dasselbe  gilt 
natfirlich  auch  ron  dem  andern  Endpunct  dieser  Linie  und  der 
zweiten  Fläche« 

§•  26.  £&  Boll  auf  einer  krummen  Fläche  zwi^ 
sehen  zwei  gegebenen  Puncten  die  kürzeste  Linie 
gezogen  werden. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  muss  wie  vorhin  das  In* 

tegralj      ^^  l/^^l  +  (j^) +(5")     ®^   Minimum   werden. 
Setat  man  dabei:  wieder  die  Wurzelgrdsse 

Bo   erhält   man   zunächst ,  aus  der  Bedingungsgleichung  («) 
in  §.  20,  Anmerk.,  wegen  (wie  im  vorhergehenden  §.,  Anmerk.) 

P=|g    und    P'=f^, 
die  unbestimmte  Gleichung: 

+f.''-(Tf:)x('.-i'«')=o. 

Ist  nun  z  ^=^f(Xy  y)  die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche, 
so  hat  man,  da  die  Variationen  Sx,  Sy^  8z  dieser  Gleichung 
Grenüge  leisten  müssen ,  für  die  Werthe  dieser  Variationen 
sofort  die  Bedingungsgleichung: 

wenn  man  nämlich  Kürze  halber  f  statt  /(x,  y)  schreibt. 
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Substituirt  man  diesen  Werth  von  iz  in  der  wowigea 
Bedingangsgleichungy  und  setzt  dann  die  Coef&cienten  von 
Sy  und  ixf  welche  noch  unbestimmt  bleiben,  einzeln  gleich 
Null;  so  erhält  man: 

Da  femer  die  gesuchte  Linie  auf  der  Fläche  z  =/(x,  y) 
liegen  soll,  so  müssen  die  Elemente  da,  dy,  dz  der  Coor- 
dinaten  der  einzelnen  Puncto  dieser  Linie  der  genannten 
Fläohe  ebenfalls  Genüge  leisten,  so,  dass  man  hat 

d.  =  (§9  d.  +  (^iy  oder  auch  (6)  Ji  =  (^  +  (^)  g. 

Wird  dieser  Werth  fiir  j^  in  der  zweiten  der  Torigen 

Bedingungsgleichungen  gesetzt,  so  wird  sie,  wie  es  sein  aoU, 
mit  der  erstem  derselben  identisch. 

Diese  erste  Gleichung  (a)  bestimmt  also  die  Natur  der 
gesuchten  kürzesten  Linie,  und  zwar  drückt  sie  die  Bedin- 
gung aus,  dass  die  Krünunungsebene  dieser  Linie  oder  Curre 
beständig  rechtwinkelig  auf  der  gegebenen  kmounen 
Fläche,  worauf  diese  Linie  gezogen  werden  soll,  stehen  müsse. 

Um  diess  zu  beweisen,  hat  man  nach  §.  764,  Gleich.  (1) 
als  Gleichung  der  Krümmungsebene  der  gesuchten  Linie: 

dxdP~di  dx'J  ^  "T-  j^.y        dx^^  —  ^' 
SO  wie  nach  §.  751  als  Gleichung  der  berührenden  Ebene  der 
Fläche  z  =/(^,  y): 

Nun  iät  aber  die  Bedingung,  unter  welcher  diese  beiden 
Ebenen  auf  einander  rechtwinkelig  stehen,  nach  §.  586: 

idz^  d2y  _  dyd^\  dd/i    id^idf\    ,    ^^  _  ^ 
\dx  dp         dar  rfx7  \dxf  "T"  dx*  \(/y/  '^  dx*~^' 

oder  auch,    wenn  man  für   l~^j   den  aus  der  obigen  Glei- 
chung (*)  resultirenden  Werth    ~  —  ir^i  -^  substituirt : 
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\dxdx*         dx  dx^f  \dx  dx  \djf\    T"  rfr«  \dyf  '^  dx^~^* 

welche  Gleichung  aber,  wie  man  sogleich  sieht ,  wenn  man 
in  (a)  die  angezeigten  DifiPerentiationen  ausfuhrt ,  mit  der 
obigen  Gleichung  (a)  identisch  ist. 

Was  endlich  die  Bedingungen  betriffi,  wdche  sich  auf 
die  Ghrenzen  ao»  yo9  ^o  i^d  a^,  y^^  z^  beziehen,  so  hat 
man  genau  so ,  wie  im  §.  25 ,  die  beiden  bestimmten  Glei- 
chungen : 

1  4-  ^^  -L  ***•  Ifi  —  0 

^"^  dx  dx.  "T"  dx  dx.  ~  ^ 
dm     iv  dx     iz 

<i        4       I  'flu     '<0       I  (D         CD  y^ 

^^    l  +  rfTäfT +5^5^=0- 

Da  nun  aber,  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe,  beide 
Puncte  ihrer  Lage  nach  in  der  krummen  Fläche  gegeben 
sind,  so  geschieht  diesen  beiden  Gleichungen  von  selbst 
Genüge ,  indem  ixo  =  0 ,  Sf/o  =  0,  izo  =  Of  ix„  =  0, 
Syto  =  0  imd  Szf^  =  0  ist. 

An  merk.  Sollte  die  gesachte  kftrzeste  Linie  yon  einer  in  der  Fl&che 
gegebenen  Conre  ausgehen,  so  würden  die  Variationen  ^x^,  iy.^ 
Scq  die  Projectionen  des  betreffenden  Elementes  dieser  Curre  anf  die 
Axen  der  x,  y,  x  bezeichnen,  und  es  wUrde  daher  die  erste  der  vo- 
rigen beiden  bestimmten  Gleichungen  aussagen ,  dass  die  gesuchte 
Linie  auf  dem  genannten  Elemente  der  Curre  (von  welchem  nftmlich 
die  gesuchte  Linie  ausgeht)  rechtwinkelig  stehen  muss. 

Ganz  dasselbe  gilt  auch  für  den  zweiten  Endpunct  der  gesuchten 
kürzesten  Linie ,  wenn  dieser  ebenfalls  in  einer  zweiten  gegebenen 
Curve  der  krummen  Fl&che  liegen  soll ,  so ,  dass  also  die  kürzeste 
Iiinie  beide  Curven,  zwischen  denen  sie  auf  der  Fl&che  gezogen  wer- 
den soU,  unter  rechten  Winkeln  schneidet 

§.  27.  Es  soll,  um  auch  von  den  sogenannten  isoperi- 
metrischen Aufgaben  einen,  und  zwar  nur  den  einfachsten 
Fall  zu  behandeln,  die  Gestalt  der  ebenen  Curve  be- 
stimmt werden,  welche  bei  einem  gegebenen  Um- 
fang die  grösstmögliche  Fläche  einshliesst. 

Um  diese  Aufgabe  aufzulösen,  muss  also  der  Werth 
des  bestimmten  Integrales  1      ydx  ein   Maximum   werden 
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wahrend  gleichzeitig  das  Integral  |      dx  l/l  +  I  j|)    zwi- 
schen denselben  Grenzen  einen  constanten  Werth  beibehal- 

» 

ten  soll. 

Nach  §.  28  wird  aber  dieser  Bedingung  Genüge  gelei<> 
iftet,  indem  man  den  Werth  des  absoluten  Maximums  da 
Function 


tyA^+'V^^m 


aufsucht  y  wobei  a  eine  unbestimmte  Constante  bezeichnet 
Die  Grenzen  x^  und  x^  mögen  dabei  als  yeränderlich  aoge* 
nommen  werden« 


Wegen    F=  y  +  a  j/l -f  (g)* ,  alao 


dV=dy-\-.    J'*' 
ist  nach  \,  9  (Belat,  a)  : 

Man  erhält  also  zufolge  der  Kelation  (ß)  in  §.  16  die  onbe- 
Btimmte  Gleichung; 

woraus  sofort  nach  einmaliger  Integration 

dx  j  j  (» — «)  dtx 

x-ra -=====01    oder    oy  =  rr=      .  =^ 

entsteht  9  und  wobei  a  eine  willkürliche  Constante  bedeutet, 
Integrirt  man  abermals,  so  kpmmt 
y  =  /3  — |/a«-~(^~a)2  oder  (r  — «)•  4-(y  —  j3)«==a*, 
wobei  /3  die  zweite  willkürliche  Constante  ist. 


Da  aber  diese  letztere  Gleichung  dem  Kreis  angehört, 
Bo  löst  der  Kreis  die  gegebene  Aufgabe.  Dabei  können  die 
drei  Constanten  a,  ß  und  a,  d.  i.  die  Lage  des  Mittelpunc- 
tes  und  der  Halbmesser  des  Kreises  so  bestimmt  werden, 
dass  dessen  Peripherie  durch  zwei  gegebene  Puncte  geht 
und  der  zwischen  diesen  Puncten  liegende  Bogen  eine  be- 
Btimmte  Länge  erhält. 

§•  28.  Um  endlich  noch  den  einfachsten.  Fall  des  Pro- 
blems der Brachystochrone,  d.  i.  der  Linie  des  schnell-^ 
fiten  Falles,  zu  betrachten,  sei  die  Aufgabe  gegeben; 
Diejenige,  in  einer  verticalen  Ebene  liegende 
Curve  zu  finden,  in  welcher  ein  schwerer  Kör- 
per von  einem  gegebenen  Puncte  derselben  bis 
zu  einem  andern  Punct  dieser  Curve  in  der  mög- 
lich kürzesten  Zeit  herabfällt. 

Nimmt  man  den  erstem  Punct  der  Curve  zum  Ursprung 
der  rechtwinkeligen  Coordinaten  und  die  Abscissenaxe  ver- 
tical  an ,  so  wird  zufolge  eines  bekannten  Satzes  der  hohem 
Mechanik  (Supplem.  Nr.  52)  die  Zeit,  welche  der  Körper 
braucht,  um  in  irgend  einer  solchen  Curve  von  einem  Puncte, 
dessen  verticale  Abscisse  a^  ist,  bis  zu  einem  andern  Pimct 
derselben  von  der  Abscisse  am  zu  gelangen,  durch  die 
Formel 


_  C'^dxVl  +p* 


V2 


ausgedrückt,  wobei  p=  -^  ist. 

Da  es  sich  also  darum  handelt,  jene  Beziehung  zwischen 
y  und  X  aufzusuchen,  wofür  das  Integrale 

f  '"" Vdx,  wobei   V=  l/J+K 

ist ,   innerhalb   dieser  Grenzen   ein  Minimum  wird , 

man,  wegen  dF=  ^'  ^4~x*v        '*  ^^^  ^®  ^"^ 
mit  der  Relation  (a)  in  §.  9  zeigt. 


folglich  [Relation (]3)  in  §.16]  die  unbestimmte  Gleichung: 

und  daraus  durch  Integration : 

TF==T^  =  6  oder  p  =  6]/—^ 


d.i.  dy=-Jd^^^g^  =  by^.s7=^== 


xc 


wobei  b  eine  willkürliche  G>nstante  bezeichnet,    oder  wenn 
man  2i'^=  --  setzt,  wo  a  eine  andere  Constante  ist,  auch 


8a 

xdx 


dj/  = 


VüTir^ 


.a 


Diese  Glejchung  entspricht  aber  (§.  740,  Gleich.  2 ,  in 
welcher  x  mit  y  zu  verwechseln  ist)  der  Differentialgleichung 
einer  gemeinen  Cycloide,  in  welcher  A  in  Fig.  87 
(welche  man  sich  in  umgekehrter  Lage  denken  muss)  der 
höchste  Punct  (wofür  ä  =  j?^^0),  ÄH  vertical,  und  für 
irgend  einen  andern  Punct  M  der  Curve,  AP=^x  und 
FM=y  ist. 

Die   Cycloide,    welche  desshalb    auch  die   Brachy- 
stochrone  heisst,  lOst  also  die  vorliegende  Aufgabe  auf. 

Da  fhr  4?  =  0  aus  der  vorigen  Gleichug  j^  ^=0  wird,  so 

folgt,  dass  das  Element  der  Curve  dabei  vertical  ist; 
aus  der  Figur  selbst  folgt  femer.  dass  die  Basis  der  Cy- 
cloide  eine  horizontale  Lage  hat. 

Was  schlüsslich  die  in  der  gefundenen  Differentialglei- 
chung enthaltene  (instante  a  (der  Halbmesser  des  Erzeu- 
gungskreises)  betrifft,  so  wird  diese,  wenn  xm »  ym  die  CJoor^ 
^inaten  des  zweiten  gegebenen  (tiefer  liegenden)  Punctes  der 
uchten  Curve  oder  der  Cycloide  sind ,  aus  der  Bedingung 

mmt,  dass  für  x'  =  ^»,  sofort  auch  ]/=ya   sein  muss. 


An  merk.  Wir  haben  hier  in  diesem  einfachen  Falle,  in  welchem  die 
Endpnncte  der  Cnnre  gegeben  waren  ,  die  sogenannte  bestimmte 
(d.  i.  die  Ghrensen-)  Gleichung  tiQ,  —  tio  =  0  nnberAcksiehtiget  ge- 
lassen ,  weil  ^  bei  den  constanten  Grenzen  diese  Gleichung  iden- 
tisch Knll  wird  nnd  sn  keiner  weitem  Bedingung  Anlass  gibt 

(Weitere  Angaben  nnd  Bemerkungen   findet   man   im    grosseren 
Lehrbuche,  im  Anhange  des  III.  Bandes.) 


Berichtigungen. 
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unten  sind  swei  Zeichen  —  nicht  siditber. 
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